Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  thaï  was  prcscrvod  for  générations  on  library  shelves  before  it  was  carefully  scanned  by  Google  as  part  of  a  project 

to  make  the  world's  bocks  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  copyright  or  whose  légal  copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  présent  in  the  original  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  hâve  taken  steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  of  the  files  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  thèse  files  for 
Personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  nol  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  récognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  materials  for  thèse  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogX'S  "watermark"  you  see  on  each  file  is essential  for  informingpcoplcabout  this  project  and  helping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  légal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  légal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countiies.  Whether  a  book  is  still  in  copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  spécifie  use  of 
any  spécifie  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.   Google  Book  Search  helps  rcaders 
discover  the  world's  books  while  helping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  full  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  apparienani  au  domaine  public  et  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adressefhttp:  //book  s  .google .  coïrïl 


1.;.  Google 


i 


(le 


Mathematies 


1.;.  Google 


1.;.  Google 


o» 


NOUVELLES  ANNALES 

IIB 

MATHÉMATIQUES. 

TROISIÈME  SÉRIE. 
1891. 


D,s,t,..d:,i.  Google 


1.;.  Google 


NOUVELLES  ANNALES 

MATHÉMATIQUES 

JOURNAL  DES  CANDIDATS 

AUX  ÉCOLES  SPÉCIALES,  A  LA  LICENCE  ET  A  L'AGRÉGATION, 

M.  Ch.  BRISSE, 


M.  E.  ROUCHE, 


Pnlillcatiaii  fondée  en  1M3  par  m.  Gerono  et  Terqaem, 
et  continnée  par  MH.  Gerono,  Fronhst,  Bonrget  et  Briiie. 


TROISIEME  SERIE. 

TOME  DIXIÈME. 


PARIS, 

GAUTHIEK-VILLARS  ET  FILS,  IMPRLMBURS-UBRAIRES 

DU  auHEAu  DEa  LONGITUDES,  DE  l'école  poltteciiniql'b, 

Quai  d»  Grandi-Augustins,  55. 


D,s,t,..d:,i.  Google 


1.;.  Google 


NOUVELLES  ANNALES 

DE 

MATHÉMATIQUES. 


SUR  LES  NOUYEIHEIVTS  PLANS; 

Pau  m.  L.  LECORNU, 
iDgéoleur  des  Hîdcb,  Doctear  es  Sciencei. 


Lorsqu'on  veat  étudier  analy tîquement  le  mouvement 
d'une  figure  plane  invariable  qui  se  déplace  sur  un  plan 
Gxe,  on  considère  à  la  fols  deux  a^es  reclangulaircs  liés 
à  ccUc  figure  et  deux  axes  rectangulaires  immobiles 
dans  le  plan.  En  appelant  alors  S  eL  ^  les  coordonnées 
d'un  point  qucicon(|ue  de  la  figure  par  rapport  aux  axes 
entraînés  avec  elle,  x  ex.  y  les  coordonnées  du  même 
point  par  rapport  aux  axes  fixes,  X  et  [x  celles  de  l'ori- 
gine mobile,  Q  l'angle  de  l'axe  des  \  avec  celui  des  x,  on 
a  tes  formules 

!«  =  X  +  E  cosfl  —  >i  sin6, 
^  =  ,x  +  Êsm9-.-,lcose; 

Ç  et  T|  sont  des  quantités  indépendantes  du  temps,  et  X, 
[1,  Q  sont  des  fonctions  du  temps.  11  suffit  de  se  donner 
ces  dernières  pour  que  lu  inouvemcnt  soît  complètement 
déterminé. 

Ajoutons  l'une  à  l'autre  les  deux  équations  précé- 
dentes, après  avoir  multiplié  la  seconde  par  la  quantité 
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(  6) 
n  outre 


il  vient 

(a)  x  =  a  +  b(.. 

et  cette  équation  unique  peut,  comme  l'on  sait,  rempla- 
cer lesdeus  premières.  On  a  ainsi  une  relation  entre 
les  affixes  z  et  Ç  d'un  même  point  rapporté  successive- 
ment aux  axes  fixes  et  aux  axes  mobiles,  aetb  sont  des 
fonctions  du  temps;  en  outre,  le  module  de  b  est  con- 
stant et  égal  à  l'unité,  de  sorte  qu'on  peut  écrire  h  =  e**. 
Je  me  propose  ici  d'appliquer  l'équation  (2)  à  l'exa- 
men de  quelques  questions  concernant  les  mouvements 
plans.  D'abord,  la  vitesse  du  point  z  est  la  grandeur 
géométrique  représentée  par  la  dérivée  z',  et  l'on  a 

(3)  i-^a'+bX- 

Cette  vitesse  est  nulle  pour  le  point  Cdont  l'affixe  X,^ 
a  pour  valeur 

(4)  ï-  =  -p- 
La  valeur  correspondante  de  z  est 

(5)  .,^a^H.=  'i^^: 

le  point  C  est  le  centre  instantané  de  l'otatton,  ou  centre 
de  vitesse.  Pour  un  autre  point  quelconque  de  la  figure, 
on  peut  écrire 

On  voit  ainsi  qu'à  un  instant  donné  la  vitesse  de 
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(7) 
chaque  point  z  est  perpendiculaire  à  la  ligne  joignant  ce 
point  au  centre  instantané,  et  proportionnelle  à  la  lon- 
gueur de  cette  ligne.  Autrement  dit,  il  y  a  rotation  élé- 
menlairo  autour  du  centre,  et  la  vitesse  de  rotation  est 

égare  à  e*. 

Mais,  dans  le  mouvement  coaLÎnu  de  la  figure,  le 
centre  instantané  se  meut  k  la  surface  du  plan  fixe.  Sa 
position  au  temps  t  étant  déterminée  par  la  valeur  de  2c> 
la  vitesse  de  son  déplacement  est  donnée  par  z'^.  On  tire 
de  l'équatiou  (5),  en  tenant  compte  de  (4)i 

Çé  représente  la  Vitesse  du  centre  par  rapport  aux  axes 
mobiles,  comme  2^  représente  la  vitesse  parrapport aux 
axes  fixes.  Le  module  de  b  étant  égal  à  l'unité,  ces  deux 
vitesses  sont  égales  ;  l'argument  de  b  étant  égal  à  0,  les 
deux  vitesses  ont  même  direction.  Ces  résultats  se  tra- 
duisent géométriquement  en  disant  que  la  courbe,  lieu 
du  centre  instantané  par  rapport  aux  axes  mobiles,  roule 
sans  glisser  sur  la  courbe,  lieu  du  centre  instantané  par 
rapport  aux  axes  fixes.  Ces  deux  courbes  sont  appelées 
respectivement  la  roulette  ou  courbe  roulante  et  la  base 
du  roulement. 

Une  courbe  quelconque  faisant  partie  de  la  figure 
mobile  a  une  équation  de  la  forme 

(8)  !:=/(«), 

où  u  désigne  un  paramètre  réel.  La  mènie  courbe  a  pour 
équation,  relativement  aux  axes  fixes, 

(9)  a  =«  +  */(«), 
L'élément  dz  de  cette  courbe  est  exprimé  par 

(10)  di  =  bf\u)du. 
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(8) 
Pour  avoir  Teuveloppe,  il  suffit  de  diffé rentier  l'équa- 
tion (g)  par  rappori  au  temps  t,  en  considérant  u  comme 
fonction  de  t,  ce  qui  donne 

(II)  «'+67{u)  +  &/'(«)"'  =  c- 

Entre  les  équations  (9)  et  (ii),  éliminoDS  y(u).  Il 
vient 

'=—6- p/'t")"-. 

ou  bien 

»-.. —  ^./■(»)"', 

ou  encore,  en  vertu  de  l'équation  (10), 

s— te  à 

Le  second  nieinl>rc  éiant  purement  imaginaire,  on 
voit  qu'en  cliaquc  point  de  contact  de  la  courbe  avec 
son  enveloppe,  la  tangente,  qui  a  mûme  direction  que 
dz,  est  perpendiculaire  à  la  droite  z  —  Zc,  propriété  qui 
permet  de  construire  ce  point  de  contact. 

L'accélération  z"  d'un  point  quelconque  est  détermi- 
née par  l'équation 

Elle  s'annule  pour  le  point  J  dont  l'affixe  l^y  vérifie  l'é- 
quation 

(i3)  «'-t- i'Cy  =  o. 

La  valeur  correspondante  zj  de  z  est 

,  ,,  ,„        ab' — ba' 

04)  zj=a-*-bKj=  — p — ; 

J  est  le  centre  d'accélération.  Pour  un  autre  point  quel- 
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(9) 
conque,  on  a 

<i5)      «-=  *'(t  -  t/)  =  ^  (*  -  <^)  =  [(6'-(8')'](«  -  .;). 

Il  résulte  de  là  que,  pour  un  uistant  donné,  l'accélé- 
ration d'un  point  quelconque  est  proportionnelle  it  ta 
dislance  r  de  ce  point  au  centre  d'acoéléralion,  et  fait 
avec  la  ligne  joignant  les  deux  points  un  angle  ayant 
pour  tangente  -grrï  *  La  grandeur  de  l'aGcélé ration  est 

rA8')'-t-(6')*- 
L'accélération  peut  aussi  s'exprimer  en  fonction  de  la 
vitesse.  On  a 


(16)  .■=-j,(V-,;)«: 


L'accélération  est  donc  proportionnelle  à  la  vitesse 
relative  du  point  cousidété  par  rap[)ort  au  centre  d'accé- 
lération, cl  fait  avec  clic  tin  angle  constant. 

La  coinliinaison  des  équations  (5),  (j)  et  (i4)  con- 
duit â  ta  suivante 

(-7)  »;=y{»y-*.), 

d'après  laquelle  la  vitesse  de  déplacement  du  centre 
instantané  forme,  avec  la  ligne  joignant  ce  point  au 
centre  d'accélération,  un  angle  égal  à  l'argument  de  tj- 
Le  lieu  des  points  pour  lesquels  l'accélération  est  tan- 
gcntielic  s'obtient  en  écrivant  que  l'accélération  a  même 
direction  que  la  vitesse,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en 
égalant  à  séro  l'argunicnt  de  -;■  On  trouve  ainsi 


î-T  = 
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(  .0) 
Cette  expression  exprime  que  le  segment  xjZc  est  vu 
du  point  z  sous  un  angle  constant  ;  te  lieu  est  donc  une 
circonférence  passant  par  les  points  zj  et  Ze  '•  c'est  la 
circonférence  des  inflexions.  Si  l'on  suppose  que  z  tende 
vers  Ze,  l'argument  de  z  —  £«  a  pour  limite 

arg.(ïc— ay)-t-arg.  -p, 
on  bien 

it  +  arg.(*y-ac)  +  arg.  j;, 

c'est-à-dire,  en  vertu  de  l'équation  (i  i), 

it-+-arg.^i. 

La  circonférence  des  inflexions  a  donc  pour  Ungente,  au 
point  Zc,  la  direction  de  z'^. 

Le  lieu  des  points  pour  lesquels  l'accélération  est  nor- 
male s'obtient  de  même  en  égalant  à  -  l'argument  de  -^■ 
On  trouve  encore  une  circonférence  passant  par  les 
points  Zc,  zy,  et  l'on  consute  que  les  deux  circonférence* 
se  coupent  orthogonalement. 

La  théorie  des  accélérations  d'ordre  quelconque  s'éta- 
blit avec  la  même  facilité.  Bomons^nous  à  dire  que  le 
centre  des  accélérations  d'ordre  n  a  pour  affixe  z„  la 

quantité ^,^5 ,  et  que  l'accélération  d'ordre  n  d'un 

point  z  quelconque  est  égale  à  -t-(z  —  «„). 

Les  résultats  qui  précédent  subsistent  en  grande  partie 
quand  la  figure  considérée  se  déplace  en  changeant  de 
dimensions,  mais  en  restant  semblable  à  elle-même. 
Un  pareil  mouvement  peut  toujours  être  représenté  par 
l'équation  z  =  a+  b%,  avec  cette  seule  modificattOD 
que  le  module  de  6  devient  différent  de  l'unité. 

En  efiet,  on  voit  d'abord  que,  si  z  et  !^  sont  les  affixes 


1.;.  Google 


(  '■) 

de  deux  points  difierents  d'un  même  plan,  le  lieu  du 
pointz  est  semblable  à  celui  du  point  !^,  car  la  multipli- 
cation de  ^  par  b  revient  »  faire  varier  dans  un  rapport 
donné  le  rayon  vecteur  issu  de  l'origine  et  à  faire  tourner 
ce  rayon  d'un  angle  donné,  puis  l'addition  de  a  imprime 
à  la  figure  un  simple  mouvement  de  translation.  On  voit 
en  outre  que  toute  figure  semblable  à  la  figure  (Ç)  peut 
être  représentée  par  l'équation  précédente,  car  on  peut 
choisir  a  et  £  de  telle  façon  qu'à  deuxpoinU  '^^  et  Ça  de 
la  figure  initiale  correspondent  deux  poinu  arbitraire- 
ment choisis  z,  et  z^  de  la  seconde  figure.  L'équation 
z  =  a-^-h^  est  donc  apte  à  représenter  dans  le  plan 
toutes  les  figures  semblables  à  une  figure  donnée,  et  i) 
suffit  défaire  varier  a  et  6  en  fonction  du  temps,  en 
laissant  Ç  indépendant  du  temps,  pour  représenter  tous 
les  mouvements  possibles  d'une  figure  assujettie  à  rester 
semblable  à  elle-même. 

Cela  posé,  il  y  a  encore  un  centre  de  vitesse,  défini 

par  l'équation  Zc— -r, >  et  la  vitesse  d'un  point 

quelconque  z,  proportionnelle  à  sa  distance  au  centre^ 
fait  avec  le  rayon  vecteur  issu  du  centre  un  angle  égal  à 
l'argument  de  -r-  Il  y  a  également  un  centre  d'accéléra- 
tion, une  circonférence  des  inflexions,  une  circonférence 
des  accélérations  normales,  etc. 

Voici  maintenant  quelques  exemples  de  problèmes 
faciles  à  traiter  par  l'emploi  des  variables  imaginaires. 
IVous  nous  bornerons,  pour  simplifier,  au  cas  d'une 
figure  de  grandeur  invariable. 

j .  Trouver  les  déplacements  dans  lesquels  le  mouve- 
ment de  J  est  semblable  à  celui  de  C. 

En  plaçant  convenablement  l'origine  et  appelant  m 


1.;.  Google 


e  cODsUnte,  réelle  on  imaginaire,  ou  doit  avoir 


En  intégrant  et  appelaut  K  une  nouvelle  constante,  il 
vient 

«6'— 6a'=K{6')", 
ou  bien 

«^=  Kl  *')"*-'■ 
En  faisant  an  besoin  tourner  l'axe  des  x  et  choisissant 
convenablement  l'unïtc  do  temps,  on  peut  rendre  la 
constante  K  égale  àl'unité.  L*équation  Ze^  (i')™"*  fait 
alors  connaitru  la  base  du  roulement.  La  courbe  l'ou- 
laute  est  donnée  par  les  deux  équations 

d'où,  en  éliminant  a, 
et  par  suite 


Zc=im 


L'argamcnt  de  b  reslo  aibUraire.  Si  l'on  appelle  u  la 
vitesse  de  lotatïon,  cet  argument  est  égal  à  tut.  Le  mo- 
dule de  h'  est  égal  à  u,  et  comme  on  a  les  relations 

on  arrive  à  celle  conséquence  : 

La  vitesse  de  rotation  est  proporlionnelh  à  la  racine 
(m  —  i)'*»»  de  la  distança  des  dinix  centres  i  «t  C. 

Dans  le  cas  où  la  vitesse  de  rotation  est  constanle,  la 
valeur  de  X,c  peut  être  intégrée  complètement,  et  l'on 
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trouve 

on  a  d'ailleurs 

Partant  de  là,  soient  p  la  partie  réelle  et  iq  la  partie 
imaginaire  de  m,  et  aoient  A,  B  deux  constantes  qui 
dépendent  de  p,  q,  u.  Un  calcul  sans  dilïiculté  conduit, 
pour  la  courbe  roulante  et  pour  la  base  du  roulement, 
rapportées,  chacune  dans  le  plan  qui  lui  est  lié,  à  des 
coordonnées  polaires,  aux  deux  équations 


Le  mouvement  est  donc  produit  par  le  roulement 
d'une  spirale  logarithmique  sur  une  autre.  Les  deux 
courbes  ne  peuvent  devenir  égales  que  si  tf  est  nul,  mais 
alors  elles  se  réduisent  à  deux  circouférenccs. 

Le  cas  où  les  di!ux  centres  coïncident  rentre  dans  le 
précédent,  en  faisant  ni=  i.  On  voit  iinmédiatcment 
que  Zf  est  alors  constant,  ainsi  que  Ztl  le  mouvement 
consiste  dans  une  simple  rotation  autour  d'un  point 
fixe. 

Si  l'on  veut  simplement  que  le  centre  d'accélération 
reste  fixe,  on  peut  lu  prendre  pour  origine,  ce  qui  re- 
vient à  faire  m  ^  o,  et  l'on  trouve 


Dans  ce  cas,  la  vitesse  de  rotation  est  inversement  pro- 
portionnelle à  la  distance  des  deux  centres.  En  outre, 
si  0  désigne  l'argument  de  A  et  «  celui  de  z^,  la  somme 
6  +  0  est  constante,  et  la  valeur  de  V+f'  est  nulle. 
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Par  suite,  le  rayon  vecteur  JC  tourne  en  sens  inverse  du 
système  mobile,  avec  une  vitesse  angulaire  égale  en  va- 
leur absolue.  Quand  cette  vitesse  angulaire  iù  est  con- 
stante, le  pointC  décrit  autour  du  point  J  un  cercle  ayant 
pour  rayon  —  •  D'autre  part,  on  a  pour  Çc  l'expression 


ce  qui  représente  une  circonférence  ayant  pour  rayon 
—  Le  mouvement  est  donc  celui  d'une  circonférence 
roulant  sur  une  circonférence  de  rayon  double.  Il  est 
clair  qu'il  s'agît  ici  d'un  roulement  intérieur. 

%  Trouver  les  déplacements  tels  que  ta  ligne  JC 
conférée  une  grandeur  et  une  direction  constantes. 

On  doit  alors  poser  Zj —  Zg^  K.,  ou  bien,  en  tenant 

compte  de  l'équation  (17},  p^^  ^  K.  En  intégrant,  il 

vient 

»c=  Klogi'+K,. 

La  constante  d'intégration  K|  peut  être  annulée  par  un 
changement  d'origine.  La  constante  K  peut,  comme  pré- 
cédemment, être  rendue  égale  à  l'unité.  Nous  écrirons 
donc  Zc^  KlogC:  c'est  l'équation  de  la  base  du  roule- 
ment. 

Remplaçant  z^  par  sa  valeur  (5),  nous  avons 

^^-  =logA, 

d'où,  par  une  nouvelle  intégration. 
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et,  par  suite, 

On  dÀluit  de  là  la  râleur  de  %e 

équation  qui  détermine  la  courbe  roulante. 
Quand  ou  suppose  la  rotation  uniforme,  on  a 

»(=log(iu)+(iùi 
et 

La  base  est  alors  une  ligne  droite,  et  la  courbe  roulante 
devient  une  circonférence. 

3.  Trouver  les  déplacements  tels  que  le  centre  d'ac~ 
céléralion  se  meuve  suiyant  une  loi  donnée. 

zj  est  ici  une  fonction  connue  du  temps.  Pour  déter- 
miner Zcy  on  se  servira  de  la  formule  (17),  qui  donne, 
par  une  intégration  facile, 

3ï=  ^  i  b'ijdt. 
On  a  ensuite 

ab' —  60'=  b'  Bf, 
d'où 

i-p^^'-m '■■'■'•■• 

puis 

«■  =  -  vj%Jv.,dt  -  Ifi-.jdl, 

l'allument  de  b  reste  arbitraire. 

Supposons,  par  exemple,  que  zj  soit  un  polynAme  en 
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t,  F(t),  auquel  cas  J  décrit  une  courbe  UQÎeursale,  «t 
que  de  plus  la  vitesse  angulaire  w  de  rotation  soit  con- 
stanie.  Pfous  pouvons  écrire 

fb'sjdt  =  —  to*  re''"'F(()t'' =  —  "*«'"' 9(')i 

f  (t)  désignant  un  autre  polynôme. 
Alors 

1^  =  —  u>*  re-'-"'j{t)dl-\-iiùe-i<»''B(l}=  «-'"'iKt) 

<]i(£)  étant  UD  troisième  pol^ômc  dout  ^t  et  ^g  sont 
respectivement  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire. 
Dans  le  plan  âxe,  le  point  C  décrit,  comme  le  point  J, 
une  courbe  unicursale.  La  courbe  mobile  est  représentée, 
en  coordonnées  cartésiennes  dans  le  plan  mobile,  par 
les  équations 

i  =  ^,(l)CMiat-i-^t{t)  liant. 

En  particulier,  si  l'on  prend 

le  point  J  décrit  une  parabole.  Le  poljndme  f(t)  est 
lié  à  F(t)  par  la  relation  générale 

qui  devient  ici 

9'(I)-t-  i'o)ç(()  =  —  iiuïH , 

et  l'on  aperçoit  immédiatement  la  solution 
iwf 
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De  même,  le  polynàme  ^{t)  est  lié  i  f(t)  par  la  rela- 
tion générale 

qui  se  réduit  à 

d'où  U  solution 

4.(0=1 -!-«<»(. 

Dana  ces  conditions,  ta  base  du  roulement  a  pouréqua- 
tion 


c'est  l'axe  de  la  parabole  parcouru  par  le  poiut  C  avec 
un  mouvement  unirormément  accéléré. 

La  courbe  roulante  est  déterminée  par  les  deux  équa- 
tions 

£  =COSlDH-(.>isiDMl/. 

c'est  une  développante  de  cercle.  Le  rayon  de  celui-ci 
est  égal  à  l'unité,  c'est-à-dire  au  paramètre  de  la  para- 
bole. On  parvient  ainsi  à  la  proposition  suivante,  dont 
la  vérification  directe  est  bien  facile  : 

Étant  donnée  une  parabole,  si  L'on  fait  rouler  sur 
son  axe  avec  une  vitesse  angulaire  constante  la  dévelop- 
pante d'un  cercle  ayant  un  rayon  égal  au  paramètre 
de  la  parabole,  le  point  de  contact,  parti  du  sommet 
avec  une  vitesse  nulle,  parcourt  l'axe  d'an  mouvement 
uniformément  accéléré,  et  le  centre  d'accélération, 
toujours  situé  sur  l'ordonnée  du  point  de  contact,  dé- 
crit la  parabole. 


I.  de  Mathémat., 
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lïOTB  SIR  LES  SURFACES  DE  RÉYOLUTIOK  APPLICABLES  SIR 
UNE  SURFACE  DE  RÉVOLUTION  DONNÉE,  ET  PLUS  GÉNÉRALB- 
iBNT  SUR  LES  SURFACES  DONT  LES  LIGNES  DE  COURBURE 
D'UNE  PANILLS  SONT  SITUÉES  DANS  DES  PLANS  PARALLÈLES 
ET  Olil  SONT  APPLICARLES  SUR  UNE  SURFACE  DE  MÉMI 
NATURE; 

Par  m.  a.  ADAM, 

tDgénieur,  «Dcien  i\èvt  de  l'École  île»  Ponti  et  Chauiiéu, 

Docteur  es  Scieoees. 


On  sait  trouver  lus  surfaces  de  révotution  applicables 
sur  uue  surface  de  révolution  donnée,  mais  nous  ne 
croyons  pas  qu'on  ait  fait  sur  ces  surfaces  la  remarque 
suivante  : 

Quand  on  déforme  une  surface  de  révolution  en  lui 
conservant  son  caractère,  Informe  que  prend  le  méri- 
dien est  indépendante  de  sa  distance  à  l'axe  de  révo- 
lution. 

Cette  remarque  ressort  très  simpk-ment  des  équations 
des  surfaces  di;  révolution  applicables  sur  une  surface 
de  révolution  donnée. 

En  clfct,  les  équations  de  toute  surface  de  révolution 
peuvent  s'écrire,  en  employant  les  coordonnées  curvi- 
lignes u  et  c  de  Gauss, 

«  =  U  coïf, 


=//r 


U  étaut  une  certaine  fonction  de 
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L'axe  (les  z  est  alors  l'axe  de  révolution  de  la  surface 
et  les  HgDGs  ii  =  const.  et  ^  =  coust.  reprësenteat  rea- 
peclivement  tes  parallèles  et  les  méridiens. 

Les  équations  des  surfaces  de  révolution  applicables 
sur  la  proposée  sont,  d'autre  part, 


'P~' 


a  étant  une  constante  arbitraire. 
Les  équations 


-/vTTtPi 


de  la  méridienne  primitive  deYÎennent  donc 

(  r=aV, 

(0 


.=//r 


■  a'U'^du, 


pour  la  méridienne  déformée. 

Changeons  d'une  quantité  b  la  distance  de  la  méri- 
dienne primitive  à  l'axe  de  révolution,  c'est-à-dire  rem- 
plaçons dans  les  équations  ci-dessus  U  par  11  +  ^;  les 
équations  (i)  de  la  méridienne  déformée  deviendront 


<a) 


-f^ 


ttl'on  voit  que  cette  méridienne  (s)  n'est  autre  chose 
que  la  méridienne  {i)dont  la  distance  à  l'axe  de  révoln- 
tion  aurait  varié  de  la  quantité  ai. 

Comme  exemple,  considérons  une  sphère  de  rayon  /' 
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«l  un  tore  âoiit  le  méridien  soit  un  cercle  de  rayon  égal 
aussi  k  r  : 

Si  l'on  déforme  le  tore  et  la  sphère  de  manière  que 
ces  surfaces  demeurent  de  révolution,  les  méridiens 
successifs  de  la  première  surface  sont  les  méridiens 
successifs  de  la  seconde. 

La  remarque  <{ue  nous  venons  de  faire  est  susceptible 
de  généralisation  en  considérant  les  surfaces  dont  toutes 
]es  lignes  de  courbure  d'une  famille  soQttlans  des  plan* 
parallèles. 

Mouge,  qui  a  découvert  ces  surfaces,  les  définit  de  la 
manière  suivante  dans  son  application  de  t'analyse  à 
la  Géométrie  : 

Si,  sur  un  cylindre  à  hase  quelonque,  on  pousse  une 
moulure  d'un  profil  quelconque,  mais  constant,  per- 
pendiculairement à  la  génératrice,  la  surjace  de  cette 
moulure  sera  la  surface  demandée. 

On  peut  aussi  les  regarder  comme  engendrées  par  une 
courbe  plane  quelconque  dont  le  plan  roule  sur  un  cy- 
lindre (|u«lconque. 

Avec  les  variables  u  et  fde  Gauss,  les  équations  de 
ces  surfaces  peuvent  s'écrire 

/  37  =  llcoïr-!-V, 
,,.  \  >■  =  Usini'-f.  Vi, 


..// 


U  désignant  une  fonction  de  u,  et  V,  V,  deux  fonctions 
de  V  assujetties  à  la  condition 

(4)  V  +  V,isngP  =  o. 

En  ellet,  toute  courbe  y^  con^t.  de  la  surface  (3)  est 
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située  dans  un  plan 


(a.  ) 


-  V  _y~Vi 


parallèle  à  oz,  dont  ta  trace  AB  sur  le  plau  xojr  fait  avec 
ox  l'angle  v  et  passe  par  le  point  o,  ayant  pour  coordon- 
nées x=:V,y=V,.  Ce  point  o,  décrit  dans  le  plan  «oy 


une  courbe  F  quelconque,  à  laquelle,  en  vertu  de  la  rela- 
tion (4)i  1&  droite  AB  demeure  normale;  par  suite,  AB 
roule  sur  une  courbe  F,,  quand  o,  décrit  la  courbe  F. 

On   reconnaît   d'ailleurs   sans   peine  que  la  courbe 
f  :=const.  a  pour  équations,  dans  son  plan  œ,o,z,. 


[  X,  =  U, 


=/^7^ 


du; 


cette  courbe  f  est  donc  invariable  et  fixe  par  rapport 
aux  axes  u,X| ,  o,r., , 

11  résulte  bien  de  tout  cela  : 

i"  Que  le  pian  du  Y  roule  sur  un  cylindre  Ci  paral- 
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lèle  à  oz  et  de  base  quelconque  F)  pendant  la  gén^ralion 
de  la  surface; 

2°  Que  la  surface  est  aussi  une  moulure  de  profil  con- 
stant 1'  poussée  sur  un  cylindre  C  parallèle  à  oz  et  de 
base  quelconque  F. 

Cela  posé,  admettons  qu'on  puisse  déformer  ta  surface 
considérée  de  façon  qu'en  lui  conservant  son  caractère, 
les  courbes  c^const.  continuentd'èlre  les  génératrices. 

Pour  avoir  les  équations  de  la  nouvelle  surface,  il 
faudra,  dans  (3)  et  (4),  remplacer  U(u),  V(i'),  V,(t.) 
par  certaines  fonctions  Ui(ui),  T(f,),  T,(v,)\  u,  et  C|, 
qui  doivent  rester  constants  respectivement  avec  h  et  f, 
étant  certaines  fonctions  u,  ^f{u),  v,  ^  fiy)- 

-Le  ds'  de  la  surface  (3),  qui  avait  pour  expression, 
en  vertu  de  la  condition  (4), 

<ii>=  rfM'+  (v ^y  rff», 

deviendra  donc 

Identifiant  ces  deux  dt*,  il  vient 

/■(«)  =  !        d'où        «,=  «, 
et 

Cette  dernière  équation,  difiërentiée  par  rapport  à  u, 
donne 

U'=U',f{p), 

U',  I 

(p(<.)^i.,=  -         et         U,  =  aU  +  6. 
Les  équations  (4)  et  (6)  donnent  enfin  pour  T  et  T| 
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T 

-/-; 

jT^<fc  — ico»^, 

T, 

/- 

^''^-**-5- 

U.  équation, 

de  la  surface  dëforniéu  sont 

donc 

37  = 

■-aVcos 

=^/"--. 

y  = 

«Usin* 

/"v,  co.  - 

=//i 


Par  suite,  les  équations  (5)  de  la  génératrice  primi- 
tive f  deviennent,  après  la  déformation, 

*,=   /  /i  —  a'Li''«fo; 
ce  qui  siguilie  que  : 

La  génératrice  primitive  s'est  déformée  de  la  mémo 
façon  que  si  elle  eiit  été  le  méridien  d'une  surface  de 
révolution  d'axe  parallèle  à  os,  et  cela  quelle  que  soit 
la  directrice  F. 

Par  exemple  : 

Si  l'on  prend  une  surface  canal  de  rayon  r,  dont 
l'axe  soit  une  courbe  plane  quelconque,  et  si  on  la  dé- 
forme comme  il  est  dit  plus  haut,  ses  génératrices  suc- 
cessives seront  des  courbes  égales  aux  méridiens  des 
surfaces  de  révolution  applicables  sur  une  sphère  de 
rayon  r. 
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FOMILE  BE8  MFBRRNCBS  ET  FdRHULB  W  TAYLOR; 

Par  m.  E.  CARVALLO, 
EiimiDaieur  d'admiuioD  i  l'École  Poljtccb nique. 

I.  Formule  des  différences.  —  Je  considère  la  fonc- 
tion u  :=f[x),  et  je  donne  à  la  variable  x  les  valeurs 
équidistantes  j^,  ^  + Ax,  x+  aAx,  ...,  x  +  n  Ax.  On 
a,  pour  les  valeurs  de  la  fonction  et  ses  diirérences  suc- 
cessives, le  tableau 

Ug  AUg  A'Ug        ...        APU«        ... 

ui        &ut       A*U|     ...     Aj,ui 
Ut        Au)      A<U)     


JLa  formule  que  je  veux  signaler  donne  u„  en  fonction 
des  nombres  de  la  première  ligne,  jusqu'à  la  colonne 
des  Ap  et  des  nombres  de  cette  colonne  des  Up.  C'est 

H,  =  «g-f-  CJiw4-i-  Ci 4»  «»-t-. .  .-V-  c;-'  i^-<  Me+  Qp, 
avec 

Qp=CSlJl''Uo+C5liAPK,-t....+  CJlî4^u,,_p. 

Pour  /7  ^  I ,  on  doit  ta  remplacer  par  la  formule  évi- 
dente 
(i)     Un—  Ut-\-  Auo+ Aut4-  4ut-t-..  .-F  Au,_i  =  !(«+  Q|. 

Pour  passer  de  />  ^  i  à  />  ^  a,  je  maltîplie  les  deux 
membres  de  l'égalité  (i)  par  A,  ce  qui  revient  à  avancer 
d'une  colonne  vers  la  droite  dans  le  tableau  des  dïlFé- 
reiices;  dans  la  formule  obtenue,  je  remplace  n  succes- 
sivement par  les  uombreso,  i,  a,  . .  .,n  —  i  et  J'ajoute; 
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j'obtiens 

Ql=C»i«,+  CA_,i'Ue+Cl„,i>Ui  +  ...H-Ci4iu,_„ 

et,  en  portant  cette  valeur  de  Q,  dans  l'égalité  (i), 

!«„=  Ilj+CiÛMo-l-Qi, 
avec 
Qt=Cl^A*«o+Ci_,4'U|  +  ...+  Gj4»u,_,. 
De  même  pour  évaluer  Qa  au  moyen  de  A^Ug  et  des 
différences  troisièmes,  je  multiplie  les  deux  membres 
de  la  formule  (i)  par  A*  et  je  remplace  successivement 
n  par  o,  i,  3, . . . ,  n  —  2.  Pour  avoir  Qi,  il  suffit  de 
mnltiplier  les  deux  membres  des  égalités  obtenues  res- 
pectivement par  Ci_, ,  C;l_,, . . . ,  C|  et  d'ajouter.  On 
trouve  ainsi 

Q,=  CÎA»u,+  C;_,A'u,-t-CJ_,4»M,  +  ...-(-CÎ4»«»-„ 
et,  en  portant  celte  valeur  de  Qi  dans  l'égalité  (a), 

/  «K=u«+ C,ilu«-4-C2&*ut+Qi, 
,=>        ..ec 

(  Q,=  C'_,A'M,-t-C3_,4»M|  +  ...+  GlA'M,_,. 
Par  la  même  méthode,  on  passe  d'une  valeur  de  />  à 
la  suivante.  On  a  donc  bien  la  formule  a 


II.  formule  de  Tajrlor.  —  Je  pose 

et,  pouraimplifier  l'écriture,  je  considère  la  formule  (3) 
qui  correspond  à  />  ^  3.  Elle  peut  s'écrire 

Î'I     '  ..ec 
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Je  fais   maintenant  tendre   àx   vers  o,  en  laissant 

Gxe  le  produit  n\x^  h,  et  je  suppose  que  les  rapports 

&Uo      i.*Ut  II--  ■      ]'   ■  àUt  rtr    \ 

-r-i  -7— j  ont  des  limites  que  je  désigne  par  -^  =_/  (x), 
^  ~f{x)  (').  De  la  formule  (3')  elle-même,  résulte 

que  Qj  a  aussi  une  limite  et  que  l'on  a,  en  désignant 
cette  limite  par  Rj, 

/(«:+ A)  =/(*)+ ^/'(r)+^/'(;p)  +  R.: 

c'est  la  Torraule  de  Taylor. 

L'expression  de  Qj  dans  la  formule  (3')  fournit  intui- 
tivement les  diverses  formes  qu'on  peut  donner  au  reste. 

a.  On  peut  regarder  les  diverses  valeurs  de  -j-j 
comme  afl'ectécs  des  poids  CjJ_,,  C'_j,  . . .,  CJ  dont  la 
somme  est  C*.  On  peut  alors  écrire 

G«     ^°  -I-  G»     ^^+       M-  C>  '^'"'-' 
Q.  =  GX\x^ ^^ ^^ ^=- 


Si  l'on  fait  tendre  ùtx  vers  o,  on  sait  que  Qi  a  une 
limite  Kj,  cette  formule  montre  alors  que  nioy  -^-^  a 
une  limite,  et  cela  sans  faire  aucune  hypothèse  sur 
l'existence  même  de  la  dérivée  troisième.  En  désignant 
cette  limite  par  1  -^j  1    ,  on  a 


A'     !<Pu\ 


m  Aizitit»  de« 
lit  que  plus  intuitire. 
Il  CD  rësulterail  avec  évidence  U  formule  --t—  —  -j—  -j-  u. 
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Cette  formule  peut  remplacer  ia  formule  de  Lagraoge 

R.=  |-^/-(^  +  eA), 

(]uî  est  équivalente  à  la  précédente  dans  les  conditions 
bien  conoues  où  oo  a  l'habitude  d'établir  la  formule  de 
Taylor  par  la  méthode  de  M.  Rouché;  dans  ces  condi- 
tions, il  serait  sans  doute  malaisé  de  transformer  direc- 
tement la  première  formule  dans  la  deuxième.  La  trans- 
formation devient  facile  si  l'on  suppose  qu'à  chaque 
nombre  c  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  v)  tel 
que  l'on  ait 

^— j  —  -^    <»,     toutes  les  fois  que    |  4j:|<)j, 

et  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  j:  +  ^  comprises 
entre  X  etx  + A.  Jene  m'arrêterai  pas  sur  ces  diflScultés 
dont  l'étude  est  très  loin  du  but  que  je  me  propose  ici. 

b.  Je  considère  un  terme  quelconque  de  Qj  dans  la 
formule  (3'),  savoir 
K  -  C3_^,  .^^=  („-t-,)(»-t-a)  ^  V^ 

Je  remplace  n  par  sa  valeur  ~;  K  prend  la  forme 
K=  ^[A-(*-i-,)A*][/i-{*-.-,)A*].i*^. 
Enfin  je  pose 

j'obtiens 

et  par  suite,  en  faisant  tendre  &z  :=  Ax  vers  o, 

(A)  R,=  -A-   1^      (x  +  fc  — --)'/-(.)  rf=. 
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c.  Si  l'on  imagine  le  tableau  des  dilTéreuces  prolongé 
vers  la  gauche,  en  mettant  des  zéros  sur  toute  la  pre- 
mière ligne,  OD  aura,  en  multipliant  par  A~*  les  deux 
membres  de  la  formule  (3), 

4-'u„=  Cî_,Ko+CÎ_,Ki-t-...-(-Cian_i. 
On  a  de  même 

d'où  l'on  tire 

j^-  =  U(4jf  H-  u,  la;  +..  .  +  Mn-|i*. 

Je  fais  tendre  Ax  vers  o  et  je  suppose  que  le  second 
membre  ait  une  limite  que  je  désigne  par 


=r^ 


on  aura 


Comme  on  a,  d'autre  part, 


Aj^'        &x    ix    Lx 


on  en  conclut,  en  supposant  que  chaque  opération  - 
conduise  à  une  limite, 

rf»  _  rf^;  rf^  rf^! 
dï'        dx    dx    dx 

D'après  cela,  l'expression  de  Q»  prend  la  forme 

4ar-i  \^    43-1    }  '^  \x    ix    ix      i^r"    ' 
et  conduit  n  la  valeur  limite 

(ri  R,=   f       ds   f  dz    f  /•'(s)d9. 
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III.  Bemarques.  —  En  combinant  les  deux  dernières 
méthodes  de  toutes  les  façons  possibles,  on  obtiendra 
p  expressions  du  reste  R^,  le  nombre  des  intégrations 
«tant  respectivement  i,  a,  . . .,  ^.  La  première  fournit 
facilement  l'expression  de  Lagrange  et  la  dernière  celle 
de  Cauchj.  Enfin  on  retrouve  la  formule  de  Tajlor  en 
partant  des  expressions  mêmes  du  reste,  pour  la  pre- 
mière {b)  en  intégrant  par  parties,  pour  la  dernière  (c) 
en  effectuant  les  ïntégratious  successives. 

Je  pense  avoir  suffisamment  montré  quels  avantages 
l'enseignement  pourrait  tirer  d'une  métlicMle  d'exposi- 
tion où  les  principes  du  Calcul  différentiel  et  intégral 
seraient  basés  sur  le  calcul  des  différences.  Celui-ci, 
s'occupant  des  quantités  Soies,  est  pratique  et  appartient 
à  l'Algèbre  élémentaire;  celui-là,  s'occupant  des  limites, 
rentre  dans  l'Analyse.  Mais  le  lien  est  bien  évident,  le 
Calcul  différentiel  et  intégral  est  en  quelque  sorte  la 
limite  du  calcul  des  différences.  11  serait  peut-être  bon 
de  mettre  ce  fait  en  évidence,  au  moins  dans  une  pre- 
mière exposition.  On  a  vu  combien  les  définitions  arri- 
vent intuitivement.  La  démonstration  que  j'ai  exposée 
de  la  formule  de  Taylor  met  bien  en  évidence  son  carac- 
tère de  simple  identité. 


INTERSECTION  BTNE  DROITE  AVEC  UN  HYPERROLOIBR 
RE  RÉVOLUTION; 

P*ii  M.  S.  RAVIER, 
Élère   du  lycée   Condorcet. 


Premier  cas.  —  La  projeclion  de  la  droite  sui'  le 
plan  du  cercle  de  gorge  rencontre  ce  cercle. 

Soit  (o,  o')  (fig-    i)  le  centre  du  cercle  dégorge,  et 
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(D,  W)  la  droite.  Menons,  par  la  verticale  o,  un  plan 
arbitraire  oA.  (dans  la  figure  il  est  de  front,  mais  cela 
n'est  pas  nécessaire). 

Ce  plan  oA  coupe  l'hyperboloïde  suivant  une  hyper- 
bole ayant  pour  sommets  b  et  c,  et  dont  l'angle  des 
asymptotes  est  l'angle  au  sommet  du  cane  asymptote  de 
l'hyperboloïde. 


Cette  hyperbole,  et  l'hyperbole  de  section  de  l'hyper- 
boloïde par  le  plan  vertical  D,  déterminent  deux  cônes. 
On  a  construit  le  sommet  (j,  «')  de  l'un  d'eux. 

Nous  sommes  amenés  à  trouver  l'intersection  de  la 
droite  (D,  ly)  avec  le  cône  correspondant. 

Projetons,  de  (j,f'),  la  droite  (0,D')  sur  le  pi  an  vertical 
43  A,  puis  rabattons  ce  plan  autour  de  l'horizontale  oA 
sur  le  plan  du  cercle  de  gorge  [sur  la  ligure,  les  deux 
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points  de  D  pour  lesquels  on  a  effectué  ce  rabattement 
sont  :  1°  le  point  de  rencontre  {/,/'}  de  (|D,  IV)  avec  le 
plan  vertical  o  A  ;  il  se  rabat  en/,  telque^^,  =  f/';  a'  le 
point  à  l'infini  de  (D,  IV)  qui  donne  la  direction  /g'cla 
rabattement /)  A",]. 

Nous  sommes  amenés  à  chercber  les  points  de  ren- 
contre d'une  droite  ^lAt  et  d'une  byperbole  dont  on 
connaît  les  sommets  b,  c  et  l'angle  des  asymptotes. 

Pour  cela,  on  remarque  que  le  cercle  de  gorge  et 
l'hyperbole  sont  bomologiques,  b  étant  le  centre  d'bo- 
mologie,  et  la  tangente  en  c  l'axe.  D'ailleurs,  pour  avoir 
deux  points  homologues,  il  suffit  de  mener  par  b  une 
parallèle  à  l'une  des  asymptotes  (dans  la  figure,  elle  est 
parallèle  à  l'une  des  génératrices  de  contour  apparent  du 
cône  asymptote;  quelle  quesoît,du  reste,  la  disposition  de 
l'épure,  elle  fait  avec  bc  un  angle  connu  ).  Le  second  point 
de  rencontre  Qi  de  cette  droite  avec  le  cercle  de  gorge,  et  le 
point  a  l'infini  sur  elle,  B^,  sont  homologues.  Alors  on 
applique  une  construction  connue  pour  obtenir  l'homo- 
logue Ikt  de  la  àvo'ileftlkt.  On  prend  les  points  de  ren- 
contre pi,  (]i  de  /A',  avec  te  cercle  de  gorge.  On  construit 
leurs  homologues  j?i,^i  sur  J,lk,y  on  relève  ces  homolo- 
gues sur(D,  D');  {p,ff}  et  (y,  f')sont  les  points  de  ren- 
contre cherchés. 

Remarquons  qu'aucune  des  constructions  que  nous 
avons  ellectuées  n'était  nécessaire,  et  qu'on  pourra  tou- 
jours les  modifier  de  manière  à  les  amener  dans  les 
limites  de  l'épure.  Remarquons  aussi  que  nous  n'avons  eu 
besoin  de  tracer  aucun  cercle  autre  que  le  cercle  de  gorge. 

Sbcond  eus.  —  La  projection  de  la  droife  sur  le  plan 
du  cercle  de  gorge  ne  rencontre  pas  ce  cercle. 

Coupons  l'byperboloïde  par  le  plan  vertical  D  (Jlg.  2). 
La  section  est  une  hyperbole  le  long  de  lacjnelle  cstcir- 
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couscrit  à  la  surface  un  cône  K  ayant  poar  sommet  x  le 
pôle  de  D  par  rapport  au  cercle  de  gorge. 

C«  cdne  coupe  le  cjlindre  vertical  ayant  pour  base  le 
cercle  de  gorge  suivant  deux  courbes  planes. 

Pour  obtenir  le  plau  de  l'une  de  ces  courbes  plnnes, 


considérons  le  plan  vertical  se  perpendiculaire  à  os. 
Il  coupe  le  c6ne  suivant  deux  droites  dont  l'angle  avec 
le  plan  du  cercle  de  gorge  est  le  même  que  celui  des 
génératrices  de  l'hyperboloïde  avec  ce  même  plan,  c'est- 
à-dire  eo'd. 

On  en  déduit  queisiTonconstruit  le  triangle  rectangle 
ayant  pour  angle  aigu  eo'd  et  pour  côté  de  l'angle  droit 
a'd  =  se,  ed  est  la  hauteur  du  point  de  rencontre  du  cAne 
K  avec  la  verticale  c  au-dessus  du  plan  du  cercle  de  goi^e, 
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Portons  de  en  fj,  sur  se,  DaP,  sera,  dans  le  système 
J^y,  le  plan  de  l'une  des  courbes  planes  communes  au 
lone  et  au  cylindre. 

Ou  peut  alors  regarder  le  eône  K  comme  déâni  par 
une  couiijue  située  dans  le  plan  DaP,  et  ayant  comme 
projection  sur  le  plan  horîzoutal  le  cercle  de  gorge.  On 
chercliera  les  points  d'intersection  de  la  droite  (D,  IK) 
avec  le  cône  ainsi  défini. 

Les  constructions  se  continuent  sans  difficulté  par  (a 
méthode  Iiabiiuelle. 

Remarque.  —  Les  deux  méthodes  exposées  s'appli- 
quent, avec  des  modiGcalions  de  détail  qu'il  est  facile  de 
voir,  à  un  hyperboloïde  non  de  révolution. 


SOLUTION  DB  L'EPURE  SB  GÉOMÉTRIE  BESCRIPTIVB 

DONNÉE  A  L'ÉCOLE  CENTRALE  EN  1890  (1"  SESSION)  ('); 

Par  F.  J.  M. 


Intersection  de  deux  cônes.  Les  bases  sont  des  cercles 
dont  les  plans  sont  perpendiculaires  à  la  droite  {ah,  a'I/) 
qui  joint  les  centres.  On  donne  la  position  des  centres 
par  leur  cote  et  leur  éloignement. 

On  prend  les  diamètres  horizontaux  des  cercles  de 
base,  on  joint  les  extrémités  de  ces  diamètres  voisines 
du  côté  gauche  du  cadre  et  l'on  prend  sur  cette  droite 
un  point  de  cote  donnée  :  ce  sera  le  sommet  du  cône  de 
base  (a,  a').  De  même  à  droite  pour  le  sommet  de 
l'autre  cône. 
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Représenter  l'ensemble  des  deux  cônes,  limités 
chacun  à  son  sommet  et  à  sa  base. 

Les  données  se  placent  facilement,  [juïsqu'oD  saitque 
le  diamètre  horizontal  AE  a  sa  projection  horizontale  ae 
perpendiculaire  à  ab- 

Le  point  C  de  la  frontale  AC  du  plan  du  cercle  A  permet 
de  trouver,  par  un  rabattement,  uu  point  quelcQntfue  M 
de  la  base  du  c6ne  S  et  la  tangente  en  ce  point.  Pour 
trouver  tout  ce  qui  est  demandé  dans  le  resiani  de  l'énoncé, 
nous  allons,  suivant  la  méthode  générale,  couper  les  deux 
cônes  par  des  plans  passant  par  la  droite  des  sommets. 

Remarquons  d'abord  que  les  droites  TF  et  SE  étant 
parallèles,  les  points  a-,  n'  et  t,  t*  sont  ceux  où  ST  ren- 
contre les  plans  des  hases  des  cônes.  Considérons  donc 
le  plan  auxiliaire  dont  la  trace  sur  le  plan  de  hase  du 
cône  S  est  la  droite  vm.  Les  plans  des  hases  des  deux 
cônes  étant  parallèles,  menons  les  droites  tv,  ■zn,  vn  res- 
pectivement parallèles  aux  droites  T^l.,  tm,  {jim. 

Nous  obtenons  eu  n  un  point  quelconque  de  la  hase 
du  second  cône  et  la  tangente  ^n  en  ce  point. 

Les  points  ^  et  A'  des  génératrices  sm  el  tn  sont  ceux 
où  ces  droites  rencontrent  le  plan  de  base  de  l'autre  cône  ; 
et  les  droites  gh  et  1(1  respectivement  parallèles  aux 
droites  nm  et  pn  sont  les  tangentes  en  ces  points. 

Le  point  i  de  rencontre  des  deux  génératrices  est  un 
point  de  l'intersection  ;  et,  en  le  joignant  à  h,  pointcom- 
mun  aux  droites  ^n  ei  gh,  traces  des  plans  tangents  aux 
deux  cônes,  on  a  la  tangente  en  ce  point. 

D'autre  part,  j  considéré  comme  appartenant  au  plan 
de  hase  du  premier  cône,  se  rabat  en  Si  ;  de  sorte  qu'on 
menant  la  tangente  s,  S  on  obtient  suivant  sd  la  généra- 
trice de  contour  apparent  horizontal,  et  y  est  le  point 
où  elle  rencontre  l'intersection. 
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ÉTUBE  GÉOMÉTRIOUB  DES  PROPRIÉTÉS  DES  CONI«UBS 
B'APRÈS  LEUR  DÉFINITION  ('); 

Pab  m.  h.  MALEYX, 


Soient  encore  les  quatre  points  A,  B,  C,  D  (Jig-  3o), 
et  supposons  d'abord  la  tangente  PQ  située  à  distance 
Cnîe;  si  E  est  l'nn  des  points  de  contact  de  la  courbe, 
il  sera  l'un  des  points  doubles  de  l'involution  déterminée 
par  les  couples  de  points  P  et  Q,  R  et  S.  Unissant  un 
point  quelconque,  O,  du  plau  aux  cinq  points  P,  Q,  R, 
S,  E,  le  faisceau  ainsi  formé  sera  en  involutîoQ  oi  OE  en 
sera  un  rayon  double.  Si  PQ  passe  à  l'infini,  les  quatre 
premiers  rayons  deviendront  parallèles  aux  côtés  du  qua- 
drilatère qu'ils  rencontrent  en  P,  Q,  R,  S,  respective- 
Fig,  5o. 


nient,  et  OE  sera  toujours  l'un  des  rayons  doubles  du 
faisceau  déterminé  par  ces  parallèles;  mais,  coromc  OE 
rencontre  la  courbe  en  un  second  point  n  l'infini,  il  est 
parallèle  à  un  des  diamètres  de  la  courbe  et  détermine 
cette  direction  ;  on  est  alors  ramené  au  cas  où  l'on  donne 

(■)  Voir  t.  IX  (,8,jo),  p.5,_fi. 
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cinq  points  dont  l'un  est  à  l'infini  dans  une  direction 
donnée.  Comme  le  faisceau  OPQRS  a  deux  rayons  dou- 
bles, il  y  a  deux  solutions. 

La  tangente  peut  passer  à  l'infini  en  même  temps 
que  l'un  des  points  y  passe  dans  une  direction  donnée. 

L'une  des  tangentes  passant  à  l'infini,  la  courbe  ne 
peut  être  qu'une  parabole;  on  peut  alors  supposer  que  le 
point  et  le  point  de  contact  ont  passé  à  l'inGuî  dans  la 
direction  donnée,  et  l'on  est  ramené  au  cas  où  l'on  donne 
cinq  points  dont  deux  ont  passé  à  l'inGni  dans  la  même 
direction  donnée. 

Il  n'y  a  pas  de  modification  sensible  à  la  construction 
générale,  si  deux  des  quatre  points  passent  à  l'injini 
dans  des  directions  données,  la  tangente  restant  à 
distance  finie. 

3°  Construire  une  conique  dont  on  donne  quatre 
tangentes  et  an  point. 

Théorème  courélatif  de  celvi  de  Desargues.  — 
Soient  AB,  BC,  CD,  DA  les  quatre  tangentes  données, 
E  le  point  donné  (^^.  5 1);  unissons  par  des  lignes  droites 
Fig.  Si. 


le  point  E  aux  quatre  sommets  du  quadrilatère  circon- 
scrit. Si  nous  coupons  la  figure  par  une  transversale 
quelconque  PS,  les  couples  de  points  de  rencontre  de 
cette  droite  avec  les  rayons  EA  et  EC,  EB  et  ED  déter- 
minent une  învolution  dont  font  partie  les  points  de 
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a  de  la  même  droite  avec  les  deux  tangentes 
issues  du  point  E;  mais,  comme  le  point  E  appartient  à 
la  courbe,  les  deux  tangentes  qui  en  sont  issues  se  con- 
fondent, et  leurs  points  communs  avec  PS  se  réduisent  à 
un  qui  est  le  point  double  de  l'învotution  déterminée 
par  P  et  Q,  R  et  S.  On  déterminera  donc  un  de  ces 
points  doubles,  en  l'unissant  au  point  E  par  une  droite; 
on  aura  une  cinquième  tangente  et  l'on  sera  ramené  à 
un  cas  précédent.  Comme  l'involulion  a  deux  points 
doubles,  il  y  a  deux  solniions. 

La  même  construction  s'applique  encore  si  le  point 
E  se  transporte  à  l'infini  dans  une  lUrection  donnée. 
Les  quatre  rayons  EÂ,EB,  EC,  ED,  devenant  parallèles, 
la  courbe  correspondante  peut  être  une  hyperbole  ou 
une  parabole:  dans  le  premier  cas,  la  cinquième  tangente 
sera  une  asymptote;  dans  le  deuxième,  celle  cinquième 
tangente  passe  à  l'inCni;  ta  courbe  sera  une  parabole 
dont  on  connaît  quatre  tangentes  ;  sa  construction  rentre 
dans  un  cas  précédent. 

Si  une  des  tangentes  AD  passe  à  l'injini,  le  point 
E  restant  à  distance  finie,  la  courbe  ne  peut  èti-e 
qu'une  parabole,  la  constructiou  continue  à  s'appliquer, 
deux  des  sommets  A,  D  du  quadrilatère  circonscrit  pas- 
sant à  l'inHui  dans  les  directions  BA,  CI). 

EnCn,  si  une  des  tangentes.  AD  par  exemple, 
passe  à  Vinfini,  et  que  le  point  E  passe  également  à 
l'injini  dans  une  direction  donnée,  la  courbe  ne  peut 
être  qu'une  parabole;  mais  la  construction  ne  s'applique 
plus,  la  cinquième  tangente  qu'elle  détermine  passant 
elle-même  à  l'inilni.  On  peut  alors  traiter  directement  la 
question  qui  se  réduit  à  construire  une  parabole  dont 
on  donne  trois  tangentes  et  la  direction  des  diamètres. 

Soient  AB,  BC,  AC  les  trois  tangentes  (fig.  5a), 
AX,  BX',  CX"  les  parallèles  aux  diamètres  menées  par 
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los  points  A ,  B,  C  ;  prenons  pour  înconimes  les  points  de 
contact. 

La  droite  qui  unit  deux  d'entre  eux,  ceux  qui  se  trou- 
vent sur  les  tangentes  BA,  ÀC  par  exemple,  est  divisée 
par  AX  en  deux  parties  égales;  dés  iors  sa  direction  est 
déterminée  :  i)  suflira  pour  l'obtenir  de  prendre  sur  BA 


la  longueur  AB)  ^  AB  cl  de  joindre  B,!,  1  étant  le 
point  de  rencontre  du  BX'  avec  AC;  Bil  est  parallèle  aux 
cordes  divisées  par  AX  en  doux  parties  égales. 

On  déterminera  d'une  manière  analogue  les  directions 
des  deux  autres  eordcs  de  contact  respectivement  paral- 
lèles à  IBi,  Ail  ou  BjL.  La  question  se  ramène  alors  à 
construire  un  triangle  dont  les  côtés  soient  parallèles 
IB,,  IB],  BjL,  et  dont  les  sommets  rejiosent  sur  AB, 
BC,  AC;  les  sommets  de  ce  ti-iangle  seront  les  points  di 
contact  cherchés.  Pour  construire  ce  triangle,  il  suffit  di 
prolonger  IB,,  B,L,  jusqu'à  leur  rencontre  en  K,  d'unir 
le  point  K  au  point  C  par  une  ligne  droite  coupant  AB 
en  G,  puis  de  mener  par  ce  point  G  les  droites  GG|, 
G(ij,  respectivement  parallèles  à  IB|,  BjL.  Le  triangle 
GGiGi  remplit  les  conditions  de  l'énoncé  :  le  problème 
n'a  (ju'une solution. 
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4°  ConsU'uire   une   conique   dont   on    donne  trois 
points  et  deux  tangentes. 

Desargdes.  —  Soieul  AB,  AC  les  doux  langeuies 
données,  E,  F,  G  les  trois  poinU  donuéa  {fig-  53)  ; 
coDsidéruns  la  droite  MN  qui  unit  les  points  de  contact 
dts  deux  tangcnlcs  AB,  AC,  comme  formant  avec  elles, 
en  la  prenant  doublement,  un  quadrilatère  inscrit  dans 
la  conique.  Li;s  points  G  et  F,  qui  appartiennent  à  la 

Fig.  53. 


courbe,  et  les  points  P  et  Q  où  la  droite  GF  rencontre 
les  cAtés  opposés  ABj  AC  du  quadrilatère  inscrit  déler- 
tuinent  une  involultoii  dont  le  point  rii,  où  GF  rencontre 
MN,  est  un  des  points  doubles.  En  construisant  les 
points  doubles  de  celte  involutîou  déterminée,  on  aura 
deux  points,  tels  que  u,  eu,,  dont  l'un  se  trouvera  sur 
MN.  Répétant  le  même  raisonnement  relativement  à  la 
transversale  GE,  on  aura  deux  nouveaux  points  u',  o)', , 
dont  l'un  appartiendra  à  ta  droite  MN.  Cette  droite  peut 
donc  avoir  quatre  positions  déterminées,  en  associant 
deux  à  deux  les  points  u,  w,  avec  les  points  tu',  w',  ;  à 
chaque  position  de  la  droite  correspond  une  conique 
dont  la  construction  se  ramène  à  un  cas  précèdent  :  )a 
question  a  donc  quatre  solutions. 
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Dans  les  cas  où  quelques-uns  des  éléments  donnés  se 
transporteraient  à  l'inGni,  on  raisonnerait  comme  dans 
les  ca5  prédents. 

5°  Construire  une  conique  dont  on  donne  trois  tan- 
gentes et  deux  points. 

Théorème  corri^.latif  de  celui  de  DESAiioiies.  — 
Soient  AB,  BC,  CD  les  trois  tangentes  données,  E,  F 
les  deux  points  donnés' {Jig.  54);  considérons  les  deux 
tangentes  réduites  A  une  on  E,  et  les  deux  tangentes  ré- 
duites à  une  en  F,  comme  formant  un  quadrilatère  cir- 
conscrit à  la  conique,  ayant  deux  sommets  opposés  eu  E 
et  F,  et  les  deux  autres  sommets  opposés  confondus  au 
point  O  où  elles  se  coupent. 

Les  tangentes  BA,  BC,  les  deux  rayons  BE,  BF  déter- 
minent un  faisceau  en  involutîon  dont  BO  est  un  rayon 
double;  donc,  en  construisant  les  rayons  doubles  de  cette 

Fig.  54. 


involutiou,  déterminée  parles  quatre  rayons  connus,  011 
aura  deux  droitt's  BO,  B0|,  dont  l'une  doit  passer  par 
le  point  do  concours  des  tangentes  en  E  et  F. 

Fn  ré(M;tant  lu  même  raisonnement  sur  le  faisceau 
déterminé  par  CB  et  CD,  CE  et  CF,  on  obtiendra  deux 
nouvelles  droites  issues  de  C  et  dopt  l'une  passera  par 
le  point  O.  En  associant  chacune  des  deux  droites  issues 
de  B,  et  telles  que  BO,  avec  chacune  de  celles  qui  sont 
issues  de  C,  dans  les  mêmes  conditions,  on  obtiendra 
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quatre   points  qui  peuvent   appartenir  cbacun  à  deux 
tangentes  en  E  et  F. 

On  pourra  ainsi  construire  quatre  systèmes  de  deux 
tangentes  qui,  associés  chacun  aux  trois  tangentes  don- 
nées, détermineront  quatre  coniques  remplissant  les 
conditions  de  l'ënoncé. 

Si  un  ou  deux  des  éléments  donnés  passaient  à  l'iuRui, 
on  raisonnerait  comme  dans  les  cas  précédents. 

XV.  Etant  doimèes  deux  coniques,  chacune  par 
cinq  points,  A,,  Aj,  Aj,  A^,  Aj  pour  la  première,  B(, 
Ba,  B|,  1)4,  Bs  pour  la  deuxième,  et  admettant  que  ces 
deux  coniques  ont  quatre  points  communs  inconnus,  on 
propose  de  construire  une  troisième  conique  passant 
par  ces  quatre  points,  et  par  un  cinquième  point 
donné  C. 

Par  le  point  C  menons  une  transversale  quelconque; 
d'après  le  théorème  du  n"  VI,  Chap.  II,  on  pourra  con- 
struire les  deux  points  M  et  M|,  où  elle  rencontre  la 
première  conique,  et  les  points  N  et  Ni  oîi  elle  coupe  la 
seconde;  le  point  conjugué  de  C  dans  l'involution  déter- 
minée par  les  couples  de  points  M  et  M  ■,  Net  N,,  appar- 
tient à  la  troisième  conique,  d'après  la  généralisation  du 
théorème  de  Desargues,  a"  VllI,  Chap.  II,  et  peut  être 
construit. 

On  pourra  déterminer  ainsi  autant  de  points  qu'un 
voudra  de  la  troisième  conique,  et  la  question  est  réso- 
lue. 

XVI.  Deux  coniques  ont  deux  points  communs  A„ 
Aj  donnés;  en  outre  on  donne  trois  autres  points  de 
c/iacuned'elles  Ai,  At^  As  pour  la  première.  A',,  A'^,  A', 
pour  la  deuxième  :  on  demande  de  construire  leurs 
deux  autres  points  communs. 
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Coupant  la  Ggurc  par  une  transversale,  d'après  le 
théorème  du  n"  VI,  Chap.  II,  on  pourra  construire  les 
poîiils  M  ut  M,,  N  et  N,,où  elle rt^ucontro  les  deux  co- 
niques qui  sont  chacune  déHtiies  par  cinq  points.  Si  P 
est  le  point  où  la  même  droite  rencontre  la  droite  A|  Aj, 
le  point  conjugué  Q  dans  l'involution  déterminée  par  les 
couples  de  points  M  et  M|,  N  et  N,  appartient  à  la 
droite  qui  unit  les  deux  |K>ints  inconnus  (Gén.  du  th. 
de  Desargues,  n"  VIII,  Chap.  U). 

On  pourra  construire  ce  point  Q,  cl  de  la  même  ma- 
nière déterminer  un  second  point  Q,  de  la  droite  unis- 
sant les  points  inconnus.  Il  ne  restera  plus  qu'à  trouver 
les  points  communs  de  la  droite  QQi  ave<:  l'une  des  co- 
niques données,  ce  qui  se  fera  par  rappli«:ation  du  théo- 
rème établi  au  n"  VI,  Chap.  II. 

XVII.  Une  section  plane  d'un  cône  ayant  pour  di- 
rectrice une  conique  est  aussi  une  section  conique. 

En  elFct,  sî  l'on  prend  le  sommet  du  cône  eonime  [loiMi 
de  vue,  la  section  peut  être  considérée  comme  une  per- 
spective de  la  directrice. 

Comme  les  théorèmes  de  Desargues  et  di-  Pascal  sont 
projectifs  et  s'appliquent  à  la  directrice,  on  pourra  con- 
struire tous  les  points  de  cette  ligne  par  leur  application 
et  au  moyen  de  cinq  d'entre  eux  ;  mais  ou  pourra  aussi 
construire  tous  les  points  de  U  section  par  l'application 
des  mêmes  théorèmes  aux  points  correspondants  de  celte 
section.  Il  en  résulte  que  tous  les  points  de  U  section 
appartiennent  à  la  conique  qui  passe  par  les  cinq  pre- 
miers et  qui  est  déterminée,  et  qu'en  conséquence  cette 
section  est  une  conique. 
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CHAPITRE  III. 

THÉORÈMES  DIVERS  ET  APPLICATIONS. 


Théorème  de  Newton  et  aonséqnencet. 

I.  Théorème  de  Newton.  —  Si  par  un  point  du  plan 
d'une  section  conique  on  mène  deux  sécantes  paral- 
lèles à  deux  directions  données,  parallèles  à  ce  plan, 
le  rapport  du  produit  des  dettx  segments  déterminés  ^ 
par  la  courbe  sur  l'une,  des  sécantes  au  produit  des 
segments  déterminés  sur  l'autre  est  un  nombre  con- 
stant indépendant  de  la  position  du  point. 


Soient  O  le  cercle  directeur,  S  le  sommet  du  cône 
(^g-  55);  menons   par  le  sommet  du  cône  les  deux 


droites  SA,   SB,   respectivement  parallèles  aux   deux 
directions  données,  et  limitées  en  A  et  B  au  plan  de  la 
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base  oirculaîre,  le  plan  ASB  sera  parallèle  au  plan 
sécant. 

Par  je  point  m,  pris  arbitrai  rement  dans  lu  plan 
sécant,  meauns  de,  ef  respectivement  parallèles  à  SA, 
SB,  puis  faisons  passer  un  plan  par  SA  et  de,  et  un 
autre  par  SB  et  e/;  le  premier  de  ces  plans  coupera  ie 
cône  suïvaat  les  génératrices  SC,  SD,  le  deuxième  sui- 
vant SE,  SF;  ils  se  couperont  enti-e  eux  suivant  la 
droite  SM. 

Traçons  ensuite  pmq  parallèle  à  DC  et  rmt  parallèle 
à  EF.  De  la  similitude  des  triangles  md^,  DSA,  on  déduit 


et  de  celle  des  triangles  S/'jf,SiV]D 


d'où,  multipliant  membre  à  membre, 


On  trouve  de  même,  par  la  considération  des  couples 
de  triangles  semblables,  mpc,  CSA,  S/n/»,  CSM, 


En  multipliant  membre  à  membre  les  deux  dernières 

mc-x-md  _       sa'  /Smy 

MG  X  MD  ~  AG  X  AD  ^  V  SM  ^ 

Répétant  des  calculs  analogues  sur  les  triangles  sem- 
blables :  Sm(,  SMF,  et  mtf,  SBF;  puis  sur  les  deux 
autres  couples  de  triangles  semblables  :  Sm;-,  SME,  et 
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mer,  BSE,  on  en  déduit 


mexmf  _       SB       ■ 
ME  xMK       BExBF  ^ 


mr- 


Divisant  membre  à  membre  lus  deux  dernières  éga- 
lités, en  remarquant  que,  d'après  les  propriétés  des 
sécantos  au  cercle,  MC  X  MD  =;  ME  x  MF,  on  trouve 

mcxmd  _  /SAN»    AGxAD 


—  -  {—Y 


Le  second  membre  est  constant  et  le  théorème  est 
démontré. 

La  Jig.  55  suppose  les  points  A  et  B  en  debors  du 
cercle  directeur,  ce  qui  arrive  toujours  quand  la  conique 
est  une  ellipse  ou  une  parabole,  exceptant  dans  ce  der- 
nier cas  celui  où  l'une  des  directions  données  serait 
parallèle  aux  diamètres,  et  que  nous  examinerons  à  part 
à  la  Gn  du  présent  numéro. 

Dans  le  cas  de  l'bjperbole,  l'un  ou  les  deux  points  A 
ou  B  peuvent  être  intérieurs  au  cercle  directeur,  si  les 
directions  SA,  SB  correspondent  à  des  cordes  rencon- 
trant les  deux  branches;  la  démonstration  se  fait  delà 
même  manière  et  conduit  au  même  résultai. 

Conservons  dans  la  Jig.  56  les  notations  de  la 
fig-  5d,  et  aussi  les  mêmes  hypothèses,  saut  que  SA 
est  une  direction  intérieure  au  lieu  d'être  extérieure 
comme  dans  la  figure  précédente. 

Des  deux  triangles  mdq,  DSA,  sont  toujours  sembla- 
bles et  donnent 

il  en  est  de  même  des  triangles  Smq,  SDM,  d'où  l'on 
dâiuit 
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Mullipliant  membre  à  membre, 


md  __  AS      S  m 


Gonsidéroas  encordes  deux  couples  de  triangles  sem- 
blables, nipc,  ASC,  et  Sm/?,  SMC,  on  en  tire 


MC  ~  AC       SM 

Mi^tipliant  membre  à  membre  lus  deux  dernières 
égalités,  on  a 

mdx  me  _       sa'  /^mV 

MD  X  MC  ^  AD  X  AC  ^  1,  SM  /  ' 

La  démonstration  s'achève  comme  dans  le  cas  précé- 
donl,  (|ue  la  direction  SB  soit  intérieure  ou  extérieure. 

II  nous  reste  à  examiner  ce  qui  advient  dans  le  cas 
de  la  parabole,  et  si  l'une  des  directions,  soit  SA,  est 
parallèle  aux  diamètres;  dans  ce  cas  SA  est  située  sur 
la  surface  du  cône,  et  SB  est  contenue  dans  le  plan  tan- 
gent suivant  SA  (Jtg.  5^). 

Le  plan  de  la  parabole  est  parallèle  au  plan  tangent 
BSA,  et  coupe  le  plan  de  la  directrice  suivantGH  paral- 
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lék'  à  AB.  Par  an  point  m  du  plan  de  la  se<'tioii  menons 
les  droites  dml,  emf\  respectivement  parallèles  à  SA, 
SB-,  puis  encore  rmt,  pmq,  respecilvement  paralUles 

Fi  g-  5,. 


auK  traces  BFE,  DA  des  plans  SB;n,  SAm  sur  lit  plan 
de  la  directrice. 

Ces  dcuT  plans  SBm,  SAm  coupent  le  cône  suivant 
les  couples  de  géitératrices  SE,  SF,  et  SA,  SD;  de  plus 
ils  se  (»>upent  entre  eux  suivant  SmM. 

La  trace  I  de  la  droite  (tmi,  intersection  du  plan  de  la 
courbe  et  du  plan  SAhj,  sur  le  plan  de  la  directrice,  se 
déplace  sur  la  trace  GH  du  plan  de  la  section  sur  le  plan 
du  cercle  de  base. 

De  la  similitude  des  triangles  dmq,  SAD,  on  d^uit 

de  celle  des  triangles  Sywi,  SDM,  on  tire 

DM  "  SM  ■ 
Anit.  de  Matbémat.,  3*  série,  t.  X.   (Janvier  18^1-)  -t 
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multipliant  membre  à  membre,  on  a 

mrf_  SA      Sm 

md~ad^sm' 

De  U  considération  des  triangles  semblables  Smp, 
SMA,  et  observant  que  mp  ^  AI,  comme  côtés  opposés 
d'un  parallélogramme,  on  déduit 

MA  ~  MA  ~  SM  ' 

multipliant  membre  à  membre, 

mdxAl    _  SA         /Smy 
MDxMA  "^  AD  ^  1,SM^  ■ 

On  trouve,  comme  dans  les  cas  précédents  et  par  la 
considération  des  mêmes  triangles, 

mexmf  _        SB*  /Smy 

ME  X  MF       BF  X  BE       \5iir^  * 

Divisant  membre  à  membre  et  observant  que 

MD  X  MA  =  ME  X  MF, 


md 

^r 

SB" 
BExBF 

AD 

''Sa    ■ 

»,x, 

a^=- 

SB* 

ADxAI 

Or  le  produit  AD  X  AI  est  constant  et  égal  à  AH  ; 
second  membre  est  donc  constant,  et  l'on  a 


m/  _        SB 

f  BExBF^ 


c'est-à-dire  que,  dans  ta  parabole,  le.  point  commun 
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d'une  corde  de  direction  ^xe  avec  un  diamètre  par- 
tage cette  corde,  en  deux  segments  dont  le  produit  est 
au  segment  du  diamètre  compris  entre  le  même  point 
et  ta  courbe  dans  un  rapport  constant- 


II.  —  Propriétés  métriques  des  demi-oordes  parallèles, 
on  ordonoéea  d'une  section  conique,  par  report  aux 
segments  qu'elles  déterminent  sur  le  dijimMre  qui  les 
divise  en  parties  égales.  Équations  des  coniques  é 
centre  rapportées  à  denx  diamètres  conjugués.  Équa- 
tion de  la  parabole  rapportée  à  on  diamètre  et  é  la 
tangente  A  l'extrémité  de  oe  diamètre. 

Les  propriétés  que  nous  avons  rJutentioa  d'établir 
dans  le  présent  numéro  sont  des  conséquences  immé- 
diates du  théorème  de  Newton  que  nous  venons  de  dé- 
montrer. 

Considérons  séparément  les  trois  courbes. 

Ellipse.  —  Soit  l'ellipse  O  {Jîg.  58)i  AA',  BB'  deux 
diamètres  conjugués  dont  nous  supposerons  les  demi- 


longueurs  respectivement  représentées  par  a' et  ft';  CC 
□ne  corde  parallèle  à  BK,  et  divisée  en  deux  parties 
^ales  par  son  point  de  rencontre  P  avec  AA'. 

D'après  le  théorème  de  Newton,  te  rapport  p.  -J~pa"' 
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conserve  une  même  valeur  constante  quand  le  point  P 
se  déplace  sur  AA';  en  conséquence,  on  a,  pour  tous  les 
points  de  la  courbe, 


PA  xPA'       OA  xOA' 


Donc  ;  le  carré  d'une  demi-corde,  ou  ordonnée,  i}ui 
se  déplace  en  conservant  sa  direction,  est  au  produit 
des  segments  quelle  détermine  sur  le  diamètre  con~ 
fugué  dans  un  rapport  constant. 

Si  l'on  désigne,  d'une  façon  générale,  cette  ordonnée 
parj-,  et  par  x  le  nombre  positif  ou  négatif  représentant 
OP,  l'équation  précédente  peut  s'écrire 


(n'  — 3-)(<i'+j-) 


c'est  l'équation  cartésienne  de  la  courbe  rapportée  aux 
deux  diamètres  conjugués  AA',  BB'. 

Parabole.  —  Soit  une  parabole  dont  le  diamètre  AX 
divise  en  parties  égales  les  cordes  telles  que  CC,  paral- 
lèles à  la  tangente  AY  (Jig-  Sg);  d'après  la  fin  du  nu- 
méro précédent,  on  «ait  que,  lorsque  la  corde  CC  se 
déplace  parallèlement  à  elle-même,  le  rapport — --p-  ■ 
est  constant;  et,  comme  le  point  P  où  CC  rencontre  le 
diamètre  conjugué  de  sa  direction  en  est  le  point  milieu, 

celte  égalité  peut  se  mettre  sous  la  forme  ^p  =  ^p'i  p' 
étant  un  nombre  représentant  une  longueur  fixe. 
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Désignant,  d'une  façon  générale,  CPpar  y  et  AP  par  x, 
l'équation  précédente,  qui  a  lieu  pour  tous  les  points  de 
la  courbe,  peut  s'écrire 


étjuation  cartésienne  de  la  parabole  rapportée  à  un  dia- 
mètre et  à  la  tangente  à  son  extrémité. 


Hyperbole.  —  Soient  enfin  l'hyperbole  O  {fig-  &o)-, 
CC'  une  corde  variable  parallèle  à  OY,  OX  le  diamètre 


conjugué  de  sa  direction  ;  d'après  le  théorème  de  Newton 


'  PA  X  PA' 

a  une  valeur  constante,  et  il  en  est  de  même  de  -rç-r — px" 
puisque  PC  :=  PC'. 

Cherchons  à  déterminer  la  valeur  de  ce  rapport  :  dans 
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ce  bul  uiL-iious,  par  II- point  C,  Cu  parallèle  à  l'asyu] 
ptot«OB;  nous  avons  immédiatement 


FA  X  PA'        (Pu  — wA)(Pu)-i-iuA') 

m' 
"(■-?-:)(--p^); 

Si  le  point  C  s'écaite  indéfiniment  de  l'origine,  la 
droite  Cu  se  rapproche  indéfiniment  de  l'asyinptote,  et 
le  point  <o  du  point  O;  il  en  résulte  que  (»A  et  tiiA 
restent  fini»,  et  que  leurs  rapports  à  Pw  ont  pour  limite 
zéro  ;  de  plus,  si  nous  représentons  les  longueurs  OA,  AB, 
par  a',  h'  respectivement,  on  déduit  de  la  similitude 
des  trlangks  wPC,  OAB  l'égalité 


PA  X  PA' 


Donc  le  carré  d'une  demi-corde,  ou  ordonnée, 
qui  se  déplace  en  conservant  sa  direction,  est  au  pro- 
duit des  segments  qu'elle  détermine  sur  le  diamètre 
conjugué,  que  lajiguie  suppose  rencontrer  réellement 
la  courbe,  dans  un  rapport  constant. 

Si  l'on  représente,  d'une  manière  générale,  t^tte 
ordonnée  par  y  et  par  x  le  nombre  positif  ou  uégatif 
représentant  le  segmeut  OP,  l'équation  précédente  peut 
s'écrire 
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C'est  l'équation  cartésienne  dt^  la  courbe  rapportée  a 
deux  diamètres  conjugués  OX,  OY. 
Cette  équation  peut  s'écrire 


d'où  l'on  peut  conclure  que  le  carré  d'une  demi-corde 
qui  se  déplace  parallèlement  à  une  direction  fixe,  et 
dont  le  diamètrf  conjugué  ne  rencontre  pas  réelle^ 
ment  la  courbe,  est  au  produit  des  segments  qu'elle 
détermine  sur  ce  diamètre  dans  un  rapport  constant, 

A  CONDITION  DE  CONSIDËHER  LES  EXTRtMlTÉS  DE  CE  DIA- 
MÈTRE COMME  DISTANTES  DU  CENTRE  DES  LONGUEURS  IMA- 
GINAIRES REPRÉSENTÉES  PAR  ±  A'y/ I  . 

III.  Construire  une  conique  dont  on  donne  un  point 
réel  et  quatre  points  réels  ou  imaginaires  définis  par 
les  couples  de  points  oit  deux  droites  données  ren- 
contrent une  ou  deux  coniques. 

Remarquons  d'abord  que,  d'après  le  tliéorème  établi 
au  W  VI,  Cliap.  H,  on  peut  remplacer  les  points  com- 
muns réels  ou  imaginaires  d'une  conique  déGnie  et  d'une 
droite  donnée  par  ceux  de  la  ménie  droite  et  d'nn  cercle 
qu'on  peut  tniustruire;  d'après  cela,  on  peut  considérer 
les  quatre  derniers  points  donnés  comme  situés  par  cou- 
ples sur  les  deux  droites  données  et  deux  cercles  donnés. 

Soit  donc  à  construire  la  conique  passant  par  le  point 
réel  donné.  A,  et  par  les  couples  de  points  de  rencontre 
des  droites  données  OX,  OY,  avec  les  cercles  donnés  <■», 
ti>,  respectivement  (fig-  61). 

Menons  par  le  point  A  la  parallèle  à  OX  rencontrant 
OY  en  C,  et  soit  A,  son  second  point  de  icneontre  avec 
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la  courbe;  d'après  le  tliéorèine  de  Newton,  le  rapport 


du  produit  CA  xCA|  à  celui  des  segments  interceptés 
sur  OY  entre  le  point  C  et  les  points  où  cette  droite 
rencontre  le  cercle  W(,ce  dernier  produit  étant  égal  à  la 
puissance,  ■;:,  du  point  C  par  rapport  au  cercle  Wi,  est 
égal  au  rapport  dos  puissances  P  et  P|  du  point  O  par 
rapport  aux  cercles  u  et  tù,  respectivement. 
On  aura  donc  l'égalité 


d'où  l'on  pourra  déduire  une  construction  du  point  Ai . 

On  pourra  déterminer  par  une  conslruclion  analogue 
le  point  Ai  où  la  parallèle  à  OY  menée  par  A  rencontre 
de  nouveau  la  courbe;  puis  encore  tes  seconds  points  de 
rencontre  avec  la  courbe  des  parallèles  menées  à  OY  et 
OXpar  les  points  A)  et  Aj,  soient  ces  points  Aj  et  A^t, 
connaissant  cinq  points  réels  de  la  courbe,  elle  est  dé- 
linie  et  peut  être  construite. 

Itentarque. —  La  construction  précédente  ne  pourrait 
se  terminer  de  la  même  manière  s'il  arrivait  que  les  points 
Ag  et  A|  se  confondissent;  dans  ce  casOX  etOY  seraient 
parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de  la  courbe, 
diamètres  qu'on  pourrait  construire  en  menant  des  paral- 
lèles à  OY,  OX  par  les  points  milieux  des  cordes  AA,, 
AA^;  on  connaitrait  alors  le  centre  et  l'on  pourrait  con- 
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slruire  la  longueur  de  ces  diamètres  d'après  le  théorème 
de  Newton,  ainsi  qu'il  suit. 

CoDservons  danslayt^.  6a  les  notations  dela^^.  6i, 
supposant  A)  et  A^  confondus  en  Aj,  et  soient  R  et  Rt 

Kig.  6î. 


^^1^ 


les  es trémilés  du  diamètre  parallèle  àOY.  On  a,  d'après 
le  tliéorème  de  Newton, 


P,  et  P  étant  toujours  les  puissances  du  point  O  par  rap- 
port aux  cercles  u,  et  u;  la  dernière  égalité  permet  de 
construire  OR  et,  en  conséquence,  les  points  R  et  R| . 

Examinons  enfin  le  cas  oit  les  droites  données  sont 
parallèles. 

Proposons-nous  de  faire  passer  une  conique  par  le 
point  réel  A,  et  par  les  points  imaginaires  où  les  cercles 
<ij,  tii,  rencontrent  les  droites  parallèles  XjX,  Y,  Y  res- 
pectivement (Jig.  fi3). 

Les  points  milieux  des  cordes  interceptées  dans  la 
courbe  cherchée  sur  les  droites  X,  X,  Y,  Y  sont  placés 
aux  pi^ds  P  et  Q  des  perpendiculaires  abaissées  des 
centres  u,  u,  des  cercles  donnés  sur  les  deux  droites 
données. 

PQ  est  donc  le  diamètre  de  ta  courbe  divisant  en  par- 
tics  égales  les  cordes  parallèles  à  X,  X  ;  en  menant  par 
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A  la  parallèle  à  X|  X  et  en  U  prolongeant  au  delà  <Iu  sou 
point  de  rencontre  C  aïcc  PQ  d'une  longueur  CA  i  =  CA, 
le  point  A,  sera  un  nouveau  point  de  la  courbe.  Dési- 
gnons par  R  et  R|  les  estrémités  du  diamètre  l'Q  et  par 


P  ctP|  les  puissances  des  points  P  et  Q  par  rapport  aux 
cercles  t>,  w,  respectivement  :  nous  aurons,  par  applica- 
tion du  tliéorètne  de  Newton, 

CR  X  CR|  _  PRxPRi  _  QRxQRi 


CRxGRi  _ fPG-i-CR)(PC— CRi)_  (QG-CR)f  QG-i^GRi) 


+■  PC(GR— CRi)  _  qC  — QC(GR  — GRi) . 
p+ca'  P,-hCÂ' 


Au  moyen  de  la  dernière  égalité,  on  peut  construire 
CR  —  CR|,  puis  au  moyen  de  la  première  un  carré 
équivalent  à  CRxCRij  et,  d'après  un  problème  dont 
la  solution  est  connue,  on  pourra  construire  CR  et  CR| . 
(^'Onnaissant  1c  diamètre  RR,  de  grandeur  et  de  position, 
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OD  aura  le  ceulre  :  on  pourra  alors  construire  te  diamètre 
conjugué  qui  est  parallèle  à  X^X,  et  l'on  aura  sa  lon- 
gueur désignée  par  b'  d'après  l'égalité 


qui  se  déduit  du  théorème  de  Nen;ton . 


[A  suivre.) 


ECOLE  IBS  PONTS  ET  CBAISSEBS  (GONCOIRS  BE  1890). 


Géométrie  analytique.  {Durée  de  l'épreuve  :  i  heuref.) 

Étant  donné  un  cercle  Rxe  C  dont  le  centre  est  en  un  point 
de  l'axe  des  jr,  et  une  série  de  circonférences  tangentes  à  l'axe 
des  X  à  l'origine,  on  mène  des  tangentes  communes  à  ces  cir- 
conférences et  au  cercle  fixe,  et  on  demande  le  lieu  des  points 
de  contact  M. 

On  examinera  en  particulier  le  cas  ofi  te  cercle  lise  se  réduit 
i  un  point  et  celui  où  le  centre  de  ce  cercle  coïncide  avec 
l'origine. 

Algèbre.  (  Durée  :  3  heures.) 

On  désigne  par  ^  et  ^  les  distances  AM,  BM  de  deux  points 
A  et  B  à  un  point  M  pris  arbitrairement  sur  une  droite  D. 
On  demande  de  déterminer  le  maximum  et  le  minimum  du 


Lavis.  (Feuille  \  grand-aigle.)  (i)ur«e  ;  'i  heures.) 

Moulures.  —  Laver  à  l'encre  de  Chine,  à  teintes  plates  ou  à 
teintes  fondues,  à  volonté,  les  moulures  dont  le  croquis  est 
donné  ci-contre. 

MN.  M'N'  est  l'aréie  verticale  d'un  pilastre,  portant  ombre 
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à  45°  sur  les  moulures  horizontales  situées  en  arrière  et  dans 
la  position  relative  qu'indique  la  coupe. 


ÉUv.tton 

M 

Coup* 

^^^^ 

\ 

^» 

■f 

! 

j- 

û«ù»  jfc-a j 

t  être  formés. par  des  quarts 
ombres  propres  et  ombres 


Les  profils  g'c'  et  rf/'  pourr 
d'ellipse. 

On  ne    lavera    que   l'élévatio 


Épure.  (  Feuille  \  gragd-aigle.)  {Durée  :  4  heuret.) 
Cône  et  cylindre  de  révolution.  —  Un  cylindre  de  révolu- 
tion a  pour  axe  la  droite  horiiontale  (ab,  a'b');  il  est  tangent 


«!     \ 


K 


ti 


au  plan  borizontal  ei  il  est  limité  par  deux  plans  de  section 
droite  passant  par  les  extrémités  (a,  a' )  et  (b,  b')  de  t'axe. 
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Un  cAne,  égalenent  de  révolution,  a  pour  sommet  le  point 
{t,  i')  situé  sur  le  plan  horizontal;  son  a\e  passe  par  le  point 
(o,  t>')  milieu  de  l'ase  du  cyliodre  et  il  est,  lui  aussi,  tangent  au 
plan  borizontal.  En  projection  horizontale,  les  axes  des  deux 
surfaces  sont  perpendiculaires  l'un  sur  l'autre. 

On  demande  de  chercher  l'intersectioD  des  deux  surfaces  et 
de  représenter  le  cylindre  seul  en  supposant  le  cAne  enlevé 
après  avoir  fait  son  entaille  dans  le  cylindre. 

L'épure  devra  indiquer  la  marche  suivie  pour  trouver  un 
point  courant  de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point.  Elle 
comportera  également  les  constructions  faites  pour  trouver  les 
points  les  plus  remarquables  de  l'in 


CONCOURS  D'ADVISSION  A  L'iCOLB  NAVALE 
KN  188». 


COMPoai'AOKS   BCaiTES. 


Ariikmétique  et  Algèbre.  (4  heures.) 

I.  Calculer,  à  un  centième  près,  le  cosinus  de  l'angle 
triangle  ABC  rectangle  en  A,  dont  les  cùtés  A  et  c  on 
longueurs  b  =  i  iS^.fiSiS,  c  =  I7"43a6. 


II.  On  donne  u 
perpendiculaire  e 


le  demi-circonférence  BDC  et  une  droite  AD 
A,  au  diamètre  BC,  et,  par  un  point  X  situé 


mène  XE  parallèle  à  AD;  on  joint  BË 
on  projette  sur  XE,  orthogonalement  en  H,  le  point  G  où 
E  rencontre  AD.  Désignant  OA,  OX,  OC  respectivement  par 
X.  B,  on  demande  : 


-"Vh 
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le  point  X  se  déplace  sur  le  diamètre  BC,  i 
cessivement  les  cas  où  ce  point  est  situé  en 
de  Cou  au  delà  de  B; 

a'  D'étudier  le  même  problème  en  prenant  pour  variable 
l'angle  XOE  =  If. 

Géomitrit  deteriptive.  (i  heure  et  demie.) 
xy  étant  la  ligne  de  terre,  on  donne  s 
un  triangle  ABC  dont  l'un  des  cAtJ*  AB 
de  terre.  Les  côtés  ont  pour  valeur 
AB  =  IOO-", 


et  C,  au  deli 


le  plan  horiionta) 
:  aitué  sur  la  ligne 


CA  =  loo™. 
1°  Construire  au-dessus  du  plan  horizontal    un 
ayant  pour  base  le  triangle  ABC  et  tel  que  les  dièdn 
CA  aient  respectivement  pour  valeurs 


60*, 


*  Constru 


dièdre  AB 

dièdre  BC  = 

dièdre  CA  =  8o'. 

e  les  projections  des  sphi 


tétraèdre 
i  AB,  BC, 


Calcul  trigonomélrique.  (i  heure.) 
Calculer  les  valeurs  de  x  comprises  entre  0°  et  90°,  qui  satis- 
font à  la  relation 

_  tanei99°i8'a6'x(ci 


sin'(4ar-t-ai')  = 


x(si 


°ii'i7')' 


Géométrie  analytique.  (3  heure».) 
Connaissant  les  trois  c6lés  d'un  triangle. 


Géomitrit 

I,  Géométrie.  —  Connais 
calculer  les  médianes,  les  hauteurs,  les  bissectrices,  les  rayai 
du  cercle  circonscrit,  des  cercles  inscrit  et  exinscrits. 

II.  Géométrie  analytique,  —  Étant  donnés  deuK  axes  rec- 
tangulaires ox,f^  et  un  point  M  de  coordonnées  a  et  b,  on 
demande  de  mener  par  le  point  M  deux  droites  MA,  MA',  fai- 
sant entre  elles  un  angle  donné  V,  et  telles  que  les  quatre  points 
A,B,  A',  B'  de  rencontre  avec  les  axes  soient  sur  une  même 
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1°  Le  problème  admet  pour  chaque  valeur  de  V  deux  solu- 
tions. Équations  des  deuv  circonférences  correspondant  à  cha- 
cune lie  ces  deu\  solutions.  Les  distinguer. 

a°  Le  point  M  étant  fine,  on  suppose  que  l'angle  V  varie 
d'une  manière  continue.  Démontrer  que  le  lieu  des  centres  de 
toutes  ces  circonférences  est  une  ligne  droite  et  qu'elles  ont  un 
même  axe  radical.  Étudier  comment  varie  la  longueur  du 
rayon;  trouver  ses  valeurs  minima. 

3°  L'angle  V  étant  constant,  on  suppose  que  le  point  H  décrit 
une  circonférence  autour  du  point  O  comme  centre;  trouver  le 
lieu  des  centres  de  chacune  de  ces  circonférences. 


CONCOmS  D'ADIlSSiOU  1  L'ECOII  lUVtLE 
m  I8N. 


Arithmétique  et  Algèbre.  (4  heures.) 
I.  Calculer,  à  plus  ou  moins  y^  prés,  la  valeur  de  tang  i5* 
donnée  par  la  formule 


i^- 


js3o* 


II.  On  donne  un  triangle  ABC,  rectangle  en  A  et  isoscèle, 
tel  que  AB  =  AC  =^  &.  D'un  point  X  situé  sur  AB  comme 
centre,  avec  XA  comme  rayon,  on  décrit  une  circonférence;  on 
joint  le  point  X  aux  deux  points  M  et  N  où  cette  circonférence 
coupe  l'hypoténuse. 

Étudier  les  variations  de  la  surface  du  triangle  XMN  quand 
le  point  X  se  déplace  sur  AB  et  sur  ses  prolongements. 

III.  Représenter  par  une  courbe  rapportée  à  des  axes  rec- 
tangulaires les  variations  de  la  fonction 

,          /    ■  ■      j    cosi  -H  i/cos'a^  —  cos<a 
jr  =  log.  népérien  de = — — , 

a  étant  compris  entre  o  et  -• 
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Géométrie  cotée,  (i  heure  et  démit.) 

Uunt  donnés  deuK  points  A  et  B  dont  les  cotes  au-deuus  du 
plan  de  comparaison  sont  respectivement 

A^o-.Sa.        B  =  o"56, 

et  dont  la  distance  horizontale  est  de  o'*,43>  construire  à  l'é- 
chelle de  -j'^  la  projection  cotée  d'un  prisme  droit  à  base  carrée, 
satisfaisant  au\  conditions  suivantes  : 

Le  cdté  de  la  base  est  AB,  la  pente  du  plan  de  cette  base 
est  de  ^,  la  hauteur  du  prisme  est  de  o'.Go. 

Indiquer  les  intersections  de  la  figure  avec  une  série  de  plans 
horiiontaux  équidistants  entre  cun  de  0",^!. 

Calcul  Irigonoméirique.  (i  heure.) 

Calculer  les  valeurs  de  j-  comprises  entre  o°  et  36o*,  qui  sa 
tisfont  à  l'équation 

.  „        sin'(aa6"i5'!8',6)  x  ung'(338°4a'i3') 

sin  (aa-  +  ï9  )_  (o,564.7)'xcûsa45''.9'56',3 

Géométrie  et  Géométrie  analytique.  (3  heures  et  demie.) 

I.  Géométrie.  —  Énoncer  et  démontrer  succinctement  les 
principaux,  théorèmes  qui  servent  à  établir  que  le  rapport  des 
volumes  de  deux  pyramides  quelconques  est  égal  au  produit 
du  rapport  des  bases  par  le  rapport  des  hauteurs. 

Il-  Géométrie  analytique.  —  Oxy  étant  deux  axes  rectan- 
gulaires, BL  une  droite  fixe  parallèle  à  l'axe  des  x(y  ^  b),  et 
A  un  point  mobile  sur  cette  droite  (BA  =  a),  à  chaque  position 
du  point  A  correspond  une  hyperbole  équilalère  passant  par 
les  trois  points  A,  B,  O  et  tangente  en  0  i  l'axe  des  t. 

1°  Trouver  le  lieu  des  centres  de  toutes  ces  hyperboles  et 
construire  pour  une  position  donnée  de  A  le  centre  et  les 
asymptotes  de  l'hyperbole  équilalère  correspondant  à  ce  point. 

3*  On  joint  le  point  variable  A  à  un  point  fixe  Q  pris  sur 
l'axe  des^,  la  droite  QA  rencontre  l'hyperbole  correspondante 
à  ce  point  en  un  second  point  M  dont  on  demande  le  lieu; 
discuter  la  nature  de  ce  lieu  suivant  la  position  de  Q  sur  l'axe 
des  y.  


1.;.  Google 


(63  ) 


INTERSECTION  M  MU  OUADRIQUES; 

Par  m.  LicrEN  I.ÉVY. 


Dans  le  numéro  des  Nouvelles  j^nntdes  du  décembre 
1890,  M.  Carvallo  a  publié  un  intéressant  article  où  il 
a  l'occasion  d'appticjuer  une  méthode  de  M.  Darboux  à 
la  recherche  des  conditions  de  contact  de  deux  qua- 
driques.  La  méthode  indiquée  me  parait  plus  puissante 
qu'il  ne  semble  résulter  de  l'article  cité  et  je  voudrais 
montrer  qu'elle  permet  une  discussion  complète  de 
l'équation  en  ^  relative  à  deux  quadrlqu[?s,  au  moins 
si  l'on  fait  abstraction  du  réel  et  de  l'imaginaire.  Je  re- 
trouverai ainsi  tous  les  résultats  obtenus  par  Painvin 
{voir  Nouvelles  Annales,  1868  cl  1869). 

Pour  abréger,  je  conserverai  les  notations  de  M.  Car- 
vallo et  je  renverrai,  au  besoin,  à  sa  Note. 

Soient 

\  -^-■i^':n'-',--X'(X-i--i.-(y->ri-fii  -+- 8  =  o. 

(a)        j      =  \T»-(-A'/'-f.A'3>+aBj'5  J-aB'^a: 

les  équations  de  deux  surfaces  de  second   ordre  (S) 

ct(S')i 

(3)  f{x,y,z,t)  +  ).-^{,x,y,z,t)  =  <> 

l'équation  générale  des  quadriquesqui  passent  par  leurs 
intersections; 

U)  i(X)  =  o 

Ann.  de  Matkémat.,  ,!•  série,  l.  X.  {Février  1891.)  ^> 
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l'équation  du  quatrième  degré  en  X  qui  exprime  que 
l'équation  (3)  représente  un  cône. 

Si  le  déterminant  A{).)  est  nul  sans  que  tous  ses  mi- 
neurs du  premier  ordre  le  soient,  l'équation  (3)  repré- 
sentera un  cône  ou  un  cylindre  non  décomposables. 

Si  k's  premiers  mineurs  de  A(X)  sont  nuls  sans  que 
tous  les  mineurs  du  second  ordre  le  soient,  l'équa- 
tion(3)représenlcra  ua  système  de  deux  plans  distincts, 
parallèles  ou  non,  réels  ou  imaginaires. 

Si  les  mineurs  du  second  ordre  de  A(^)  sont  nuls 
sans  que  les  éléments  de  à{'k)  le  soient  tous,  l'équa- 
tion (3)  représentera  deux  plans  confondus. 

Enfin  si  les  éléments  de  i(î.)  sont  tous  nuls  pour  la 
valeur  de  X  considérée,  l'équation  (3)  est  indéter- 
minée. 

Nous  considérerons  successivement  ces  diverses  hy- 
pothèses. Cela  posé,  la  méthode  de  M.  Darboux  repose 
essentiellement  sur  le  lemme  suivant  dont  j'omettrai  la 
démonstration  ; 

Si  l'on  remplace  tes  deux  surfaces  Set  S'  d'an  fais- 
ceau de  (juadriques  par  deux  autres  surfaces  S  et  S' 
du  même  faisceau,  l'équation  en  [jl  {qui  exprime  que 
le  discriminant  de  Sh-  [xï/ei/  nul)  a  ses  racines  reliées 
par  une  relation  homographiqiut  à  celles  de  l'équation 
en  X  provenant  de  la  forme  S  ■+■  XS'. 

Il  en  résulte  que  les  équations  en  ),  et  en  [i  acquer- 
ront en  môme  temps  une  ou  deux  racines  doubles,  une 
racine  triple,  une  racine  quadruple,  et  que  l'on  peut 
choisir  les  surfaces  S  cl  S' qui  servent  de  bases  au  fais- 
ceau, sans  que  l'intersection  ni  la  nature  des  racines  de 
l'équation  en  X  en  soient  allcciées. 


1.;.  Google 


(6?) 


i(À)  EST   ItVL  8AKS  QUE  TOUS  SES  PnEMlEKS  MINEURS 
LE  SOIEMT. 

Les  quatre  cônes  qui  correspondent  »  chaque  valeur 
de  X  sont  tous  de  véritables  cônes  ou  des  cylindres.  Je 
supposerai  que  la  surface  (i)  soit  un  de  ces  cônes  :  par 
suite,  l'équatioQ  en  X  aura  une  racine  nulle.  Si,  confor- 
mément aux  notations  usuelles  (Salmon,  Géométrie 
analytique  à  trois  dimensions,  §  234),  nous  posons 

A(X)  =  iX*  — eX'-^-'t>i«  — 6'X-HÙ', 
l'équation  (4)  s'écrira 
(S)  Ai*— ex>+*l»— e'i  =0. 

a.  Théorème  I,  —  A  toute  racine  simple  de  celle 
équation  correspond  un  cône  n'ayant  pas  .ion  sommet 
sitr  une  quadriffue  du  faisceau. 

D'après  le  lemme  cité  plus  haut,  on  peut  supposer 
que  cette  racine  simple  soit  la  racine  nulle.  Le  cône 
correspondant  a  pour  équation 

(0  f{x,y,s,t)  =  o. 

Les  coordonnées  Xt^yi^Zt,  t,  de  son  sommet  véri- 
fient les  égalités  {voir  l'article  de  M.  Carvallo) 

TÎ      _      y\       _       i\       _   ari^i   _   a^i-ri 

(dÂ/       \ÏK'j      [dK-J      \W}      \^'} 

_  2ji2i  _  3^1 /i   _  ajif,    _   ajifi    _      t\ 

(dêj     \ôc)      Kàc)     \dc-)      (doj 
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Si  la  racine  nulle  est  simple,  6'  n'est  pas  nul  et  le 
point  x,^i  Si  t,  n'est  pas  sur  la  surface  (S).  Mais  la  dé- 
mODStration  suppose  que  la  surface  (S')  est  un  véritable 
cane  {')  :  il  faut  la  modifier  pour  le  cas  où  clic  serait 
un  cvlindre.  Dans  ce  cas,  soit 


une  parallèle  à  l'axe  de  cylindre,  on  vérîlie  aisément 
les  égalités 

/^^    {^')   c£i^    {^\   (îè.)   /^V 

\dA/        \dX-/        \àk'J        \dB'/        \dh'/        \dB/ 

Si  nous  appelons  alors  f'(^}jT'i  z)  l'ensemble  des 
termes  du  second  degré  en  x,  y,  z  de  la  fonction 
f{x,  y^  z,  f),  nous  aurons 

-©'  =  «'(a:,,  ru  su- 
cette expressiou  n'est  donc  nulle  que  si  la  surface 
(S)  a  une  génératrice  (réelle  ou  imaginaire)  parallèle  à 
l'axe  du  cylindre  (S').  Ce  cas,  par  une  extension  de  lan- 
gage connue,  rentre  donc  dans  le  précédent  (^). 

Donc,  si  toutes  les  racines  de  l'équation  en  \  sont 


(<)  On  se  contente,  en  gënéral  (voir,  par  exemple,  le  Mémoire  de 
PaJDvin  et  la  Note  de  M.  Carvallo),  de  donner  les  théorèmes  rela- 
tifs aux  cùnes  ou  aui  plans  se  coupant.  Il  m'a  paru  intéressant  de 
montrer  que  la  méthode  employée  s'applique  i  lou^i  les  cas,  sans 
Taire  appel  aux  méthodes  de  Iran  s  format  ion. 

(')  Pour  être  complet,  il  est  utile  de  remarquer  que  la  démonslra- 
tratiuD  ci-dessus  tombe   elle-même   en  défaut  si  tous  les  mineurs, 

saur  un,  par    exemple  — i  se  réduisent   à  zéro.   Mais,  dans  ce  cas, 

6'  devient  —  a  —  >  et  a  —  o  exprime  précisémeni  que  le  cylindre  a 

SCS  gcnératrircs  parallèles  â  une   direction  asymptolique  de  l'autre 


1.;.  Google 


(  69) 
simples,  l'intersection  des  deux  quadriques  présentera 
le  même  aspect  que  l'intersection  (sans  point  double) 
de  deux  cônes  ou  cylindres  n'ayant  entre  eux  aucune 
relation  de  position  particulière. 

b.  Théorème  II.  — A  toute  racine  double  de  l'équa- 
tion en  \  correspond  un  cône  ayant  son  sommet  sur 
toutes  les  quadrit/ues  du  faisceau,  ou  un  cylindre  dont 
l'axe  est  une  direction  asymptotique  commune  à  toutes 
les  quadriques  du  faisceau.  (Nous  supposons  toujours, 
pour  le  moment,  les  cônes  indécomposables.) 

Ce  théorème  est  démontré  par  ce  qui  précède. 

Deux  cas  peuvent  ici  se  présenter  :  1  "  Une  seule  ra- 
cine est  double.  L'intersection  est  une  quartique  à 
point  double  réel  ou  isolé  :  toutes  les  quadriques  ont 
un  même  plan  tangent  en  ce  point,  a"  Il  y  a  deux  ra- 
cines doubles.  Il  leur  correspond  deux  cônes  ayant 
chacun  son  sommet  sur  toutes  les  surfaces  du  faisceau 
et  eu  particulier  sur  l'autre  cône.  Les  deux  cônes  et,  par 
suite,  toutes  les  quadriques  ont  une  génératrice  com- 
mune; le  reste  de  l'intersection  est  une  cubique gauclie, 
coupant  la  génératrice  commune  eu  deux  points  dis- 
tincts. 

c.  TiitoiiÈHE  m. —  A  toute  racine  triple  de  l'équa- 
tion en  X  correspond  un  cône  ayant  son  sommet  sur 
toutes  les  surfaces  du  faisceau  et  de  plus  le  plan  tan- 
gent à  toutes  ces  surfaces  en  ce  point  est  aussi  tangent 
au  cône. 

Il  suffit,  pour  le  voir,  de  mettre  l'équation  du  cône 
sous  la  forme 

A'z'—aB' 3:^  =  0, 

ce  qui  est  toujours  possible.  La  quantité  <^  de  l'équa- 
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tion  (5)  devient  alors 

B'(B't'»-.iA'-f7'). 

et,  comme  VP  ne  peut  être  nul  (cÔDC  indécomjiosable) , 
il  faut,  pour  acquérir  une  racine  triple,  annuler  le  second 
facteur,  ce  (]iii  exprime  précisément  la  condition  de 
l'énoncé. 

Dans  ce  cas,  toutes  les  quadriqucs  du  faisceau  ont 
encore  un  même  plan  tangent  en  un  point  P;  leur  inter- 
section est  une  courbe  du  quatrième  ordre  indécom- 
posable et  présentant  au  point  P  un  rebroussement. 

d.  Il  reste  à  examiner  la  singularité  introduite  par 
une  racine  quadruple. 

D'après  le  cas  précédent,  on  pourra  écrire  l'équation 
du  cône  S' 

X's^—iB'xy  '^  0, 

et  prendre  le  plan  des  z^  tangent  à  ta  surface  S.  L'équa- 
tion de  cette  dernière  devient  alors 

o(a:,  r,  ',  ')  =  '^^  +  <V'  -»-  «'-5*  +  ■'Py' 

-+■  ap'sar-v-a  ^'xy  +  -i-^x  =  o, 
et  l'équation  (5), 


Pour  qu'il  y  ait  une  racine  quadruple,  il  faut  et  il 
sufGt  que 

et,  comme  k"  ^o,  que  y  ^  o  ou  a'=  o. 

Si  Y  =  o,  les  deux  surfaces  sont  des  cônes  de  même 
sommet,  comme  toutes  les  surfaces  du  faisceau  :  l'équa- 
tion (5)  est  indéterminée  ;  ce  n'est  pas  le  cas  actuel. 

Si  a'  =  o,  la  surface  S  contient  l'axe  Aesy  :  les  siw- 
f aces  du  faisceau  ont  toutes  une  génératrice  commune. 


1.;.  Google 


(?■  ) 

et  le  reste  de  i' intersection  est  une  cubique  gauche 
tangente  à  la  génératrice  commune.  Le  point  de  con- 
tact est  le  sommfît  du  cône  quadruple  Les  quadriquea 
ont  en  ce  point  un  mâine  plan  tangent. 

II. 

Â(X)  EST  HUL,  AINSI  QUE  TOUS  SES  MINEUHS  DU  PREMIER 
OItDRE,  MAIS  UN  MINEUR  AU  MOINS  DU  SECOND  ORDRE 
EST   DIFFÉRENT    DE    ZÉRO. 

Lecànc  qui  correspond  a  cette  valeur  de  X  se  réduit  à 
un  système  de  deux  plans  distincts.  Nous  supposerons, 
comme  précédemment,  que  ce  cône  soit  la  surface  S'  et, 
par  suite,  que  la  racine  7.,  qui  annule  A(^)  et  ses  pre- 
miers mineurs,  soit  zéro.  A'  et  8',  qui  est  une  fonction 
linéaire  des  premiers  mineurs  de  A',  sont  nulles. 

L'équation  (5)  devient  alors 

a.  Ainsi  la  racine  nulle  est  double  lorsque  le  cône 
correspondant  est   un  système  de  deux  plans  distincts. 

Si  l'on  suppose  les  deux  plans  distincts  se  coupant, 
on  peut  les  prendre  pour  plans  des  xy  et  des  yz  et  * 
a  pour  valeur  y^ — a'S;  si  les  deux  plans  sont  paral- 
lèles, on  peut  prendre  pour  leurs  équations  z  ^  o  et 
z^h,  et  la  fonction  "t  a  pour  valeur  A*(^'"  —  ao*).  Par 
conséquent,  l'intersection  des  deux  plans  qui  consti- 
tuent le  cône  dégénéré  coupe  la  surface  (S)  et,  par 
suite,  toutes  les  surfaces  du  faisceau  en  deux  points 
distincts. 

Cela  posé,  nous  avons  trois  cas  à  distinguer  : 

1°  Les  deux  racines  non  nulles  de  l'équation  en  X 
sont  distinctes.  Il  leur  correspond  deux  cônes  n'ajant 
pas  leurs  sommets  sur  l'intersection  :  celte  dernière  se 
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compose  donc  de  deux  courbes  planes  non  ôvanouis- 
sanles  et  ne  se  touchant  pas.  Les  quadriqucs  sont  bitan- 
gentes. 

2°  Les  deuxracines  non  nulles  soutégalesentreelles, 
mats  n'annulent  pas  les  premiers  rameurs  de  A(X). 

Le  cône  double  qui  leur  correspond  est  un  cône 
effectir  ayant  son  sommet  sur  l'intersection  :  celle-ci  doit 
donc  être  composée  de  deux  courbes  planes  dont  une 
passera  au  sommet  du  cône,  c'est-à-dire  sera  un  système 
de  deux  droites.  Les  quadriques  se  toucbcnt  en  trois 
points. 

3°  Les  deux  racines  non  nulles  sont  égales  entre  elles 
et  annulent  les  premiers  mineurs  de  A(X). 

11  leur  correspond  un  système  de  deux  plans  distincts. 
L'intersection,  devant  être  dans  quatre  plans  diirérents, 
ne  peut  se  composer  que  de  droites.  C'est  un  quadrila- 
tère gauche.  Les  quadriques  se  touchent  en  quatre 
points  qui  sont  les  quatre  sorauiets  du  quadrilatère. 

b.  Supposons  maintenant  la  fonction  ^  nulle.  La  ra- 
cine nulle  de  l'équation  en  \  devient  triple.  L'intersec- 
tion des  deux  plans  distincts  est  tangente  à  la  surface. 

La  racine  qui  reste  correspond  nécessairement  à  un 
cône  véritable  qui  n'a  pas  son  sotnmot  sur  l'intersec- 
tion. Il  est  coupé  par  les  deux  plans  suivant  deux  co- 
niques, tangentes  entre  elles,  qui  constituent  l'intersec- 
tion des  deux  quadriques.  Ces  deux  surfaces  ont  un 
plan  tangent  commun  au  point  de  contact  des  deux  co- 
niques. 

c.  La  racine  qui  annule  d(X)  et  ses  premiers  mi- 
neurs est  quadruple,  Ô  ^  o. 

Je  prendrai  pour  plan  de  coordonnées  les  deux  plans 
qui  composent  la  surface  (S'],  pour  axe  des  y  leur  in- 
tersection, pour  origine  te  point  où  les  deux  coniques 
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se  touclicnl  (voir  le  paragraphe  précédent),  poiui  où 
toutes  les  quadriques  du  faisceau  ont  uu  mènie  plan 
langent  qui  passe  évidemment  par  O^.  Alors  l'équation 
de  (S')  devient 

el,  dans  l'équation  de  la  surface  (S),  5  =  o;  *  =  o 
donne  y^  o;  6  devient  égal  à  S'a'^y. 

D'où  trois  cas  à  considérer  : 

i"  a':=  o,  —  Le  plan  des^  est  sur  les  deux  surfaces. 
Toutes  les  quadriques  du  faisceau  se  raccordent  suivant 
Oy  et  ont  de  plus  en  commun  deux  génératrices  de 
l'autre  système.  Le  cône  quadruple  se  compose  de  deux 
plans  passant  l'un  par  Oj  et  par  une  génératrice  com- 
mune, l'autre  par  O^  et  par  l'autre  génératrice  com~ 
mune. 

a"  Y  =  o.  —  Le  plan  des  x/,  qui  compose  une  partie 
du  cône  (S'),  est  tangent  à  la  surface  (S).  L'intersection 
se  compose  alors  d'une  véritable  conique  et  de  deux 
droites  qui  se  coupent  sur  celte  conique  :  le  plan  de  ces 
deux  droites  est  tangent  à  la  conique. 

3°  Y*^  o.  C'est  ie  même  cas  que  le  précédent. 

m. 

TOtJS  LES  MINEURS  OTI  SECONn  ORDRE  DE  ^(^)  S09T  NULS, 
MAIS   tTN   ÉLÉMENT  At)  MOINS  EST  DIFFÉRENT  DE  ZÉRO. 

L'équation  (5)  se  réduit  à 


Donc  la  racine  nulle  est  triple,  lorsque  le  cône  cor- 
respondant se  compose  de  deux  plans  confondus. 

a.  6  n'est  pas  nul.  A   la  racine  non   nulle  corres- 
pond un  cône  véritable  n'ayant  pas  son  sommet  sur  la 
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surface.  Les  quadiiqucs  sont  inscrites  dans  un- cône  le 
long  d'une  mâme  conique. 

Si  la  conique  est  véritable,  on  ne  peut  pas  avoir, 
dans  le  cas  actuel,  de  racine  quadruple  :  car,  en  prenant 
le  plan  de  celte  conique  pour  plan  des  xy,  une  tangente 
à  la  conique  pour  axe  des  j,  un  plan  tangent  à  la  sur- 
face (S)  pour  plan  des  2>',  enfin  l'axe  des  z  conjnguéde 
celui  des^  dans  le  plan  tangent,  l'équation  (6)  devient 


A  n'est  pas  nul;  a'  ne  peut  l'être  sans  qu'il  y  ait  une 
indétermination  complète. 

b.  Supposons  alors  la  conique,  située  dans  le  plan 
double,  évanouissante.  6^0  et  l'équation  se  réduit  à 

Il  y  a  toujours  une  racine  quadruple  :  ce  cas  est 
donc  séparé  du  précédent.  Les  deux  quadriques  se  rac- 
cordent le  long  de  deux  droites  concourautes. 


tovs  les  éléments  oe  ^(x)  sont  nuls  (pour  la  valeor 
de),  considérée). 

Les  deux  quadriques  coïncident.  La  racine  de  l'équa- 
tion en  ).  est  quadruple. 


L  ÉQUATION    EH   X   EST   UNE  IDENTITÉ. 

Toutes  les  quadriques  du  faisceau  soûl  des  c6nes  ou 
des  systèmes  de  plans.  Nous  pouvons  éliminer  en  bloc 
les  cas  de  canes  ayant  un  sommet  commun  à  distance 
finie  ou  înlinie,  ces  cônes  pouvant  d'ailleurs  dégénérer 


1.;.  Google 


(75  ) 
en  plans  :  car  loutes  les  variétés  possibles  se  rencontre- 
ront en  joignant  par  des  droites  tons  les  points  d'une 
des  variétés  de  coniques  à  un  point  situé  hors  du  plan 
delà  conique. 

Supposons  donc  le  cône  (S')  non  décomposabli!  :  son 
sommet  sera  sur  l'autre  cône  qui,  réciproquement,  aura 
son  sommet  sur  le  premier  (s'il  ne  se  décompose  pas). 
Cela  résulte  du  théorème  I.  Enfin  le  second  théorème 
nous  apprend  que  le  premier  cône  aura  un  plan  tangent 
commun  avec  le  second.  Les  deux  cônes  se  touchent 
donc  le  long  d'une  génératrice:  le  reste  de  l'intersection 
est  une  conique.  Si  l'on  observe  que  le  faisceau  de  cônes 
comprend  le  cône  composé  du  plan  tangent  commun  et 
du  plan  de  la  conique  commune,  plan  qui,  exception- 
nellement, peut  se  confondre  avec  le  plan  tangent,  si 
l'on  admet  aussi  que  le  second  cône  peut  dégénérer  en 
deux  plans,  on  aura  toutes  les  variétés  que  comporte  ce 
cas. 

La  discussion  de  ce  cas  se  ferait  suivant  les  mêmes 
principes  que  précédemment.  Ainsi,  \  et  A'  étant  nuls, 
les  deux  surfaces  S  cl  S'  seraient  des  cônes  véritables, 
des  cylindres,  des  systèmes  de  plans  ou  des  plans  con- 
fondus. Dans  chacun  de  ces  cas  les  coefficients  6,  8',  * 
seraient  nuls  soit  parce  que  les  mineurs  d'un  certain 
ordre  de  A  ou  de  A'  seraient  nuls,  soit  par  suite  des  po- 
sitions mutuelles  des  deux  cônes.  Ce  qui  a  été  dit  dans 
les  paragraphes  précédents  suffit  pour  guider  dans  la 
discussion  actuelle,  et  nous  nous  bornerons  à  renvoyer 
le  lecteur  pour  le  résumé  des  cas  qui  peuvent  se  pré- 
senter au  Mémoire  de  Painvin  (Nouvelles  Annales, 
p.  2i3  et  ai4;  1869).  Il  conviendra  cependant  d'ajou- 
ter à  l'énuraération  détaillée  de  Painvin  le  cas  de  deux 
quadriqucs  composées  l'une  d'un  plan  P  et  d'un  plan  Q, 
l'autre  du  même  plan  P  et  d'un  autre  plan  Q'  :  Painvin 
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ayant  cru,  avec  raison  d'ailleurs,  devoir  signaler  à  pari 
l«s  côuos  de  même  sommet,  les  cylindres  parallèles,  etc., 
il  m'a  semblé  utile  de  signaler  un  cas  intéressant  où 
toutes  les  quadriques  du  faisceau  sont  des  systèmes  de 
plans.  Il  y  en  a  encore  d'autres  que  les  lecteurs  des 
JVouvellet  Annales  découvriront,  comme  je  l'ai  indi- 
qué plus  haut,  en  annulant,  non  seulement  A  ou  A', 
mais  encore  leurs  mineurs. 

a.  A  et  A'  sont  nuls  sans  que  leurs  premiers  mineurs 
soient  nuls.  Ce  sout  de  véritables  canes  (ou  cylindres), et 
l'on  peut  appliquer  les  théorèmes  de  l'article  premier  : 
ils  ont  chacun  leur  sommet  sur  la  surface  de  l'autre,  et 
uu  plan  tangent  au  premier  cône  en  son  sommet  est 
aussi  tangent  à  l'autre  (4>  =  o).  Les  deux  cônes  sont 
donc  tangents  tout  le  long  d'une  génératrice;  le  reste 
de  l'intersection  est  une  courbe  plane.  Il  peut  aussi  ar- 
river ici  que  les  deux  c6ues  aient  même  sommet. 

b.  A'  est  nul  sans  que  ses  premiers  mineurs  le  soient; 
A  est  nul  ainsi  que  ses  mineurs  du  premier  ordre.  La 
surface  (S')  est  un  véritable  cane;  (S)  est  un  système 
de  deux  plans  distincts.  Les  théorèmes  de  l'article  T  s'ap- 
pliquent toujours  ;  le  cône  {S)  a  son  sommet  sur  la  sur- 
face (S)  et  un  des  deux  plans  qui  composent  la  surface 
(S)  touche  le  cône  (S'),  C'est  au  point  de  vue  du  îaia- 
ceau  de  cônes  le  même  cas  que  te  précédent. 

c.  A'  est  nul  sans  que  ses  premiers  mineurs  le  soient; 
A  est  nul  ainsi  que  ses  mineurs  du  premier  et  du  second 
ordre.  (S)  est  un  plan  double  qui  passe  par  le  sommet 
du  premier  cône.  C'est  encore  un  cas  particulier  (cônes 
tangents  entre  eux  le  long  de  deux  génératrices). 

Il  n'y  a  plus  à  associer  que  des  couples  de  plans. 
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OBSSRVATfOniS  SUR  m  MÉMOIRE  DE  M.  UETJRI  POIKCARÉ, 
PUBLIÉ  U  1887,  un  LES  "  ACTA  MiTHEMATIGA  "  DE 
STOCKHOLM,  ET  RELATIF  AUX  RÉSIDIS  DES  INTÉGRALES 
DOUBLES; 

Par  m.  Maxihilien  MARIE. 


Je  n'ai  eu  que  par  liasard  connaissance  de  ce  Mé- 
moire, oà  cependant  je  suis  pris  à  partie.  Il  m'a  été 
communiqué,  le  i"  février  1890,  par  un  professeur  de 
Mathématiques  spéciales,  à  l'occasion  de  mes  confé- 

J'ai  lu  ce  Mémoire  avec  d'autant  plus  d'intérêt  que 
j'avais  moi-mèrae  traité  la  question  près  de  quinze  ans 
auparavant  (Journal  de  l'École  Polytechnique,  18741 
et  Théorie  des  Jonctions  de  variables  imaginaires, 
1875  et  1876). 

Je  me  trouve  en  accord  à  peu  près  complet  avec 
M.  Poincaré  relativement  à  une  partie  de  son  Mémoire 
et  un  désaccord  absolu  relativement  à  l'autre  partie. 

Les  deux  Parties  dans  lesquelles  je  divise  le  Mémoire 
de  M.  Poincaré  traitent  de  questions  diflcrentes. 

Dans  la  première  Partie,  M.  Poincaré  se  propose  de 
déterminer  les  résidus  d'une  intégrale  double  de  la 
forme 

P(X,Y) 


// 


y(X.Y)K(X,Y)" 


où  P,  Q  et  R  désignent  des  fonctions  entières,  et  il 
donne,  sans  démonstration,  pour  représenter  ces  ré- 
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sidus,  (os  deux  intégrales  simples 


où  xeL  y  doivent  successivement  satisfaire  aux  équa- 
tious 

Q(:r,^)=o         et         R(:r,^)  =  <.. 

Je  retrouve  ces  formules  comme  applications  immé- 
diates de  la  règle  que  j 'avais  donnée  en  1 874  pour  former 
les   résidus  de  la  cubatricc  /  /  âX.  dY  d'une  surface 

F{X,Y,Z)^o, 
dans  le  parcours  d'une  courbe 

/(X.Y)=o 

le  long  de  laquelle  Z  serait  iniîni.  Maïs  ma  démonstra- 
tion ne  suppose  rien  rclativemeiH  aux  fonctions  P,  Q, 
R,  qui  peuvent  6tre  irrationnelles,  transe  en  dan  les,  ou 
uuïmedéfinies  implicitement.  D'un  autre  côtt-,  M.  Poin- 
caré  ne  dit  pas  entre  quelles  limites  il  faudrait  prendre 
respectivement  les  intégrales  J  et  Y  pour  obtenir  les  ré- 
sidus de  l'intégrale  double. 

M.  Poîncaré  rcdierclie  ensuite  les  périodes  des  inlé- 
tégrales  J  cl  J'.  Ces  périodes  se  rapportent  soit  aux  con- 
tours fermés  que  présenteraient  les  lieux  Q;=0,  R  =  o  ; 
soit  aux  points  doubles  des  courbes  Q  =  o,  R  ^^  o  et 
QR  =  o. 

Rien  à  dire  des  premières. 
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Quautaux  autres,  M.  Poincaré  les  exprime  de  la  ma- 
nière suivante  : 

i^ li^ 


"'«■"/(S)'-*?* 


seraient  respecUvemeal  les  périodes  de  Jet  de  J',  relatives 
anx  points  doubles  (a,  i)  deQ  =  oet  («',  6')deR^=  o; 
cl  Us  valeurs  de 


seraient  les  périodes  communes  àJeliif,  relatives  aux 
points  de  rencontre  (a",  £*)  des  deux  courbes  Q  ^  o  et 
R  =  o. 

M.  Poïncaré  ne  donne  non  plus  aucune  démonstration 
de  ces  formules  ;  mais  je  les  retrouve  immédiatement 
par  application  de  la  règle  que  J'avais  donnée  en  18^4 
pour  le  calcul  des  résidus  relatifs  aux  points  doubles. 

Sauf  quelques  points  de  détail,  l'accord  entre  M.  Poin- 
caré  et  moi  est  donc  à  peu  près  complet  jusqu'ici.  Je 
signalerai  cependant  ce  fait  que  M.  Poincaré  a  omis  les 
Tésîdus  qui  se  rapporteraient  aux  points  multiples  d'or- 
dres supérieurs. 

Mais  M.  Poincaré  croit  établir,  dans  la  seconde  Partie 
de  son  Mémoire,  cette  proposition  entièrement  neuve  et 
qui  aurait  une  portée  incalculable  ;  que  les  périodes  de 
l' intégrale  double  j  j  ^—r:  d\dY  seraient  exactement 
celles  des  deux  intégrales  J  et  3'  cumulées. 
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Il  est  facile  de  démuntrer,  par  un  exemple,  l'iiiexac- 
tiludc  de  cette  proposition. 
Je  prends  l'iolégr aie  double 

/■f/(X.Y)fM,X-t-N.Y)+/.(X,Y)(MXM-WY)_,^ 
JJ'  (MX-t-NY)(M,X-HN,V)  ' 

où  y^(X,  Y)  et  f,  (X,  Y)  sont  deux  polyiiàmes  quel- 
conques du  second  degré  ;  cette  intégrale  double  est  la 
cubatrice  de  la  surface 

7_    /(X.Y)  /.(X.Y) 

MX-t-NY       M,X-i-%,Y 

et  elle  est  la  somme  des  cubatrices  des  deux  surfaces 

7  _     /(X.Y)  /■(X.Y) 

MX-(-NY  M,X-hN,Y' 

qui  sont  deux  hyperboloïdes  (sauf  les  cas  particuliers). 
Chacune  des  deux  intégrales 

JJ  MX  +  NY  ./J  M,X  +  N,1 

a  donc  uiiu  période  et  ces  deux  périodes  appartiennent 
à  leur  somme. 

Or  les  intégrales  J  et  J'  relatives  aux  lignes 

MX  +  NY  =  o        et        M,X-+-N,Y  =o. 

calculées  par  la  formule  de  M.  Poincaré,  sont  rcspeclive- 


àXàY 
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iH  elles  ii'admettnnt  pas  de  périodes,  puisqu'elles  sont 
algébriques. 

La  fin  du  Mémoire  de  M.  Poîncaré  passe  mon  enlen- 
dement.  J'y  ti-ouve,  page  354  •It's  Acta  : 

a  Nous  avons  vu  que  l'intégrale  double    /  /  olf^ 

est  égale  à  l'intégrale  simple  abélienne  J^  3in    /  -^ 

J     ^ 
relative  à  la  courbe  algébrique  Q  ^^  a.  » 

Je  ne  comprends  pas  comment  une  intégrale  double, 
dont  la  valeur  numérique  dépend  d'un  coutour,  pourrait 
être  égale  à  une  intégrale  simple,  dont  la  valeur  numé- 
rique dépend  seulement  des  valeurs  extrêmes  d'une  seule 
variable. 

Je  sais  bien,  par  ce  qui  précède  dans  son  Mémoire, 
que  M.  Poincaré  croît,  à  tort  du  reste,  que  les  deux  in- 
tégrales, dont  it  s'agit  ici,  ont  les  mêmes  périodes.  Mais 
quand  même  il  en  serait  ainsi! 

Deux  intégrales,  même  de  même  espèce,  c'est-à-dire 
toutes  les  deux  simples  ou  toutes  les  deux  doubles,  se- 
raient-elles donc  égaies  par  cela  seulement  qu'elles  au- 
raient les  mêmes  périodes? 

Est-ce  que  les  quadratrices  d'une  même  courbe  placée 
successivement  de  diH'érentes  manières  dans  le  plan  de 
deux  axes  fixes  sont  égales?  Est-ce  que  les  cubatricea 
d'une  même  surface,  placée  successivement  de  différentes 
manières,  dans  l'espace,  par  rapport  à  trois  axes  fixes, 
sont  égales?  Et  cependant  la  permanence  des  périodes, 
dans  les  deux  cas,  a  été  démontrée  par  moi,  en  i853, 
ainsi  que  le  coiisUtc  le  Rapport  de  MM.  Caucliy  et 
Sturm,  présenté  à  l'Académie  en  i854- 

Au  reste,  un  exemple  simple  suffira  pour  montrer  que 
l'hypothèse  de  M.  Poincaré  est  inexacte. 
Ana.  de  Mathimal.,  3-  série,  l.  X.  (Février  .891.)  0 
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Je  prends  l'intégrait;  double 


-ir- 


<^uîesC  la  cubatrice,  transcendante,  d'un  hyperbotoïde  ; 
l 'intégrale  simple  correspondante,  J,  est  alors 


"/<' 


elle  est  algébrique  :  est-ce  que 


Quant  aux  conséquences  où  ces  prémisses  mènent 
M.  lioincaré,  je  ne  les  discuterai  pas,  parce  que  je  n'en 
saisis  pas  toujours  les  énoncés  et  qu'une  telle  discus- 
sion m'entraînerait  dans  des  détails  qui  ne  sauraient 
avoir  place  ici. 


SUB  II\E  COURBE  DEFI?(IE  PAR  LA  LOI  DE  SA  RECTinCATIOX; 

Par  m.  m.  d'OCAGNE, 
Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussé e^i. 


1.  Quand  on  observe  le  petit  nombre  des  courbes 
classiques  dont  l'arc  est  e^iprimable  au  moyen  des  fonc- 
tions élémentaires,  voire  des  fonctions  elliptiques,  ou 
même,  eu  général,  le  peu  de  simplicité  de  cette  erpres- 
sion  quand  elle  est  possible,  on  est  tente  de  recliercher 
quelles  sont  les  courbes  qui  présentent  les  lois  de  recti- 
iication  les  plus  simples. 

Une  idée  qui  se  présente  tout  naturellement,  pour 
préciser  la  question,  consiste  à  faire  correspondre  à 
chaque  point  de  la  courbe  un  point  d'une  droite,  sui- 
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vaut  une  loi  géométrique  simple,  et  k  déterminer  la 
courbe  par  ta  couditioa  que  l'arc  compris  entre  deux 
points  de  cette  courbe  soit  égal  au  segment  compn's 
entre  les  points  correspondants  de  la  droite. 

C'est  celle  idée  qui  a  déjà  donné  naissance  k  nos  re- 
cherches sur  les  courbes  que  nous  avons  appelées  ito- 
métriques  de  droites {'). 

La  loi  de  correspondance  la  plus  simple  consiste  à 
placer  les  points  correspondants  sur  des  droites  con- 
courantes. C'est  à  ce  cas  que  sont  consacrés  le  n"  5  de 
notre  première  Note  {^)  et  la  seconde  tout  entière. 

2.  Nous  allons  ici  examiner  un  nouveau  cas  qui 
présente  l'intérêt  de  pouvoir  être  traité  géomélrique- 
nent. 

Etablissons  entre  les  points  de  la  courbe  chercbée  et 
les  points  de  la  droite  que  nous  nous  donnons  le  mode 
de  correspondance  ainsi  défini  :  La  distance  entre  les 
points  correspondants  est  constante. 

Soient  B  un  point  pris  sur  la  courbe  cberchée,  A  le 
point  correspondaot  de  la  droite  d  donnée  ;  AB  étant  de 
longueur  constante,  si  la  normale  en  B  à  la  courbe  c 
coupe  au  point  N  la  perpendiculaire  élevée  en  A  à  la 
droite  d,  JV  est  le  centre  instantané  de  rotation  de  AB 
et  on  a  le  point  P  on  AB  touche  son  enveloppe  en  abais- 
sant de  N  la  perpendiculaire  KP  sur  AB.  Or,  si  rf(  B  )  et 
d{A)  sont  les  diil'crénti elles  des  arcs  décrits  par  les 
points  B  et  A,  on  a 

<f(B)  _  NB 
d{A) ~  NA' 

(')  Bulletin   de   la  Société    mathématique,   t.    XIII,   p.  71,   et 
l.  XVII,  p.  171. 
{')  A  l'endroit  cité,  pour  les  «pressions  (7),  (8)  et  (9)  de^,  on 

doit,  dans  le  second  terme  de  U  parentbtse,  remplacer  x  par  -. 
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et  puisque,  par  hypothèse,  ces  arcs  doivent  être  égaux, 


Le  triangle  IN'BA  étant  isoscèlc,  le  point  P  est  le  mi- 
lieu de  AB  et  PA  est  constant.  11  s'ensuit  que  l'enve- 
loppe de  AB  ou  le  lieu  de  P  est  une  tractrice  t  ayant  la 
droiie  d  pour  asymptote.  La  courbe  cherchée,  qui  est  le 
lieu  du  point  B,  s'obtient  donc  ainsi  :  Prendre,  sur 
chaque  tangente  à  une  tractrice,  le  sjmétritjue,  par 
rapport  au  point  de  contact,  du  point  où  cette  tan- 
gentn  coupe  l'asymptote  de  ta  courbe. 

La  courbe  ainsi  obtenue  appartient  à  la  catégorie  de 
celles  que  M-  Sylvesler  appelle  syntractrices  {')- 

Le  problème  se  trouve  ainsi  résolu.  Remarquons  en 
passant  que  notre  courbe  est  celle  qu'on  doit  faire  décrire 
à  l'exlrémîté  d'une  bielle,  dont  l'autre  extrémité  est  arti- 
culée à  une  tige  animée  d'un  mouvement  rectilîgne, 
{X)ur  qu'à  chaque  instant  les  deux  cxlrémités  de  la  bielle 
aient  même  vitesse,  en  grandeur. 

3.  Cette  courbe  peut  encore  se  déduire  de  la  trac- 
trit:e,  en  ne  faisant  intervenir  que  les  points  de  celle-ci 
et  non  ses  tangentes. 

A  cet  cllpl,  O  étant  un  point  fixe  quelconque  de  la 
droite  d,  prenons  le  symétrique  Q  de  O  par  rapport  à  P, 
puis  le  symétrique  C  de  Q  par  rapport  à  B.  Puisque 
OQ  =  aOP,  le  Hou  du  point  Q  est  homothétique  à  celui 
du  point  P  par  rapport  au  point  O  ;  c'est  donc  une  trac- 
trice 9.  D'ailleurs,  le  point  P  élaiit  à  la  fois  le  milieu  de 
Ali  et  le  milieu  de  OQ,  QB  est  parallèle  et  égal  à  OA, 
et  il  e»  est  de  môme  de  BC.  Par  suite,  OC  =  AB  et  le 

(')  Saluox,  Courbet  ptanei,  traduction  Chemin,  p.  4o5. 
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lieu  du  point  C  est  un  cercle  •(  de  centre  O  et  de  rayon 
égal  à  AB. 

Ainsi,  la  courbe  cherchée  c  est  te  lieu  du  milieu  d 'un 
segment  de  droite  parallèle  à  l'asymptote  d'une  iiac- 
trice  fl,  et  dont  les  extrémités  s' appuient  d' une  part 
sur  cette  traclrice,  de  l'autre  sur  un  cercle  y  ayant 
son  centre  sur  l'asymptote  et  un  rajon  égal  à  la  tan- 
gente constante  de  la  tractiice. 

On  doit  associer  les  points  du  cercle  y  et  de  la  Irac- 
trice  6  de  façon  qu'aux  extrémités  du  segment  de  droite 
QC  les  convexités  des  deux  courbes  soient  de  même 
sens. 

Ou  peut  dire  plus  simplement  que  la  courbe  cher- 
chée est  la  cowbe  moyenne  {')  de  la  Iractrice  0  et  du 
cercle  v  relativement  à  la  direction  de  l'asymptote  de 
la  tractrice. 

4.  Ce  mode  de  génération  résulte  immédiatement 
d'an  théorème  général  obtenu  dans  notre  première 
Note  sur  les  isométrïrpies  de  droite  (*). 

En  eHei,  si  du  point  A  comme  centre  on  décrit  avec 
AB  pour  rayon  un  cercle  qui  coupe  la  droite  rf  en  B, , 
l'arc  BB'  de  la  courbe  étant,  par  hypothèse,  égal  au 
segment  de  droite  AA',  l'est  aussi  au  segment  B,  B', .  Par 
suite,  la  courbe  cherchée  est  isométriqui^  de  la  droite  d 
par  rapport  au  système  formé  par  les  cercles  de  rayon 
AB,  c'est-à-dire  par  les  positions  successives  du  cercle 
ci-dessus  désigné  par  y  lorsque  sou  centre  décrit  la 
droite  d. 

Donc,  en  vertu  du  théorème  général  auquel  nous  ve- 
nons de  faire  allusion,  on  anra  la  courbe  cherchée  en 


(')  Bulletin  de  la  Sociiitc  malhématiqut 
{•)  Ibid.,  p.  73  m  '/,, 
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prenant  la  courbe  moyenne  du  cercle  y  et  d'une  quel- 
couque  des   irajeetoîres  orthogonales  du   système  qui 
vient  d'être  défini,  c'est-à-dire  de  la  tractrice  9. 

On  retrouve  ainsi  le  résultat  énoncé  au  numéro 
précédent. 

S.  Voici  encore  quelques  propriétés  géométriques  de 
la  courbe  qui  nous  occupe. 

La  détermination  de  son  centre  de  courbure  résulte 
d'un  théorùme  que  nous  avons  fait  connaître  deraière- 
ment  (*)  et  que  nous  rappelons  ici  : 

Si  en  chaque  point  P  d'une  courbe  quelconque  on 
porte  sur  la  tangente,  de  part  et  d 'autre  du  point  P, 
des  longueurs  égales  et  constantes  PA  et  PB,  les  cen- 
tres de  courbure  des  lieux  décrits  par  les  points  A  ef  B 
sont  en  ligne  droite  avec  le  point  P. 

L'application  de  ce  théorème  au  cas  qui  nous  occupe 
montre  (]ue  le  centre  de  courbure  Ù  répondant  au 
point  B  est  le  milieu  de  la  distance  du  point  B  au 
contre  de  courbure  correspondant  N  de  la  tractrice  Q. 


6.  Occupons-nous  maintenant  de  l'aire  de  la  courbe. 
Prenons,  à  cet  elTet,  pour  centre  G  du  cercle  f  le  point 
où  la  tangente  au  point  de  rebrousscment  R  de  la  trac- 
trice 9  rencontre  l'asymptote  d  de  celle  courbe. 

Puisque  le  milieu  du  segment  QC  parallèle  à  d  se 
trouve  Nur  la  courbe  c,  le  double  de  l'aire  comprise 
entre  la  courbe  c,  la  droite  OR  et  la  droite  QC  est  égal 
à  l'excès  du  demi-segment  de  cercle  RKC  sur  l'aire 
comprise  entre  les  mêmes  droites  et  la  tractrice  6.  On  a 


C)  AitociaCion  frnnçaise  pour  l'avancement  des  .Sciences,  1889. 
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donc 

aaireRKB  =  aireBKC  -  aireRKQ 

=  aireRKC  — (,aireR0?Q-aircK0îQ1. 

Mais  nous  avons  fait  voir  (')  que 

aireBOjQ  =  aireRKC. 

11  vient  donc 

aaireRKC  =  aireKO?Q. 

Or,  si  M  est  le  milieu  de  KC,  on  a 

g^  ^  KG       ^^_  KG       KG  -  KQ  _  KQ 

Par  suite, 

3aireMf>i6B=  aireKOfQ, 
et 

aireRKB  =  aireM/n&B. 

Lorsque  le  point  K  est  au-dessous  du  point  D  de  la 
courbe  c,  le  rectangle  Mmbh  représente  la  diU'érencc 
comprise  entre  la  demi-boucle  RD  et  le  triangle  mijEli- 
ligne  formé  par  les  droites  OR  et  QC  et  la  courbe  c. 
Cette  diBërence  tend  vers  zéro  lorsque  QC  tend  vers 
l'asymptote.  En  d'autres  termes,  l'aire  comprise  dans 
la  boude  de  la  courbe  c  est  égale  à  l'aire  comprise 
entre  cette  courbe  et  son  asymptote. 

7.  Soient  AB  et  A'B'  deux  positions  infiniment  voi- 
sines de  AB,  se  rencontrant  en  P.  Elles  coupent  la 
courbée  respectivement  en  M  et  en  M'.  Appelons  t  l'aire 
comprise  entre  AB  et  la  concavité  de  la  courbe  c,  ir, 
l'aire  comprise  entre  AB,  la  convexité  de  la  courbe  c 


C)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  iSSJ,  p.  554.  ' 
cbore  Coordonnées  parallèles  et  axiales,  p.  !fh. 
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et  l'asymptote  de  cette  courbe.  Nous  avons 


di  =  aire  M  PM  -aire 
rfi,:r.^-aireAMM'A'. 


d-}  —  rfj,  ^  aireMPM'—  airePBB' -+ 
=  airePAA'  — sirePBB', 


Mais  les  triangles  PAA'  et  PBB'  sont   équivalents, 
aux  infiaiment  petits  d'ordre  supérieur  près.  Par  suite, 

et  la  dijTérence  s-  — s-,  est  constante.  Or  nous  venons 
de  démontrer  que  cette  différence  est  nulle  lorsque  AB 
coïncide  avec  OR.  Donc 


c'est-à-dire  que  l'aire  comprise  entre  une  position  ijuet- 
conque  de  la  droite  AB  et  [la  concavité  de  la  courbe  c 
est  égale  à  l'aire  comprise  entre  la  droite  AB,  la  con- 
vexité de  la  courbe  c  et  l' asymptote  de  cette  courbe. 

8.  Revenant  au  problème  général  dédni  au  n"  1  de 
celle  Note,  nous  ferons  remarquer  que  la  solution  de 
ce  problème  se  ramène  toujours  à  une  quadrature 
lorsque  la  position  du  point  A  de  la  droite  d,  correspon- 
dant au  point  B  de  la  courbe,  ne  dépend  que  de  la  pro- 
jection du  point  B  sur  la  droite  d. 

En  ell'et,  en  prenant  la  droite  d  pour  axe  des  x,  on 
voit  que  l'équation  dillerenlîelle  du  problème  s'écrit 
alors 


-/Vf 
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9.  Le  problème  se  ramène  encore  à  une  quadrature 
lorsque  la  distance  du  point  A  au  pied  b  de  la  per 
pendiculaîre  abaissée  de  B  sur  la  droite  d  ne  dépend 
que  de  la  dislance  B£  du  point  B  à  cette  droite.  Mais, 
dans  ce  cas,  la  solution  peut  revêtir  une  forme  géomé- 
trique remarquable. 

Posons,  eu  tenant  compte  du  signe,  i  A  =  u,  et  sup- 
posons que  cette  longueur  soit  liée  à  l'ordonnée ÂB  ^=  y 
par  la  relation 

?(«.r)=o- 

Prenons  le  point  A  comme  origine  des  coordonnées, 
l'axe  des  X  étant  confondu  avec  la  droite  d  parcourue 
dans  le  sens  positif,  l'axe  des  Y  étant  perpendiculaire 
au  premier,  et  considérons  ta  courbe  dont  l'équation 
est 

?(-X,  Y)  =  o.     ■ 

Celte  courbe  s  coupera  la  courbe  chercbée  c  au  point 
B  et  la  droite  d  en  un  certainpoint  M. 

Lorsqu'on  passera  d'un  point  à  un  autre  point  B  de 
la  courbe  c,  la  courbe  s  glissera  parallèlement  à  d,  sans 
changer  de  forme,  en  engendrant  un  système  (i),  et 
la  distance  MA  restera  constante.  Mais  les  segments 
parcourus  par  A  sont,  par  hypothèse,  égaux  aux  arcs 
correspondants  décrits  par  B^  il  en  estde  même  des  seg- 
ments parcourus  par  M,  et  la  courbe  cherchée  est  iso- 
métrique de  la  droite  d  par  rapport  au  système  (s). 

Donc,  en  vertu  du  théorème  général  rappelé  plus 
haut,  la  courbe  cherchée  est  moyenne  par  rapport  à  la 
direction  du  la  droite  d  de  la  courbe  s  prise  dans  une 
quelconque  de  ses  positions,  et  d'une  quelconque  des 
trajectoires  orthogonales  du  système  (.<),  lesquelles  sont 
elles-mêmes  les  positions  successives  d'une  ni6me  courbe 
t  glissant  parallèlement  à  d. 
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On  a  ainsi  la  généralisation  de  la  solution  donnée 
au  n°  i. 

On  peut,  pour  simplifier  le  langage,  dire  que  les 
courbes  s  et  f  sont  conjuguées  orthogonales  par  rap- 
port à  la  direction  de  la  droite  d. 

I.e  résultat  précédent  s'énoncera  dès  lors  ainsi  : 

Si,  en  appelant  h  la  projection  de  B  sur  la  droite  rf, 
et  posant  AB  =  j,  &  A  =  «,  on  définit  le  mode  de  cor- 
respondance entre  les  points  A  e(  B  par  la  relation 
Y{«,J")^  o,  on  obtient  la  courbe  cherchée  en  prenant 
la  courbe  moyenne,  par  rapport  à  la  direction  de  la 
droiteddela  courbei^{ — x,y)^o  et  de  sa  conjuguée 
orthogonale  suivant  cette  direction. 

Si  la  relation  i^  a  la  forme  u^-f-j'  ^  R*,  on  retombe 
sur  le  cas  auquel  ^élé  consacrée  la  présente  Note. 

Si  elle  a  la  forme  y=^-r  tt*,  A  étant  une  constante, 
la  courbe  cherchée  est 


.  (- 


*  FA 


On  reconnaît  lîi  l'équation  de  la  courbe  de  poursuite 
lorsque  le  point  poursuivi  décrit  l'axe  des  x  et  que  le 
rapport  de  sa  vitesse  à  celle  du  point  poursuivant  est 
égal  à  A  —  I .  Lorsque  ft  ^  a,  on  retrouve  le  cas  traité  au 
n"  3  de  notre  première  Note,  pour  lequel  le  second 
terme  de  la  parenthèse  devient  égal  à v—  • 
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iniDE  GfieiÉTRIQUK  US  PROPRIÉTÉS  DES  CONIQIES 
D'APRÈS  LEUR  tSFINITION  C); 

Pa»  m.  l.  maleyx. 


IV.  Construire  tex  points  communs  de  deux  coniques 
situées  dans  un  même  plan,  ayant  un  diamètre  commun 
coHMu,  divisant  en  parties  égales  des  cordes  de  direc- 
tion donnée. 

Supposons  d'abord  deux  coniques  à  centre  ayant  In 
diamètre  commun  EF:  divisant  dans  .l'une  et  l'autre  en 


parties  égales  les  cordes  parallèles  à  AB,  la  position  du 
diamètre  étant  connue,  ainsi  que  la  direction  de  la  corde 

{As-  64)- 

Nous  pouvons  supposer,  en  outre,  la  première  co- 
nique déBnie  par  trois  points  M,  N,  P,  qui,  d'après  la 
propriété  du  diamètre,  en  font  connaître  trois  autres, 


(■)  Voir  i.  X  (.89.),  I 
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et  la  deuxième  par  irois  autres  points  M,,  N,,  P, . 
D'après  le  théorème  établi  au  n°  VI,  Chapitre  II,  nous 
pouvons  construire  un  cercle  O  passant  par  les  points 
réels  ou  imaginaires  E,  F,  où  la  première  conique  ren- 
contre le  diamètre  commun,  et  de  même  un  cercle  O, 
passant  par  les  points  G,  H,  où  la  seconde  rencontre  le 
même  diamètre. 

Si  A,  B,  C,  D  sont  ces  points  inconnus,  la  question 
se  ramène  à  déterminer  les  cordes  communes  AB,  CD, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  points  R  et  S  où  elles 
rencontrent  EF. 

Menons  par  les  points  M  et  M|  les  parallèles  à  AB, 
MK,  M,  K,,  coupant  EF  en  K  et  K,  ;  désignons  par  P 
ut  p  les  puissances  des  points  R  et  K  par  rapport  au 
cercle  O,  et  par  P,  et  pf  les  puissances  des  points  R  et 
K|  par  rapport  au  cercle  O,  ;  nous  aurons,  d'après  le 
théorème  de  Newton, 

AR*       MÏï'  _  AÏt'       AÎIk'  . 


d'où,  divisant  membre  à  membre, 


Le  rapport  des  puissances  du  point  R,  par  rapport 
aux  cercles  O  et  0,,est  donc  connu;  il  en  résulte  que 
le  point  R  et  le  point  S,  pour  lequel  il  en  est  de  même, 
se  trouvent  sur  un  cercle  ayant  même  axe  radical  avec 
les  cercles  O  et  O,  ;  ce  cercle  peut  être  construit,  comme 
on  l'a  fait  au  n"  VI,  Chapitre  II,  et  la  question  est  ré- 
solue. 

Considérons  actuellement  le  cas  où  l'une  des  coniques 
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est  une  parabole;  supposons  toujours  connu  le  diamètre 
commun  EZ  de  position  et  la  direction  des  cordes,  telles 
(jue  AB,  qu'il  divise  en  parties  égales  ifig-  65).  Suppo- 
sons la  parabole  dëânîe  par  deux  points  qui  en  déter- 
minent deux  autres,  d'après  la  propriété  du  diamètre;  il 
est  facile  de  construire  le  point  £  où  la  courbe  coupe  le 
diamètre,  car  it  est  le  centre  de  l'involutîon  déterminée 
sar  EZ  par  ses  points  de  rencontre  avec  les  couples  de 
côtés  opposés  du  quadrilatère  inscrit,  dont  les  sommets 

Fig.  65. 


w  déduisent  des  données,  son  conjugué  étant  à  l'infini. 
Les  points  G,  H,  où  la  seconde  conique  rencontre  EZ, 
sont  à  l'intersection  de  cette  droite  et  d'un  cercle  O,, 
qu'on  peut  construire,  si  l'on  connait  trois  points  de  la 
courbe,  comme  dans  le  cas  précédent. 

Menons,  par  le  [)oint  M  de  la  parabole  et  par  le  point 
M,  de  la  seconde  conique,  MK  et  M,  K,  parallèles  à  la 
direction  de  AB  et  coupant  EZ  en  K  et  K,,  et  proposons- 
nous  de  trouver  les  points  R,  S  où  les  cordes  coaimuncs 
parallèles  coupent  EZ. 

D'après  la  modification  du  tKéorème  de  Newton  éta- 
blie au  n"  I  du  présent  Cliapîtrc,  quand  ta  courbe  est 
ane  parabole  et  quand  l'une  des  sécantes  est  parallèle 
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au  diamètre,  nous  aurons 


i:t,  d'après  le  ibéorème  de  Newton  lui-même. 

âr'     ^     m7k|     _  mTkÎ 

RU  X  RG  ~  k,H  X  K,G  ~     Pi     ' 

si  p,    est  la   puissance  du   point  K|    par  rapport  a 
.ercleO,. 

Divisant  membre  à  membn-, 


a  étant  une  longueur  qu'on  pçut  construire. 

D'après  cela,  le  point  R  et  le  point  S,  sur  lequel  on 
peut  répéter  le  même  calcul,  appartiennent  au  lieu  des 
points  dont  la  puissance  par  rapport  au  cercle  O,  et  la 
distance  à  une  droite  quelconque  passant  par  E  (  perpen- 
diculaire à  EZ,  si  l'eu  veut),  comptée  parallèlement  à 
EZ,  sont  dans  le  rapport  a\  ce  lieu,  qu'on  a  déterminé 
d'après  le  tbéorètnc  II,  Cbapitre  II,  n"  I,  est  un  cercle, 
qui  peut  être  construit  et  dont  l'intersection  avec  EZ 
donne  la  solution  de  la  question. 

Enfin  les  deux  coniques  peuvent  être  deux  paraboles 
ayant  un  diamètre  commun. 

Supposons  que  ce  diamètre  soit  EZ,  divisant  en  parties 
égales  les  cordes  parallèles  à  AB  {Jlg-  66);  admettons  du 
reste  que  nous  connaissions  des  éléments  en  nombre 
suffisant  pour  déterminer  ces  deux  courbes;  nous  pou- 
vons supposer  connus  les  points  E,  E, ,  où  elles  rencon- 
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trent  £Z,  et  les  ordonnées  parallèles  à  AB  d'un  poiot 
<i«  chacune  d'elles,  soient  MK,  M|  K|.  D'après  ce  que 

Fi  g.  66. 


uons  avons  vu  au  d°  I  du  présent  Cliapîlre,  nous  aurons 
les  égalités  - 


ER    ^    KE 


AR    _  M,K, 
KiR  ~  E,K,  ■ 


Divisant  membre  à  membre, 


Le  secoud  membre  est  connu,  on  en  déduit  ta  position 
du  poiul  R,  connaissant  le  rapport  de  ses  distances  aux 
poiDts  E  et  E,  ;  la  seconde  sécante  commune  passe  à  l'in- 
tiui,  la  question  est  complètement  résolue. 

Rehirqde  iHPOiiTAi«TE.  —  Cette  question  peut  être 
utilisée  pour  déterminer  exactement  les  points  doubles 
virtuels  de  la  projection  sur  un  plan  de  l'intersection  de 
deux  quadriques. 

V.  Théorème  re  Caknot.  — Si  l'on  considère  uno 
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conique  et  un  triangle  situés  dans  un  même  plan,  la 
conique  rencontrant  en  deuK  points  chaque  côté  du 
triangle,  le  produit  des  six  segments  déterminés  sur 
chaque  côté  entre  un  sommet  du  triangle  et  ses  points 
de  rencontre  avec  la  conique,  ces  segments  étant  comp- 
tés dans  le  sens  du  mouvement  d'un  point  qui  parcourt 
le  périmètre  au  triangle  sans  rétrograder,  est  égal  au 
produit  des  six  segments  comptés  de  la  même  manière 
en  sens  contraire. 

Considérons  la  conique  de  i^Jîg-  67  coupée  par  les 
cotés  du  triangle  ABC  aux  couples  des  points  D  et  D,, 

Fig.  67. 


EetE,,  F  ctF);  par  un  point  O  du  plan,  menons  les 
transversales  PI*,,  QQ|,RR,  respectivement  parallèles 
aux  côtés  AB,  AC,  BG  du  triangle. 

D'après  le  théorème  de  Newton,  011  a  les  égalités 


AF  X  AF, 

OQxoy, 

BE  X  BE, 
iJD  X  BD, 

OR  X  OR, 
OP  X  OP. 

CPxCF, 

OQ>.^0Q, 
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multipliant  membre  A  membre, 


AFxAF,xGExCE,xBDxBD,  ~   ' 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Entre  autres  usages  de  ce  théorème,  on  peut  s'en  servir, 
quand  on  connaît  cinq  points  d'une  conique,  pour  dé- 
terminer le  second  point  de  rencontre,  avec  cette  courbe 
d'une  droite  quelconque  passant  par  l'un  des  cinq  points 
donnés. 


Propriétés  des  aonlqnsB  dont  les  points  communs 
appartiennent  i.  un  cercle. 

VI.  Soient  O  {_fig.  68)  une  conique;  A,  B,  C,  D 
quatre  points  communs  n  cette  conique  et  à  un  cercle; 


construisons   un   des  couples  de  sécantes  rectilignes, 
passant  par  ces  quatre  points,  soit  AC,  BD  se  coupant 

Sî  par  un  point  quelconque,  X,  du  plan  nous  menons 
les  parallèles  A3C1,  BjDi  aux  droites  AC  et  BD  res- 
pectivement, les  points  communs  Ai,  Bj,  Cj,  Dg  de  ces 
sécantes  avec  la  conique  appartiennent  à  un  même 
cercle. 
Ann.dt  Mathemat.,  3*térie,  l.\.  (Février  1B91.)  7 


,..,;,  Google 


(98  ) 
Eu  elliH,  d'a|»jès  le  lliiioroine  de  Ni'wtoii,  on  a  IVgs- 
lité 

XA.x  XC,  _  u,.\  X(oC 
X  lï,  X  X  b.  ~  loB  xiuD' 

mais,  d'après  une  propricti!  ooniiiie  dus  sécantes  au 
cercle,  le  second  mcmlnw  (;st  égal  à  i  :  donc  il  en  est  de 
même  du  premier;  dès  lors,  d'après  la  réciproque  de  cette 
propriété,  <]ui  est  vraie  et  aussi  euniiue,  la  proposition 
énoncée  est  évidente. 

En  second  lieu,  les  deux  sécantes  considérées  AC, 
BD  sont  également  inclinées  sur  l'un  des  axes  de  la 
courbe,  soïl  PQ, 

Pour  le  démontrer  traçons  la  sécante  A)  C,  parallèle 
à  AC,  et  Taisons  passer  par  A,  et  C|  un  cercle  dont  te 
centre,  9,  soîl  situe  sur  l'axe  PQ.  Ce  cercle  passera  par 
les  points  D, ,  B|  respectivement,  symétriques  de  A^  et 
Ci,  par  rapport  à  PQ;  la  droite  Bi  D)  sera  symétrique  de 
A,  C|  par  rapport  à  PQ  ;  ces  deux  droites  se  couperont 
sur  PQ  et  seront  également  inclinées  sur  cette  droite.  II 
suffit  donc  de  montrer  que  B|  D|  est  parallèle  à  BD  :  or 
cela  est  évident;  car,  si  nous  menions  par  B|  uue  paral- 
lèle à  BD,  le  second  point  de  rencontre  de  cette  droite  ei 
de  la  conique  appartiendrait  au  cercle  6,  d'après  ta  pro- 
position précédente,  ei,  si  ce  second  point  était  distinct 
de  D,,  c'est-à-dire  si  B,D,  n'était  pas  paratlèlc  à  BD,  le 
cercte  6  aurait  avec  ta  conique  cinq  points  communs  et  se 
confondrait  avec  elle,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypotlièse. 

It  résulte  de  ces  deux  théorèmes  : 

1°  (^ue,  si  les  points  communs  de  deux  coniijuessont 
situés  sur  un  cercle,  les  axes  de  cesconitfues  sont  paral- 
lèles aux  bissectrices  des  angles  d'un  de  leurs  systèmes 
de  sécantes  rectilignes  communs,  et,  en  conséquence, 
■parallèles  entre  eux  ; 

2°  Que,  si  un  des  sj  sternes  de  sécantes  rectilignes 
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communs  de  deux  coniques  est  composé  de  deux  droites 
également  inclinées  sur  l'un  des  axes  de  l'une  d'elles, 
tes  points  communs  des  deux  conii/ues  appartiennent  à 
un  même  cercle;  car  les  poinls  commuas  de  deux  paral- 
lèles à  ces  droites  menées  par  un  point  de  l'axe  avec  la 
cODJqne  correspondante  sont  symétriques  deux  à  deux 
par  rapport  à  cet  axe  et,  en  conséqueucc,  sur  un  même 
verrle  ; 

3°  Que,  si  deux  coniques  ont  leurs  axes  parallèles, 
leurs  points  communs  sont  situés  sw  un  cercle,  et  qu'en 
conséquence  leurs  couples  de  sécantes  communes  sont 
composés  de  droites  également  inclinées  sur  les  axes. 

Soient,  en  etlet,  deux  coniques  dont  on  suppose  les 
axes   parallèles,  et  se  coupant  aux  points  A,  6,  C,  D 

Faisons  passer  un  cercle  par  les  points  A,  B,  C,  et 
menons  par  le  point  B,  BR  parallèle  à  AC;  soit  encore 
PQ  l'un  des  axes  et  l'une  des  coniques,  ou  une  parallèle 

Fi  g.  69. 


à  cet  axe.  Si  le  cercle  passant  par  A,  B,  C  passe  égale- 
ment par  D,  le  théorème  résulte  des  propositions  pré- 
cédentes; mais  il  ne  peut  en  être  autrement,  car  s'il 
rencontrait  les  deux  coniques  en  des  points  dtirércuts, 
soient  D'  et  D",  les  trois  droites  BR,  BD',  BD",  issues  du 
même  point,  seraient  également  inclinées  suruile  même 
droite  PQ,  ce  qui  est  contradictoire  avec  un  théorème 
connu  :  U  proposition  est  donc  établie. 
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VII.  Construction  du  cercle  osculaleur  en  un  point 
d'une  conique.  —  Si  trois  des  points  communs  d'un 
cercle  variable  et  d'une  conique  fixe  viennent  se  réunir 
en  un  seul,  la  limite  du  cercle  variable  porte  le  nom  de 
cercle  osculaleur  de  la  conique  en  ce  point  C  [yîg^.  70). 

Dans  ce  cas,  les  trois  systèmes  de  sécantes  rectilîgnes 
qui  passent  par  les  quatre  points  communs  de  la  co- 
nique et  du  cercle  se  réduisent  à  un  seul  composé  de  la 
tangente  à  la  conique  au  point  d'osculatîon,  C,  et  de  la 
droite  i'Al  qui  unit  ce  point  au  quatrième  point  com- 
mun qui  en  reste  séparé.  Dès  lors,  en  construisant  la 
Ungente  Cl'  au  point  C  de  la  conique,  et  la  droite  CM, 
de  telle  sorte  que  les  droites  CM  et  CT  soient  également 
inclinées  sur  l'un  des  axes  de  la  courbe,  soit  PQ,  puis 


déterminant  le  point  Al,  où  CM  rencontre  la  conique, 
le  cercle  osculateur  sera  défini  par  les  conditions  d'être 
tangent  à  CT  en  C  et  de  passer  par  le  point  M. 

VIII.  Propriétés  de  certaines  sécantes  comntunes  au 
cercle  et  à  l'hyperbole  éçuilatère.  —  On  donne  te  nom 
d'hyperbole  ét/uitatère  à  celle  dont  les  asymptotes  sont 
rectangulaires  ;  il  en  résulte  que  les  axes  de  celte  courbe 
sont  égaux,  et  qu'il  en  est  de  même  de  deux  diamètres 
conjugués  quelconques  d'après  le  second  des  ibéorèmes 
d' Apollonius.  Dès  lors  le  parallélogramme  construit  sur 
deux  diamètres  conjugués  est  un  losange,  et  les  asym- 
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ptotes  qui  eu  sont  les  diagonales,  n"  XVII,  Cli.  J,  sonl 
bissectrices  des  angles  de  deux  diamètres  conjugués. 

On  donne  le  nom  de  cordes  supplémentaires  d^une 
conique  à  deux  cordes  unissant  un  point  de  ta  courbe 
aux  extrémités  d'un  même  diamètre.  Il  en  résulte  que 
deux  cordes  supplémentaires  d'une  conique  sont  tou- 
jours parallèles  à  deux  diamètres  conjugués,  ceux  qui 
unissent  le  centre  au  milieu  de  chacune  de  ces  cordes, 
et  de  là  que  deux  cordes  supplémentaires  d'une  hyper- 
bole équîlatère  sont  également  inclinées  sur  les  asym- 
ptotes. 

De  ces  définitions  ou  propositions,  et  de  celles  sur  les 
sécantes  à  une  conique  et  à  uu  cercle  on  peut  déduire  la 
proposition  suivante  : 

Théobème.  —  Si  l'une  des  sécantes  communes  à  un 
cercle  et  à  une  hyperbole  équilalère  passe  par  le 
centre  de  l'hyperbole,  la  sécante  associée  passe  par  le 
centre  du  cercle. 

Soient  A,  B,  C,  D  quatre  points  communs  à  l'hyper- 
bole équilalère  dont  les  asymptotes  sont  PQ  et  RS,  et  à 
un  cercle  {fig-  T*)\  ^B  plus,  supposons  que  la  sécante 
AD  passe  par  le  centre  O  de  l'hyperbole. 

Menons  AX,  AY  respectivement  parallèles  aux  asym- 
ptotes PQ,  RS;  ta  bissectrice  AZ  de  l'angle  XAY  est 
parallèle  à  un  des  axes  de  la  courbe  et  fait  avec  AY  un 
deraî-angle  droit.  Prolongeons  C  A  suivant  AL,  BA  sui- 
vant AM,  et  menons  AN  parallèle  à  CD  ;  AN  étant  pa- 
rallèle à  la  corde  CD  supplémentaire  de  CA,  AN  et  AL 
font  des  angles  égaux  avec  AY,  d'oùNAY  =  YALi  AB 
et  CD  étant  deux  cordes  communes  de  l'hyperbole  et 
du  cercle  sont  également  inclinées  sur  les  axes  ;  il  en  ré- 
sulte que  AM,  prolongement  de  BA,  et  AiN,  parallèle  à 
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eu,  font  des  angles  ^gaux  avec  AZ,  et  ZâN  =  ZÂM. 
Ajoutant  membre  à  membre 


ZAN  +  NAY  =  ZAM  h-  YAL, 


et  le  premier  membre  étant  égal  à  un  demi-droit,  la 
somme  des  deux  membres  est  égale  à  un  angle  droit; 


donc  MAL  =  CAB  =  i  droit,  et  le  cercle  circonscrit  au 
quadrilatère  ABCD  a  son  centre  sur  BC,  ce  qu'on  vou- 
lait démontrer. 

(^  suivfe.) 


ERRATA  AUX  TABLES  W  LOGARITDMES  DE  SCRRON. 


Log.  de  17139,  a 
Log.  de  iSigi,  a 


lieu  de  ^hh,  titez  9835. 
lieu  de  g83g,  litei  gSJg. 
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KecueiL  d'exercicbs  suk  le  Calcul  inriMTÉsiHAL, 
par  F.  Frenet,  Professeur  honoraire  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Lyon.  5'  édîtion,  i  vol.  ia-8,  iiiv-536  jiages. 
Paris,  Gauihier-Vitlars  et  fils;  1891. 

La  succession  régulière  des  éditioDS  d'uD  Livre  de  cette  na- 
ture suffit  à  l'éloge  de  son  auteur.  Ce  Recueil,  au:iiliaire  de 
l'enpeigneinent,  n'a  pu,  en  effet,  conserver  la  place  conquise 
dés  l'abord  que  grâce  aux  continuels  et  laborieux  perfection- 
nements apportés  à  l'œuvre  par  son  auteur  pour  la  jtenir  au 
niveau  des  exigences  de  plus  en  plus  grandes  des  programmes 

C'est  ainsi  que  ses  dimensions  ont  presque  triplé  depuis  son 
apparition,  qui  remonte  à  i856, 

La  précédente  édition,  notamment,  avait  réalisé  un  progrès 
marqué  sur  les  précédentes  par  l'addition  de  questions  nom- 
breuses relatives,  surtout,  à  l'intégration  des  équations  aux  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre.  Mais,  en  même  temps,  une 
lacune  commençait  à  s'y  manifester,  résultant  de  la  place  nou- 
velle et  de  plus  en  plus  large  faite  chaque  jour  à  l'étude  géné- 
rale des  fonctions,  et  spécialement  des  fonctions  elliptiques, 
dans  l'enseignement  de  l'Analyse  infinitésimale. 

Cette  lacune  est  aujourd'hui  comblée,  grâce  à  un  Appendice 
étendu,  composé  par  M.  Laurent,  examinateur  d'admission  à 
l'École  Polytechnique. 

Cet  Appendice  présente  un  heureux  choix  de  nombreux 
exercices  sur  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  imagi- 
naire, sur  le  calcul  des  résidus,  sur  les  fonctions  6,  H  et  sur 
les  fonctions  elliptiques.  Il  comprend  en  outre  des  problèmes 
sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  et  sur  les  équations 
aux  différentielles  totales.  Enlin  le«  solutions  de  ces  diverses 
questions  sont  précédée*  de  plusieurs  Tableaux  présentant  la 
réunion  de  toutes  les  formules  importante:  qu'on  rencontre 
dans  l'élude  de»  fonctions  elliptiques. 
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Ainii  earïchi  eocore  par  ces  additions  aouvellei,  le  Recueil 
de  M.  Frenet  conservera  la  place  iocontestée  qu'il  occupe  au 
premier  raog  parmi  les  Ouvrages  classiques  pour  l'étude  des 
hantes  Mathématiques.  t.  C. 


CONCOURS  fifiNfilUL  M  1890. 


MATB^ATIQURS  SPiciALKB. 
Mathémat  iquei. 

Od  donne  une  surface  du  second  ordre  S,  ud  point  fixe  A 
sur  cette  surface  et  une  conique  C  située  dans  un  plan  P. 

Les  trois  droites  qui  joigoent  le  point  A  aux  sommets  A|, 
A),  A|  d'un  triangle  T  situé  dans  le  plan  P  rencontrent  res- 
pectivement la  surface  S  en  des  points  ai,  at,  a^  autres  que  A. 

I*  Démontrer  que  le  plan  a^axat  passe  par  un  point  fine  M 
quand  le  triangle  T  se  déplace  dans  le  plan  P  en  restant  con- 
jugué par  rapport  à  la  conique  C, 

a*  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  M,  quand  la  conique 
C  varie  en  restant  circonscrite  i  un  quadrilatère  donné. 

3°  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  même  point  M,  quand  la 
conique  C  varie  en  restant  inscrite  dans  un  quadrilatère  donné. 


I.  Densité  des  gaz.  Expliquer  comment  l'étude  complète  de 
la  densité  d'un  gai  peut  dispenser  de  l'étude  de  sa  dilatation. 

II.  Avant  les  mesures  précises,  on  pouvait  hésiter,  pour  re- 
présenter la  loi  de  la  réfraction,  entre  la  formule  sini  =  nsior 
et  des  formules  analogues,  telles  que  t  =  nr,  tang  (=  n  tangr. 
Reprendre  complètement  la  théorie  du  prisme  en  substituant 
ces  dernières  formules  k  la  formule  enacte. 

Reconnaître,  en  particulier,  si  la  propriété  du  minimum  de 
déviation  subsiste  toujours,  et  déterminer  le  foyer  du  prisme. 
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ChimU. 

f.  Acide  sulfureux..  Préparation.  Propriétés.  Décrire  les  réac- 
tions où  cet  acide  intervient,  soit  directement,  soit  par  ses 
sels,  dans  la  préparation  des  différents  composés  oxygénés  du 
soufre  (abstraction  faite  de  tous  détails  de  préparation  iadvs- 
irielle). 

II.  On  chauffe  avec  un  excès  d'acide  sulfurique  concentré 
3c,3ao  d'oxalate  neutre  de  potasse. 

Le  produit  gazeux  de  la  réaction  est  dirigé  dans  une  enceinte 
en  verre,  close,  communiquant,  d'une  part  arec  un  manomètre 
à  mercure,  d'autre  part  avec  un  matras  en  porcelaine  vernie  i 
l'intérieur,  contenant  ao*'  de  chaux  vive  et  ao*'  de  carbonate 
de  chaux. 

L'espace  total  offert  aux  gas  est  de  l'^.Boo. 

On  demande  quelle  sera  la  force  élastique  finale  et  la  com- 
position du  gai,  l'enceinte  étant  maintenue  à  o°  et  le  matras 
en  porcelaine  étant  chauffé  à  860°. 

On  ne  tiendra  pas  compte  de  la  dilatation  du  gai  contenu 
dans  le  matras  chauffé  à  860*,  le  volume  de  ce  gai  étant  asseï 
petit  par  rapport  à  la  capacité  de  l'enceinte  pour  que  cette 
correction  soit  négligeable. 

La  formule  de  l'oxalate  neutre  de  potasse  est  C^O*,aKO. 

La  tension  de  dissociation  du  carbonate  de  chaux  à  890°  est 
85—. 

L'équivalent  du  potassium  est  39. 

fil.  L'action  de  l'eau  sur  un  équivalent  de  trichlorure  de 
phosphore  dégage  63**', 6;  celle  de  la  potasse  étendue  sur  un 
équivalent  de  trichlorure  de  phosphore  dégage  t33**',4;  celle 
de  la  potasse  étendue  sur  un  équivalent  d'acide  cblorhydrique 
étendu  dégage  i3°*',7. 

On  demande  la  chaleur  de  formation  k  l'état  dissous  du 
phosphite  bipotassique. 

PHILOSOPHIE. 

Mathimatiq  uet . 
t.  Or  donne  quatre  points  A,  B,  C,  D  situés  sur  la  circonfé- 
rence d'un  cercle  O.  On  prend,  dans  le  plan  du  cercle  O,  un 
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le  cercle 


dtcrit  la 

cercle  O. 

3*  Trou 


(  •oli  ) 
ène  le  cercle  circonscrii  au  triangle  PAB,  et 
triangle  PCD  ;  ces  deux  cercles  se  cou- 
P  et  en  un  autre  point  Q. 

le  lieu  décrit  par  le  point  Q  quand  le  point  P 
ite  donnée  dans  le  plan  du  cercle  0. 

point  Q  quand   le  point  P 


inférence  d'un  cercle 


l'er  la  ligne  sur  laquelle  devrait  resti 
pour  que  les  cercles  circonscrits  aux  triangles 
fusscDt  toujour*  tangents,  quelle  que  soii  la  po^i 
P  sur  cette  ligne. 


le   plar 

r  le   point  P 
PAB,   PCD 


II.  On  do 
point  de  con 
est  égal  à  a, 


nne  deux  cercles  tangents  intérieui 
tact  est  0;  le  diamètre  OA  du  plus  gi 
le  diamètre  ÛB  de  l'autre  cercle  est  égal 


b.  A 


cercle  on  fait  cor- 
)ce  du  second  cercle  tel 
er  le  point  P  de  fafon 
PQ  soit  la   plus  grande 


de  la  circonférence  du  pre 
respondre  un  point  Q  de  la  circonfére 
que  l'angle  POQ  soit  droit.  Détermii 
C|ue  la  distance  du  point  0  à  la  droite 

possible. 

IIATHÉUAT1QDE9  ÉLÉITBNTAIRKS. 

Mathématiques  et   Mécanique. 

1.  A  tout  point  M  d'une  parabole  on  fait  correspondre  un 
point  m  déterminé  comme  il  suit  : 

Soit  N  le  point  de  rencontre  de  la  normale  en  M  a  la  para- 
bole avec  l'axe  de  celte  parabole;  soit  P  le  point  de  rencontre 
de  la  perpendiculaire  à  la  normale  M.'V  menée  par  le  point  \ 
et  de  la  parallèle  A  l'axe  de  la  parabole  menée  par  le  point  M. 
Le  point  m  est  le  point  de  rencontre  de  la  normale  MN  avec 
la  perpendiculaire  à  l'axe  de  ta  parabole  menée  par  le  point  P. 

Cela  posé,  trouver,  dans  chacun  des  quatre  cas  suivants,  le 


lieu  du  point  n 
d'une  parabole. 

1°  Le  point  M  est  fixe,  et  l'oi 
qui  passent  par  ce  point  M  e 
donné  F. 

a°  Le  point  M  est  lixe,  et  l'oi 
qui  passent  par  ce  point  M  > 
droite  donnée  DD'. 


D  point  M 


isidére  toutes  les  paraboles 
i   ont  pour  foyer  un  point 


e  toutes  les  paraboles 
.  pour  directrice  une 
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3*  Le  point  M  est  mobile  sur  uoe  droite  donnée  TT'  et,  pojr 
chaque  position  du  point  M,  on  considère  la  parabole  qui  est 
tangente  à  la  droite  TT'  en  ce  point  et  qui  a  pour  foyer  un 
point  donné  F. 

J*  Le  point  M  est  mobile  sur  une  droite  donnée  TV,  et, 
pour  chaque  position  du  point  M,  on  considère  la  parabole 
qui  est  tangente,  en  ce  point,  à  la  droite  TT',  et  qui  a  pour 
directrice  une  droite  donnée  DD'  située  dans  un  plan  qui  con- 
tient la  droite  TT'. 

IL  On  donne  un  losange  0\CB;  par  le  sommet  C  on  mène 
une  droite  quelconque  qui  rencontre  la  droite  0\  eu  un  point 
D  et  la  droite  OB  en  un  point  E.  On  mène  les  droites  AE,  BD, 
et  l'on  désigne  par  la  lettre  M  leur  point  de  rencontre. 

1*  Montrer  que,  quand  la  droite  DCE  tourne  autour  du 
pointe,  le  point  M  décrit  une  courbe  fermée,  circonscrite  au 
triangle  OAB,  et  construire  la  tangente  au  point  A  et  la  tan- 
gente au  point  B  à  cette  courbe. 

%'  Soit  6  l'angle  donné  AOB;  soit  X  l'angle  variable  formé 
par  la  droite  mobile  CD,  prise  dans  le  sens  CD,  avec  la  droite 
rix«  flC,  prolongée  au  delà  du  point  C  dans  le  sens  BC.  On 
■appose  d'abord  l'angle  X  compris  entre  o°  et  i8o°^6,  et, 
dans  ce  cas,  on  désigne  par  a  l'angle  BAM  et  par  ^  l'angle 
ABM  ;  former,  dans  ces  conditions,  l'équation  qui  lie  les  angles 
variables  a,  X  et  l'angle  6,  et  l'équation  qui  Ile  les  angles  p,  X 
et  6.  Indiquer,  dans  le  cas  où  X  est  compris  entre  i8o°—  6  et 
i8o°,  quelle  signification  il  faut  donner  aux  lettres  a  et  ^  pour 
que  les  équations  trouvées  dans  le  cas  de  X  compris  entre  o'et 
l8o°  —  Osaient  encore  applicables. 

Former  l'équation  qui  lie  a,  ^,  et  l'angle  donnée  6,  quel  que 
soit  X. 

Calculer,  en  fonction  de  B,  les  valeurs  de  a  et  de  ^  qui  satis- 
font au  système  d'équations  composé  de  l'équation  entre  a,  ^ 
et  8,  trouvée  ci-dessus  et  de  l'équation  «  h-  p  =  6.  —  Cas  d'in- 
détermination. Interprétation  géométrique. 

SECONDE. 

Algèbre  et  Géométrie. 
I.  Résoudre  l'équation 

4j«  a? a* _      6a 
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II.  Un  losange  ABGD,  dont  les  diagonales  AC  et  BD  ont 
pour  longueur  respective  aa  et  a,  est  la  base  d'un  prisme 
droit  illimité  :  sur  les  arêtes  latérales  de  ce  prisme  on  porte, 
dans  le  même  sens,  les  longueurs 

AA'  =  3a,        BB'=4<i,        CC'=o. 

I*  Calculer  le  volume  du  solide  compris  entre  le  plan  des 
points  A',  B',  C  et  la  base  du  prisme. 
3*  Évaluer  la  surface  totale  du  même  solide. 


Arithmétique,  Algèbre  et  Géométrie. 

I.  Quelle  est  la  plus  petite  valeur  de  la  différence  entre  deux 
nombres  entiers  qui  sont  l'un  multiple  de  ]o5,  l'autre  multiple 
de5o4r 

Quels  sont  les  deux  nombres  dont  la  différence  répond  k 
l'énoncé,  et  qui  ont  i  a^o  080  000  pour  somme  de  leurs  carrés? 

II.  Ou  considère  le  quadrilatère  inscriptible  convexe  ABCM  : 
les  sommets  ABC  sont  fixes,  mais  le  sommet  M  est  mobile. 

I*  Trouver  le  lieu  géométrique  du  point  de  rencontre  P  des 
droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés. 

3*  Déterminer  les  positions  limites  dn  point  P,  et  calculer 
la  longueur  du  chemin  parcouru  par  ce  point  pour  passer  de 
l'une  de  ces  positions  à  l'autre.  On  désignera  par  a,  b,  c  les 
longueurs  des  c&tés  du  triangle  ABC  et  par  a,  p,  f  ses  angles; 
toutes  ces  quantités  sont  connues. 
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l»ÉM«\STRAT)eN  DU  THÉORÈME  fONBAMENTAL 
DE  LA  THBORrS  DES  liQUATIOKS; 

Pau  m.  E.  CARVALLO, 
El  a  m  laateur  d'admission  i  l'École  Polytechnique. 


TstoKÈME.  —  Toute  équation  entière  J\z)^  o  a 
une  racine. 

M.  Ainigues  a  donné  récemment  une  démonstration 
habile  de  ce  théorème  (  *  ).  Dans  le  fond,  la  méihode  est 
celle  de  Caucliyj  l'înlérét  de  la  nouvelle  démonstration 
est  d'<ïtre  purement  algébrique  et  de  ne  pas  iniroduirv 
la  Trigonométrie.  Dans  une  voie  opposée,  il  importe  de 
rechercher  la  forme  la  plus  simple  pour  les  élèves.  Je 
propose  la  suivante. 

La  fonction  [mody(z)]'  est  toujours  positivei  elle  est 
Gnie  et  continue  pour  les  valeurs  finies  de  z  et  croit 
iDdéfiaiment  avec  z  i  donc  elle  a  au  moins  un  iniui- 
mum.  Je  dis  que,  pour  ce  minimum,  on  a  f{z)^o. 
Pour  cela,  il  suffit  de  prouver  que  ce  minimum  n'est 
pas  atteint  tant  que  f(z)  n'est  pas  nul.  C'est  sur  rc 
dernierpoint  que  gtortela  simplification  que  j'^  propose, 

Soitz^X-{-yi  une  valeur  qui  n'annule  faaj\z), 
ïi=  j:  — ^1  l'imaginaire  conjuguée  de  s, y,  la  fonction 
conjurée  de^,  c'est-à-dire  celle  que  l'on  déduit  du  po- 
lynôme y  en  i-cmplaçant  tous  les  coefficients  par  leurs 
conjugué9;y,(Z|)  sera  l'imaginaire  conjuguée  de^'(=). 
On  aura  donc 

[mod/(»)l>=/(3)/,{.!,)=F(s,-î.). 

(')  Comptes  rendui,  t.  CXEI  ;  a'i  janvier  iRgi. 

Aan.  de  Mathémal.,  3*  série,  t.  X.  (Mars  1891.)  S 
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Je  donne  à  z  un  a  ce  ru  issu  m  dit  i^;  Zi  prend  t'ai-crois- 
seuicnt  conjugué  Ç,,  L'ai:c:roissi:inent  de  F  sera  donné 
par  la  formule  de  Taylor  à  deux  variables 

=2^[ï'/''(»)/.(«i)-4-...+cî/î(îi)/(*)i- 

Daiis  ce  développe inenl,  soit  ^"(z)  la  première  déri- 
vée dey"{z)<]ui  ne  s'annule  pas  ;y^(s,)  sera  la  première 
dérivée  dey,  (zi)  qui  ne  s'annule  pas.  Dès  lors,  tous  les 
termes  qui  précèdent  le  terme  de  rang  n  sont  nuls;  de 
plus,  celui-ci  se  réduit  à  la  somme  des  deux  termes  ex- 
trêmes du  crochet,  savoir  Ç''/"(r)/,(zi)-l-Ç^/î(z,)/(z); 
c'c-sl  la  somme  de  deux  imaginaires  conjuguées.  Soient 
(p,  b)),  {a,  a),  {h,  ^)  les  modules  et  les  arguments  de  t^, 
^"(z)cty,  (r,).  Le  premier  terme  Ç"y^(r)y,  (s,)  aura  pour 
module  ^"ab  et  pour  argument  nu  +  <x  +  |3-  Dans  la 
somme  de  ce  terme  avec  son  conjugué,  les  parties  ima- 
ginaires se  détruisent  et  les  parties  réelles  se  doublent 
pour  donner  2p"ni  cos(nw  +  a-t- p).  On  a  donc 

lF  =  ^co,(,»-,-, +  »+.... 

Dans  cette  somme,  on  peut  disposer  de  ta,  de  façon 
que  l'on  ait  cos(«(D-t-a-|- p)^  —  i;  puis  on  pourra 
pr«ndre  p  assez  petit  pour  que  le  premier  terme  donne 
son  signe  à  la  somme,  c'est-à-dire  le  signe  { — ).  L'ac- 
croissement AF  est  alors  négatif.  Donc  la  valeur  consi- 
dérée de  [mod/(s)]*,  dïiTérente  de  zéro,  n'est  pas  un 
minimum.  c.  q.  f.  d. 
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SUR  LES  EQUATIONS  ILGGBRIOl'ES; 

Par  m.  Damel-E.  Jr-VYIÎR, 
Ingénieur   des  Ponts   cl   Chaussées. 


La  présente  Note  a  pour  objet  : 

i"  La  démoustration  d'un  théorème  sur  les  ractiics 
des  équations  dans  un  cas  particulier; 

a"  L'indication  d'une  métliode  pour  le  eatcul  appro- 
clié  des  racines  d'une  équation. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

Th^.orème.  —  Si,  dans  une  équation  algéhriqut!,  h 
coefficients  réels  ou  imaginaires,  il  existe  un  terme 
d'exposant  A,  dont  le  coefficient  ait  une  valeur  abso- 
lue (ou  un  module)  plus  grand  t/ue  la  somme  des  va- 
leurs absolues  (ou  des  modules)  des  autres  coi-fficicnts, 
l'équation  donnée  admet  m  —  k  racines  dont  les  va- 
leurs (ou  les  modules)  sont  supérieurs  à  i,  et  l;  racines 
dont  les  valeuis  {ou  les  modules)  sont  inférieurs  à  i . 

Pour  le.  démontrer,  écrivons  l'éijuatiou  sous  la  foniie 

vL  considérons  d'abord  le  cas  où  ^,,^1,  . . . ,  t:,,^.,  . ,  . 
sont  des  quantités  toutes  réelles,  positives,  i-t  dont  la 
somme  est  égale  à  1 , 

Imaginons  un  jeu,  auquel  preunent  part  m  joueurs, 
avec  des  cliances  de  gagner  cliaque  partie,  dilTérentes 
pour  chacun  d'eux  et  respectivement  égales  à 

Pi>    Pt,     •■■,    Pi,    ■T|,     Si,     ...,    n,„,*-. 


1.;.  Google 


(  ,12) 

Ils  conviennent  que,  à  cliaque  partie  gagnée  par  un  des 
k  premiers  joueurs,  la  cagnotte  lui  devra  une  somme 
égale  à  I ,  si  c'est  le  premier  joueur,  2  sî  c'est  le  second, 
. . .,  A:  si  c'est  le  k""*,  et  que,  au  contraire,  à  cliaque 
partie  gagnée  par  un  des  derniers  joueurs,  celui-ci  de- 
vra à  la  cagnotte  une  somme  égale  à  1  si  c'est  le 
(A--(-i)'™*,  a  si  c'est  le  (Ar-Ha)'™',  .. .,  m  —  A- si  c'esi 

Le  jeu  s'arrêtera  quand  la  fortune  de  la  cagnotte 
aura  atteint  ou  dépassé  H-  P  ou  —  Q. 

11  est  clair  que,  dans  ces  conditions,  le  jeu  peut  unir 
de  ni  façons  dillérentes. 

En  effet,  si  la  cagnotte  arrive  aux  valeurs  négatives 
fixées  pour  la  fin  du  jeu,  cette  éventualité  peut  se  réa- 
liser de  A  façons  différentes,  soîtque  la  fortune  de  la  ca- 
gnotte devienne  exactement  égale  k  — Q,  soit  que, 
après  avoir  atteint  la  valeur  —(Q  —  1),  elle  soit  portée 
par  un  succès  du  A'*"«  joueur  à  — (Q  +  A  —  i),  soii 
iju'elle  atteigne  une  des  valeurs  intermédiaires  entre  ces 
deux  extrêmes. 

Et,  de  même,  si  c'est  par  les  valeurs  positives  tic  la 
cagnotte  que  le  jeu  finit,  cela  peut  se  réaliser  de  m  —  k 
façons  diflérenles,  soit  que  la  valeur  finale  atteigne  F,  ou 
P-Hi,  ou(P-r-a),  . .  . ,  ou  (P  +  m  —  A  — 1). 

Clierclions  l'espérance  mailiématique  d'un  parieur 
qui  doit  recevoir  1^',  si  l'une  de  ces  m  solutions,  qu'il  a 
choisie,  se  réalise. 

Si  nous  désignons  par  x  la  fortune  de  la  cagnotte,  an 
moment  considéré,  et  pary(x)  l'espérance  clierciiée,  on 
voit  d'abord  que/(x)  est  défini  par  la  relation 

-i-ii,/(:r-n)  +  Tr,/(a:-Ha)H-...  +  7:„_i/(:r-i-m_X-). 
Appelons  <x, ,  ^ïi  ■  ■  ■  -,  ^m  l<^s  m   racines  de  l'équation 
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algébrique 

'  =  -fî  +  ^  +-.■+  ^  -*-«,Jf-t-n,a:'-t-...-h7r„-tiF''^i 

il  est  aisé  de  vériGer  que  l'expression  A|a^,  où  Â|  est 
nne  consume  arbitraire,  satisfait  à  l'équation  aux  dif- 
férences  finies  qui  donne  la  valeur  dey(x).  On  a,  de 
même,  une  seconde  solution  AiCtj,  ...  et,  en  écrivant 

/(!«f)=A,aî  +  A,5[î-H...4-A„aS. 

on  a  la  solution  complète,  puisqu'elle  contient  autant 
de  constantes  arbitraires  A,,  A,,  ...,  An  que  nous 
avons  de  données  pour  déterminery(x). 

Supposons  que  la  combinaison  choisie  par  le  parieur 
et  dans  laquelle  il  doit  recevoir  i''  soit  celle  où,  à  la  fin 
du  jeu,  la  cagnotte  atteindra  exactement  +  P.  Les  con- 
stantes A|,As,  . ..,  An  seront  déterminées  parles  rela- 
tions 

I  =A,a?-HA,a;-i-...-4-A„«S„ 

o  =  A,a'î^'i+ A,AÏ'*-'i  +  . . .+ A™{a™f+', 


o  =  A,»*+'»-*-»^- A,*','+"-*-'i-H. . .+ A™(a„)''+"-*-', 

o  =  A,i7«-i-A,a70-i-...-t-A„i«-«, 

O  =  A,A7f0+'l-HA,a7<»*"-l-...-(-A„a;;'«*", 

o  =  A,a7'«**-'l-(-A»<0**-"-t-...-HA™a-'«+*-", 

qui,  en  supposant  connues  les  racines  ot,,  a,,  ..  .,«,„, 
sont  des  équations  du  premier  degré  par  rapport  auic 
constantes  à  déterminer. 

On  peut  résoudre  ces  équations,  remplacer  A,,  Ai,..., 
An  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  ai,  Kj,  . , . ,  otn  et 
l'on  aura  l'expression  dey(j:)  en  fonction  de  «i,  xj, ..., 
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Or,  il  vsi  (.-vitlciit,  d'apivs  lus  données  du  problème, 
que,  quelli;  i|iie  soîl  la  valeur  de  j-,  comprise  enlpe  +  P 
el  —  Q>y^(-'^)i  t]ui  représente  l'espérance  matliématîque 
du  parieur,  ;i  une  valeur  réelle,  positive  et  pins  petite 
([ue  I ,  Cela  est  vrai,  quels  que  soient  P  et  Q. 

Si  l'on  fait  Q  infini  en  valeur  absolue,  lu  problème 
de  probabilité  conserve  une  sîgniGeation  précise.  Cela 
veut  dire  que  le  jeu  durera  jusqu'à  ce  que  la  fortune  Ar 
la  cagnotte  atteigne  ou  dépasse  P,  sans  limitation  des 
valeurs  négatives  par  lesquelles  elle  peut  passer.  Il  y  a 
encore  m  —  fi  éventualités  possibles  pour  la  fni  du  jeu, 
de  P  à  (P  +  /H  —  k  —  i)  Qt  f(x)  représente  encnre 
l'es|nTaiKe  mathématique  du  parieur  qui  recevra  l'^si 
la  cagnotte  atteint  exactement  P\f(x)  est  encore  une 
quantité  réelle,  positive  et  plus  pelite  que  i. 

Je  dis  (m'il  faut  pour  cela  que,  dans  l'expression  de 
/(x)  en  fonction  des  racines  a, ,  «i,  . . . ,  «m,  le  coeffi- 
cient de  toute  racine,  dont  la  valeur  (ou  le  module)  est 
inférieur  à  l'unité,  devienne  nul  lorsque  Q  devient  in- 
fini. 

Kn  edét,  suit  qu'on  considère  un  terme  Aat'  corres- 
pondant à  une  racine  réelle  ou  le  groupe  de  deux  termes 
H-'(A  cosux-l-  Bsinwx)  correspondant  à  deux  racines 
imaginaires  conjuguées,  ou  voit  que  si  a  ou  H  sont  infé- 
rieurs à  l'unité,  on  pourrait  toujours,  si  ces  termes  ne  dis- 
paraissaient pas,  donner  à  X  des  valeurs  négatives  assez 
grandes  pour  que  la  valeur  absolue  de  ces  ternies  devînt 
supérieure  à  toute  quantité  donnée.  El  ces  termes  ne 
pourraient  se  déLruîre  l'un  l'autre  puisque,  pour  des 
valeurs  dillërentes  de  a  ou  de  H,  ils  seraient  d'ordre  de 
grandeur  diUërciit.  I.a  fiinetiony(x)  ne  pourrait  donc 
conserver  une  vateur  plus  petite  que  l'unité,  ni  même 
une  valeur  limitée. 

L'expression  de  /(■>),  dans  le  cas  où  Q  est  inlinî,  ne 
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cotiliendra  donc  que  des  termes  correspondant  à  des 
racines  supérieures  ou  au  moins  égales  à  l'uniié. 

De  même,  si  l'on  cherche  l'espérance  matliémalique 
du  parieur  qui  devrait  recevoir  i'^''  dans  le  cas  où  la  ca- 
gnotte atteindrait  — Q  avant  d'avoir  atteint  ou  dé- 
passé P,  et  >i  l'on  fait  P  infini,  l'cspérauce  mathéma- 
tique de  ce  pari  aura  une  expression  qui  ne  contiendra 
que  les  termes  correspondants  à  des  racines  dont  les 
valeurs(oules  modules)  sontinférieursou  au  plus  égaux 
à  l'unilé. 

Or,  dans  un  cas  comme  dans  l'autre,  nous  apercevons 
a  priori  combien  de  termes  doivent  subsister  dans  l'ex- 
pression dey{x). 

En  eflet,  s'il  s'agit  d'un  jeu  qui  doit  finir  quand  la 
cagnotte  aura  atteint  ou  dépassé  P,  sans  limitation  des 
valeurs  négatives,  il  faut  qu'on  ait,  dans  l'expression 
de  /{x),  m  —  h  constantes  à  déCermîner,  dont  la  valeur 
changera  suivant  que  le  parleur  aura  choisi  l'une  ou 
l'autre  des  m  —  h  éventualités  possibles. 

Et,  s'il  s'agit  du  jeu  qui  doit  finir  par  la  cagnotte  né- 
gative, iJ  faut  quey(j:)  contienne  h  constantes  à  déter- 
miner. 

On  arrive  donc  à  cette  conclusion  que  l'équation  algé- 
brique donnée  contient  : 

m—k  racines  supérieures  ou  au  moins  ligales  a  l'unité, 
k  racines  inférieures  ou  au  plus  égales  à  l'unité. 

L'unité  est  elle-même  une  des  racines  de  l'équation. 

Donc  si  l'on  considère  les  deux  paris  distincts,  l'un 
que  la  cagnotte  arrivera  à  -|-  P,  sans  limitation  des  va- 
leurs négatives,  l'autre  que  la  cagnotte  arrivera  à  —  Q, 
sans  limitation  des  valeurs  positives,  tes  expressions  de 
l'espérancu  mathématique  seront  telles  que  dans  un  cas 
l'espérance  tend  vers  une  quantité  dill'érentv  de  zéro,  et 
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que  dans  l'autre  cas  elle  lend  vers  zéro,  lorsque  P  et  Q 
augmenteul  indéfiniment. 

Or,  pour  savoir  laquelle  des  deux  espérances  tend 
vers  une  limite  diU'érentc  de  zéro,  et  laquelle  tend  vers 
zéro,  il  suffit  de  reclierclier  si,  d'après  les  conditiona  du 
jeu,  la  probaiiilîlé  est  favorable  à  l'accroissement  positif 
ou  négatifde  la  cagnotte,  c'est-à-dire  aï  l'expression 

—  (pi-t-^pt-f-...-i-kpi)-\-[7Ci-^iip,-h...-\-{m.  —  k)p„^i]. 

qui  n'est  autre  «{ue  la  dérivée  du  second  membre  de 
l'équation  algébrique  par  rapport  à  x,  et  où  l'on  fait 
:r  =  I ,  est  positive  ou  négative. 

Si  cette  expression  est  positive,  l'équBtion  donnée 
admet,  outre  l'unité, 

m  —  k—i  racines  supérieures  à  l'unité, 
k  racines  inférieures  à  l'unité. 


Si  elle  est  négative,  l'équation  admet 


m  —  f;  racines  supérieures  à  l'unité, 
k  —  I  racines  inférieures  à  l'unité. 

Nous  n'avons  pas  tenu  compte,  dans  ce  qui  précède, 
de  la  possibilité  que  l'équation  donnée  ait  des  racines 
multiples;  mais  il  est  aisé  de  voir  que,  si  n  racines  de 
l'équation  algébrique  deviennent  égales,  les  n  termes  de 
l'expression  àef{x) 

deviennent 


qui  contient  le  même  nombre  de  constantes  arbitraires, 
et  les  raisonncmcuts  que  nous  avons  faits  dans  le  cas 
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général  subsistent  saus  cliangement  dans  ce  cas  parti - 

II  nous  reste  à  éiendri;  ces  considérations  au  cas  le 
plus  général  auquel  s'applique  le  lliéorème,  e'est-à-dirc 
au  cas  où  un  uu  plusieurs  des  coeflîcients  de  l'équation 
précédente  se  trouvent,  dans  une  équation  nouvelle,  mul- 
tipliés  par  une  quantité  réelle,  positive  ou  négative,  plus 
petite  que  l'unité,  ou  par  une  quantité  imaginaire,  de 
module  plus  petit  que  l'unité. 

En  continuant  de  considérer  les  coefïicieiits/T,,/7i, ..., 
■K,,  ici,  ...de  l'équation  précédente,  l'équation  nou- 
velle peut  s'écrire 

-4-iC|9i:B-t-7Ci9ia;*-i-.. .-+-  itm— * »m— *a:'"-*, 

S),  Si,  ■•■.  Vu 'd  ■  ■  -  étant  des  quantités  quelconques 
de  modules  inférieurs  à  l'unité. 

Continuons  à  considérer  le  jeu  précédemment  déBni, 
avec  les  mêmes  chances;;,,  p^,  ■■•,  ic, ,  izj,  ...  des 
joueurs,  les  mêmes  enjeux,  et  les  mêmes  conventions 
pour  la  fin  du  jeu.  Mais  modifions  les  conditions  du 
pari.  Au  lieu  de  recevoir  un  franc,  si  l'éventualité  qu'il 
a  choisie,  parmi  les  m  possibles,  se  réalise,  le  parieur 
recevra  une  somme  déterminée  d'après  le  nombre  des 
parties  qu'aura  gagnées  chaque  joueur.  Si  l'on  désigne 
par  n,^nt,  .•■,  njt,  v, ,  V],  ...,  v„_jt  le  nombre  de  parties 
gagnées  par  les  joueurs  d'indice  correspondant,  le 
compte,  positif  ou  négatif,  réel  ou  imaginaire  du  parieur, 
sera 

s;-  X  s;*  X  sj'  X  »v  X  «V  X  ■  ■  ■  X  (  »«.-*)*-"-*- 

Si  l'on  désigne  pari^(x)  l'espérance  mathématique 
du  parieur  en  fonction  de  la  fortune  x  de  la  cagnotte, 
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l'cspression  qui  permet  de  ralculer  la  valeur  de  cette 
espéranee  est 

f(x)  =  p,Si<s{T—l)-hp,S,o(x—2)-lr... 

et  si  l'on  appelle  ^,,  ^i,  ...,  ^m  les  racines  de  l'équa- 
lioii  uouvelle,  on  aura 

9 (a^)  =  A|  pf  4-  A,  ? I  + . . . -+-  Am  Pi . 

Or  il  est  évident  que  l'espérance  luathéinaiique  de 
ce  nouveau  pari,  en  valeur  absolue,  ou  son  module,  si 
elle  est  imaginaire,  sera  toujours  inférieur  à  l'unité. 

En  ellct,  la  quantité  à  donner  ou  recevoir  par  le  pa- 
rieur sera  nulle,  si  l'éventualité  choisie  parle  parieur 
lie  se  réalise  pas,  et  dans  tous  les  autres  cas  elle  sera 
le  produit  de  quantités  inférieures  à  l'unité. 

En  conséquence,  la  déuionsiralion  que  nous  avons 
faite  précédemment  et  qui,  en  somme,  ne  reposait  que 
sur  cette  idée  que/(x)  était  une  quantité  limitée,  s'ap- 
plique a  fortiori  k  a  (x),  avec  cette  seule  dillërence  qu'il 
n'y  a  plus  de  racine  égale  à  l'unité,  et  que,  dans  ce  cas 
plus  général,  il  y  a 

m  —  A-  racines  de  valeurs  ou  modules  supérieurs  à  l'unité, 
k  racines  de  valeurs  ou  modules  inférieurs  à  l'unité. 

DEUXIÈME  PARTIE. 
Si  l'on  a  à  résoudi-e  une  équaliou  algébrique 

(i)  l  =/ï|»-4-/?'iC'-f-...-Hpma:"" 

et  qu'on  forme  l'équation  aux  dill'érences  finies 

(s)    Ax}r=p,/(.t-^i)  +  pt/{x  +  -i)-i-,..-hpmf{^  +  m): 
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011  peut  écrire,  en  apiielaiit  «i,  Kj,  ...,  a„  les  raciocs 

J«(.). 

(3)  /(x)  =  Aiaf+A,aî -§-...+ A„aS, 

A,,  Ai,  ...,  Am  étant  des  constantes  arbitraires  <]u'ou 
déieroiiiicra  parles  valeurs  initiales  qu'on  choisira  pour 

/(•=)■. 

Prenons,  par  exemple. 


/(-.)  =  ». 

/(■.)=■! 

/(-.) 

=  />, 

/(-«) 

=  />! 

■+ft, 

/(-3) 

.=;j, 

(i'T*+/'>)+/'i;'i 

+  />). 

et  il  sera  facîlo,  cL  niëme  rapide  (si  les  valeurs  iiuiDéri- 
qnes  des  coefficients  ne  sont  pas  trop  compliquées),  de 
ralculer  un  grand  nombre  de  ces  valeurs  dej(x)  pour 
des  valeurs  négatives  croissantes  de  la  variable. 

Or,  si  l'on  suppose  qu'on  ait  écrit  a,,  a-,,  ., .,  a„  dans 
l'ordre  des  valeurs  croissaiitesdcs  racines  ou  de  leurs 
modules,  il  apparaît,  d'après  la  relation  (â)  que,  si  a,  est 

une  racine  réelle  simple,  le  rapport   ,■'  , —,   tendra 

versa,. 

Si,  au  contraire,  a,  et  a,  sont  des  racines  imaginaires 
conjuguées,  ce  sont  les  deux  termes  correspondants  à 
ces  racines  qui  prévaudront  dans  le  calcul  de  y(x), 
dont  les  valeurs  successives  ne  suivront  plus  la  loi 
iimple  du  cas  précédent. 

Siq>posous  connues  quatre  valeurs  successives  a,,  rii, 
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«j,  a,,  de  la  fonction  A, a-f-t-Ajaj,  c'est-à-dire 


(4) 

o,  =  \,.7»  + 

A,.q-, 

'5) 

o,  =  *,<«*. 

'+A,ïi 

(«) 

■■■  =  *i«r'-*' 

'+A,.; 

(7) 

.,-A,.7"« 

■i-t-A,aî 

il  sera  aisé 

de  calculer  a,  et 

«a- 

En 

.ffel, 

soit 

i  =  y,i 

+  ,,»• 

l'équation  du  second  degré  dont  ot,  et  «g  sont  racines  ; 
on  peut  former  l'équation  auT  dîfierences  finies 

?(*)  =  ?i9(a: -t- 1) -t- yiipCa! -H  a), 

et  ai  l'on  pose 


et  qu'on  détermine  p,  et  pt  par  les  conditions 

a»  =  îlŒl-t-ÇlŒl. 

les  racines  «)  et  «j  de  l'équation  i  =/»,  x  +  p^x*  satis- 
feront aux  équations  (4))  (5),  (6)  ci  (7). 

De  ce  mode  de  détermination  de/>,  vXpt  résultent  les 
formules 


^'        a,xa,  — («,)• 

qui  ne  dépendent  que  des  rapports  de  a,,  oj,  a,  ctii4. 

Or  si,  après  avoir  calculé,  au  moyende  la  relation  (3), 
un  certain  nombre  de  valeurs  Ae  f(^x),  on  calcule  ^, 
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el  ijt  coinmfi  si  l'un  avait 
/-,. 

OH  comraeltra  uuv  erreur  d'autaiil  moindre  que  m  sera 
jtius  grand,  et  en  résolvant  l'équaiion  i  =  (/,  x  +  <JiX^, 
ou  aura  des  valeurs  approchées  de  a,  et  Xj. 

La  règle  pratique  sera  donc  la  suivante  : 

Calculer  des  valeurs  8u<'cessivesy"( — f)yf{ — 2),  ..., 
f{ —  JTi),  et  surveiller  le  mode  de  variation  de  l'expres- 
lion 

[/-,-.^>]'-[/-,*^.,][/-r-»-..]- 

Si  rette  expression  tend  vers  zéro,  avec  des  va- 
leurs, soit  toujours  positives,  soit  toujours  négatives  de 
y"'"— .  c'est  la  valeur  de  ce  rapport,  lorsqu'il  sera 
devenu  sensiblement  constant,  qui  donnera  la  racine 
réelle  x,  la  plus  petite  de  toutes  les  raciues. 

iii,  au  contraire, 

[/-(«+1)]'  — [/-(nt+t)]  [/-t«l+I|I 

tant6t  positif,  tantàt  négatif,  on  verra  toujours,  sauf  le 
cas  d'exception  des  raciues  ou  modules  d'ordre  multiple, 
Pexpressiou 

[/_,«-.„|'-[/-,«*nll/-,«-v.,l 
tendre  vers  une  limite  constante  positive.  C'est  cette 
limite,  prise  avei:  le  signe  — ,  qui  donnerait  rigoureuse- 
ment f  1,  et  c'est  la  valeur  approchée  de  celte  limite, 
prise  avec  le  sîgue — ,  qui  donnera  la  valeur  approchée 
de  01. 
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Quand  on  se  sera  arrêté  dans  lo  calcul  des  valeurs 
dey(x)  d'api'cs  K's  considérations  préccdenles,  on  éva- 
luera, au  uioyeii  des  quatre  dernières  valeurs  calculées 
par  la  formule 

„    -[/-.m.'.lxt/-f'-+.0-f/-(--^»]r/-.-.^.0 

^'  [/-(«^-ii][/<-+wl-[/-.«*il» 

etl'on  trouvera,  en  résolvant  l'équatioii  i=y,x  +  fix'. 
les  valeurs  appro<;liées  des  deux  racines  imaginaires  qui 
occupent  le  pi-emier  rang  dans  le  Tableau  par  ordre  de 
grandeur  croissante  des  racines  ou  de  leurs  modules. 

Il  est  clair  que,  dans  la  pratique,  cette  métfaode  sera 
d'autant  plus  expéditive  que  le  rapport  entre  les  valeurs 
ou  les  modules  des  quantités  eliercliées  et  celles  qui 
viennent  immédiatement  après  dans  l'éclielle  des  ra- 
cines sera  plus  grand  en  valeur  absolue. 

Telle  que  nous  Pavons  exposée,  la  méthode  ne  s'ap- 
jiliqueraît  pas  au  cas  où  les  racines  cliercbées  sont 
d'ordre  multiple. 

Dans  le  cas  où  ces  quantité?,  sans  être  rigoureosenient 
égales  à  celles  qui  suivent,  en  seraient  très  voisines, 
la  méthode,  tout  eu  restant  théoriquement  exacte,  de- 
viendrait pratiquement  inapplicable. 

Pour  calculer  la  plus  grande  racine  réelle,  ou  les  deux 
plus  grandes  racines  imaginaires  de  l'équation  donuée, 
il  suffira  de  considérer  l'équation  en  -  et  de  procéder 
comme  plus  haut. 

Eniiu  il  serait  possible,  au  moyen  de  transformations 
convenables,  de  modifier  la  place  des  diverses  racines 
dans  l'échelle  des  valeurs,  de  manière  à  pouvoir  appli* 
qucr  la  méthode  successivement  aux  diverses  racines. 

Nous  nous  réservons  de  compléter  par  l'étude  de  ces 
divers  points  les  indications  succinctes  que  nous  venons 
de  donner. 
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A'ota.  —  Nous  douiioiis  ci-après  deux  exemples  de 

l'application  du  la  méthode,  l'un  au  calcul  d'une  racine 

réelle,  l'autre  au  calcul  de  deux  racines  imaginaires 

d'^uatioiis  du  quatrième  degré. 


Tablean  dei  valeun  mcceuiTes  de 


/:-i)=i-h»-f-.-Hi-8 

/-5)=*-;-4+a-i-,  =  i5 

/i-6j  =  iS-l-8+4+i=î9 

/(-  ;i=î9+iS-t-8+4=JS 

/i-l*f=i6-i-î9-t-i5-i-8=io8 

/;-  9)=iû8-t-56-t-î9+i5=io8 

/' -10) = ïo8-i- 1 08 +56+a  9 = 4  0 1 

/-Il  =ioi+ao8+io8+S6=;73 

/:-i>)  =-^3-t-4o  I  -t-ao8+ 108= 1490 

/'-i3)=  1  i9o-(-7;  3+4oi  -t-ai>8=;î87i 

/(-ii)=l87î+.J9CM-773+4Di=5536 

/-ij  =5S36-)-3873+ 1490+773  =  10671 

/(-i6)= 1*671+5036+1873+1 490=30569 

/-17  =10569+10671+5536+3872=39658 

l-a  =39648+10569+10671+5.53. =764j4 

(^oKluMion.  —  La  râleur  approchée  de  la  r 


,Bc3.4i4 

,8881795 
,1731863 
,458,814 
,75^1961 
,038105 I 
,3i3ii33 
,59833.3 
,S83i39B 


e  Ml  0,5.879 


1,7.49910 
i,7'499'9 
i.7'499'9 
',7"4»'â 
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A  PPL  IC  AT  10?:    DU    LA    HKTIIODE    AU    < 


Tibleau  des  valeurs  successives  de 


/i  J|  =  i/W-l-i  1 — "/(  r + Il -l-/tr + 1)  -  « /l^ + *) 
/(       »)  =  ■ 
/(-   ,)=■> 
/(-,)=4-3=. 
/(-  î)=i-6+i=-3 

/(-() 6_3-M-4=-i, 

/—S   =— M+9-H — 8=— M 

/t-  6)=-4o+33-3-4+-i4 

/  —  7  =—»*+*)— 11+11=33 

/  -  8  =66-i-4»-3o+4i=i3î 

/  —  9  =564— 99— i4+8e=i3' 

/-lo  =461-396+33-1-56=. 55 

/  —  Il  =îio— 693+1 3a— i3i=— 383 

/  — n  =— 766— 465+a3i-5i8=— i5a8 

/  — i3  =— îo56+ii49+"55— 9îi=— 1676 

/— [',  =—535s+4584— 383 -610=— 1771 

/  — 15  =— 3543+8018— 1 5 18+1 53a=— 4490 

/— iQ  =8980+5313—1676+6111  =  17759 

/-17  =35458-13470-1771  +  10704=30911 

/— 18  =61841—53187+4490+7084=10119 

/  — 19  =40453—91763+17719 — 17960=- 5i536 

/ — 30    = — 105071— 60687+309ÏI — 70916= — 105754 

/  —II  =— 411508+157608+10119— 133684=— 357355 
/  — ïi  =—714710+617161— 5i536— 80916=- iSogoo 

Les  qaatre  premières  décimales  des  logarithmes  des  coefGcieats  cherchés  pa- 
raistcal  biea  délermiaées.  En  prenant 

l'Jg(-ï,)  =0,53195, 
iog9,=  o,4[595. 

Ici  deux  racines  imaginaires  de  l'équation  donnée,  qui  sont  en  bas  de  réchelli 
des  valeurs  absolues,  résultent  de  l'équation  du  deuxième  degré 


o,53jo8i3 

o,i.6oJii 

o,53.96jj 

».4.39ir 

..i3,,6„ 

o.4.î,l=. 

o,S3,9i,9 

o.l.S»!,: 

o,53i953x 

o.i.ôip;. 
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ÉTIBK  fiiONÊTRrOUB  DBS  PROPRIÉTÉS  BES  CONI«l!BS 
D'APRÈS  LEUR  DÉriNITieN  ('); 

Par  m.  h.  MAI.EYX. 


IX.  Propriété  des  sécantes  rectangulaires  à  l'hyper- 
bole équilatère.  —  Soit  O  le  cercle  directeur  et  S  le 
soinmetd'un  cône  (  fig.  72). 


Supposons-le  coupé  par  un  plan  suivant  une  hyper- 
bole équilatère,  le  plan  SXY  mené  par  le  sommet  du 
cômf  parallèlement  au  plan  sécant  le  coupera  suivant 
les  deux  génératrices  rectangulaires,  SI,  SK. 

Dans  le  plan  de  la  section  imaginons  deux  droites 
rectangulaires,  l'une  sera  parallèle  à  un  diamètre  trans- 
verse et  rencontrera  les  deux  branches  de  la  courbe, 
l'autre  sera  parallèle  à  un  diamètre  non  trausvcrse  et  uc 
rencontrera  que  l'une  des  branches,  soient  ces  cordes  ab 
et  cd.  Menons  par  le  sommet  S,  SP  parallèle  à  ab  et  SP| 
parallèles  à  cd^  l'une  de  ces  droites  sera  extérieure  à 

(■)  Voir  t.  X  (.89.),  p.  9-. 

Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  \.  (Mars  iSqi.)  9 
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l'aiigte   droit  KSI,  soit  SP,  l'autre  SP|   lui  sera  inté- 
Heure,  l'augle  PSP|  étant  droit. 

Le  plan  des  parallèles  ab,  SP  coupe  le  plan  de  la  di- 
rectrice suivant  la  droite  PAB,  et  le  cône  suivant  les 
génératrices  SaÂ,  S&B;  celui  des  parallèles  cd,  SP4 
coupe  le  plan  de  la  directrice  suivant  la  droite  CP^D,  et 
le  cône  suivant  les  géoératrices  ScC,  ^SD  ;  de  plus,  les 
cordes  rectangulaires,  ab,  cd,  se  coupent  en  un  point  g 
de  l'intersection  SG  des  deux  plans  dont  on  vient  de 
parler.  On  démontrerait,  comme  au  n°  I  du  présent  Cha* 
pitre,  qu'on  a  les  égalités 

f^xgA  _       Sp'  /S£y 

GA  X  GB       PA  X  PB       \SG/  ' 

gexgd  _        SF*  /S#;y 

GCxGD  ~  PiGxF.d'^  l,SGy 

ou,  d'après  les  propriétés  des  sécantes  au  cercle, 
g«>=gb  _     sp'        /Sgy 

GA  X  GB  "  PI  X  PK      VSG^  ' 


gcxgd  _        SP,  /S£' 

GGxGD       P,I  xP,K  "" 


(M)' 


Divisant  membre  à  membre,  en  ayant  égard  à  la  pro- 
priété des  sécantes  au  cercle, 

gaxgà  _  Jp]^       P|l  xP,K 
ffcXffrf^sfT'  ^     PIxPK    ' 

et,  comme  l'angle  P,  SP  est  droit,  si  SH  est  perpendicu- 
laire sur  PP,,  on  a 


d' 

où. 

SP,' 

-piH' 
P.lxP.K 

ga 
gc 

ïl-^ 

P.  H 
PlxPK 
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Or  SH  est  l'axe  radical  dt;s  cercles  circonscrits  aux 
triangles  KSI,  P|  S  P,  et  l'on  sait,  d'après  ce  qu'on  a  tu 
au  n°  1,  Chap.  II,  tliéorèmc  II,  que  l'un  de  ces  cercles, 
le  second  par  exemple,  est  le  Heu  des  points  dont  les 
puissances,  par  rapport  au  premier,  sont  à  la  distance 
des  mêmes  points  à  leur  axe  radical  dans  un  rapport 
constant  convenablement  choisi . 

n  j     1  I  P,lxP,K      PIxPK 

11   en  résulte  que  les  rapports  — p-r, — .    —      ■  ■ 

sont  nomériquement  égaux  :  dès  lors  le  rapport  — ^ 

est  numériquement  égal  à  i  ;  mais,  comme  les  deux  seg- 
ments ga^  gb  sont  de  sens  contraires,  tandis  que  les 
deux  autres  gc,  gd  sont  de  même  sens,  on  doit  consi- 
dérer ce  rapport  comme  égal  à  —  i . 

De  là  ou  peut  déduire  le  théorème  suivant  : 

Si  une  hyperbole  équilatère  est  circonscrite  h  un 
tnangle,  elle  passe  par  le  point  commun  fies  hauteurs. 

Et  comme  corollaire  : 

Si  deux  hyperboles  équilatères  ont  quatre  points 
communs,  elles  doivent  coïncider,  à  moins  que  l'un  des 
points  ne  soit  le  point  commun  des  hauteurs  d'un 
triangle  dont  les  trois  autres  sont  les  sommets. 

X.  Théouème  nE  Frëgibe.  —  Si  par  an  point  delà 
circonJerejKe  d'un  cercle  on  mène  des  parallèles  à 
deux  diamètres  conjugués  d'une  conique,  la  droite 
qui  unit  les  seconds  points  communs  de  ces  parallèles 
avec  la  circonférence  passe  par  un  point  fixe  qui  porte 
le  nom  de  poiht  de  Frégieb. 

Soient  O  le  cercle  donné,  A  le  point  donné  sur  sa  cir- 
conférence {fig-  73). 

Menons  par  le  ^K>int  A  les  parallèles  AM,  AN  a  deux 
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diamètres  conjugués  d'une  conique  située  dans  le  même 
plan;  il  s'agit  de  montrer  que  MN  passe  par  un  poîat 
fixe. 

Les  couples  de  droites,  telles  que  AM,  AN,  forment 
un  faisceau  en  învolution;  transformons  la  figure  par 
rayons  vecteurs  réciproques  en  prenant  A  pour  pôle  et 


une  puissance  quelconque  K  ;  la  circonférence  O  a  pour 
transformée  la  droite  XY,  et  les  points,  tels  que  m  et  n, 
forment  une  iuvolution,  11°  III  ;  Cliap.  II,  soit  ai  le  centre 
de  cette  involutiun;  unissons  Aw  par  une  droite. 

La  droite  dont  MIV  fait  partie  a  pour  transformée  la 
circonférence  passant  par  les  points  A,  m,  n,  et  ren- 
contrant Aw  en  p-,  le  point />  est  fixe  à  cause  de  l'égalité 
MmX  w/i  =  (i)Ax  w/),  le  premier  membre  étant  Gse 
d'après  la  définition  de  l'itivolution.  Or  nous  avons 
aussi,  P  étant  le  point  où  MN  coupe  Au, 

A/)  X  AP  =  K, 

d'a[»rès  notre  transformation  :  le  point  p  et  le  nombre  K 
étant  fixes,  il  eu  est  de  même  de  P. 

Le  théorème  de  Frégier  est  encore  vrai  si  au  ceitle  on 
substitue  une  conique,  cela  se  voit  en  considérant  cette 
courbe  comme  la  perspective  d'un  cercle. 

L'application  de  ce  tliéorùine  permet  de  construire 
facilement  deux  rayons  d'un  faisceau  en  involutîon  fai- 
sant entre  eux  un  angle  donné,  quand  le  faisceau  est 
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déterminé  par  doux  autriis  couples  de  rayons  conjugués, 
et,  en  particulier,  de  construire,  en  direction,  deux  dia- 
mètres conjugués  d'une  conique,  dont  on  donne  le 
centre,  faisant  entre  eux  un  angledouné,  quand  on  con- 
naît les  directions  de  deux  autres  couples  de  diamètres 
conjugués.  Nous  ne  nous  j  arrêterons  pas. 

Comme  seconde  application  très  Intéressante,  on  peut, 
au  moyen  de  ce  théorème,  déterminer  simplement  les 
rayons  conjugués  communs  à  deux  faisceaux  en  involu- 
tion  de  même  sommet  ou.  ce  qui  revient  au  même,  les 
diamètres  conjugués  communs  de  deux  coniques  concen- 
triques. H  sufGt  pour  cela  de  faire  passer  un  cercle  par 
le  sommet  commun  des  deux  faisceaux,  de  déterminer  le 
point  de  Frégier  relatif  à  chacun  d'eux  tt  d'unir  ces 
deux  points  par  une  droite;  les  points  où  la  droite  coupe 
le  cercle  appartiennent  chacun  à  un  des  diamètres  con- 
jugués communs.  On  ramène  à  cette  question  celle  de  la 
détermination  des  diamètres  conjugués  parallèles  de  deu  \ 
coniques  situées,  comme  on  voudra,  dans  le  même  plan. 

Le  point  de  Frégier  s'est  présenté  spontanément  dans 
la  construction  que  nous  avons  donnée  au  Chapitre  I, 
n-  VI. 

Théorème  et  applic*tio>s.  —  Si  par  un  point  dti 
plan  tl'un  quadrilatère  on  mène  des  couples  de  paral- 
lèles aux  directions  des  asymptotes  de  cJtacune  des  hy- 
perboles circonscrites  au  quadrilatère,  ces  couples  de 
parallèles  forment  un  faisceau  im  involiUion. 

Soient  EFGH  le  quadrilatère,  AOB,  COD  les  asym- 
ptotes d'une  hyperbole  circonscrite  {fig-  74)-  Coupons 
la  figure  par  une  droite  quelconque,  rencontraiil  les 
côtés  du  quadrilatère  en  P  et  P*,  Q  et  Q',  et  l'hyperbole 
en  R  et  R';  puis  unissons  ces  six  points  à  un  point 
fixe  w,  pris  arbitrairement  dan.s  le  plan,  par  des  lignes 
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droites.  D'après  le  théorème  de  Desarcues,  ces  six  droites 
forment  un  faisceau  en  involutton,  et  il  en  sera  encore 
ainsi  si  la  sécante  PR'  s'éloigne  k  Tinfinî  ;  mais  alors  les 
rayons  uPetuP',  uQ  et  uQ' deviennent  parallèles  aux 
systèmes  de  c6tés  opposés  au  quadrilatère,  <<>R  et  b>R 
devienaent  parallèles  aux  asymptotes  de  l'hyperbole; 

Fis-  74- 


doue  les  parallèles  aux  asymptotes  de  l'hyperbole  menées 
par  le  point  u  sont  deux  rayons  conjugués  du  faisceau  en 
involution,  déterminé  par  les  systèmes  de  parallèles  aux 
côtés  opposés  du  quadrilatère  menées  par  le  même  point, 
ce  <',u'il  fallait  démontrer. 

Ce  théorème  est  susceptible  d'applications  nombreuses 
par  son  association  à  celui  de  Fkégier. 

i"  On  en  déduit,  les  directions  des  asymptotes  de 
l'hyperbole  postant  par  cinq  points.  11  suffit  pour  cela 
de  construire  les  rayons  conjugués  communs  à  deux  fais- 
ceaux eu  involution  déterminés  en  menant  par  un  point 
du  plan  des  parallèles  aux  systèmes  de  côtés  opposés  de 
deux  quadrilatères  inscrits. 

a"  On  peut  encore  construire,  par  ce  moyen,  une 
hyperbole  pttssant  par  quatre  points  donnés,  connais- 
sant l'angle  ries  asymptotes  ;  on  est  ramené  pour  cela  à 
déterminer  deux  rayons  conjugués  d'un  faisceau  en  in- 
volution comme  faisant  entre  eux  un  angle  donné. 
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3"  Comme  cas  particulier  de  la  question  précédente, 
OD  peut  construire  une  hyperbole  éqtu'latère  passant 
par  tfuatre  points  donnés  en  Techerch&nt\cs  rayons  cou- 
jogués  rectangulaires  d'nn  faisceau  en  învolution défini. 

On  voit  ainsi  que  le  problème  n'admet  généralement 
qu'une  solution  ',  touiefois,  et  c'est  là  une  remarque  im- 
poRTutTE,  «"  les  couples  de  côtés  opposés  du  quadrila- 
tère étaient  rectangulaires,  c'est-à-dire  si  trois  des 
points  étaient  sommets  d'un  triangle  dont  les  hauteurs 
concourraient  au  quatrième  point,  le  quadrilatère  étant 
non  convexe,  les  seules  coniques  qu'on  peut  lui  circon- 
scrire sont  des  hyperboles;  en  second  lieu,  deux  des 
couples  de  directions  asymptotiques,  celles  des  systèmes 
de  côtés  opposés,  étant  rectangulaires,  tous  les  sys- 
liines  de  rayons  conjugués  du  faisceau  sont  rectangu- 
laires, et  toutes  les  coniques  circonscrites  à  ce  quadri- 
latère sont  des  hyperboles  équilatères.  Ces  dernières 
conséquences  complètent  le  théorème  et  le  corollaire 
démontrés  à  la  (în  du  n"  IX  du  présent  Chapitre. 

XII.  Thëorèue.  —  Si  l'on  coupe  une  conique  par 
une  hyperbole  équilatère,  dont  les  asymptotes  soient 
parallèles  aux  axes  de  la  courbe,  trois  des  points  com- 
muns et  le  point  diamétralement  opposé  au  quatrième, 
dans  la  conique,  sont  situés  sur  un  même  cercle. 

Démontrons  le  théorème  pour  te  cas  où  la  conique 
est  une  ellipse,  la  démonstration  pour  le  cas  où  elle 
est  une  hy|>erbole  est  entièrement  analogue,  cl  l'on 
peut  conclure  qu'il  est  vrai  pour  la  parabole,  en  la 
considérant  comme  limite  de  l'une  des  courbes  précé- 
dentes. 

SoientO  l'ellipse  dont  les  axes  soûl  A  A',  BB' '(/?§■.  75); 
cd  l'hyperbole  équilatère  dont  les  asymptotes  VT,  RS 
sont  respectivement  parallèles  à   AA',  BB'.  Soient  les 
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quatre  points  communs  des  deux  courbes  M,  N,  P,  Q, 
et  M|  diamétralement  opposé  à  M  dans  l'ellipse. 

Prenons  un  point  quelconque  C  sur  l'hyperbole  et 
menons  par  ce  point  des  parallèles  aux  asymptotes  ;  l'el- 
lips»,  l'byperbole  et  le  système  des  sécantes  rectilignes 

r.g.  75. 


MN,  PQ,  déterminent  sur  chacune  de  ces  parallèles  un 
système  de  six  points  en  involution  (théorème  de  Ûe- 
sARGUEs)  et  comme  dans  ces  deux  învolutions  le  point 
conjugué  de  C  est  r  l'inGni,  C  est  le  centre  de  chacune 
d'elles.  De  là  les  deux  égalités 


CE  X  CD  =  CF  X  GG 

Divisons  membre  à  m 
rème  de  Newton, 


CE,  xGD|  =  CF,  xCG,. 


mbre  en  tenant  compledu  théo- 


CE,  xGD,        a»        CF,  xCGi' 

en  désignant  par  a  et  Â  les  demi-axes  de  l'ellipse. 

Unissons  M,  N  par  une  ligne  droite  :  MN,  M,N  for- 
ment un  système  de  cordes  supplémentaires,  et  les  dia- 
mètres OK,  OH,  qui  les  divisent  en  parties  égales  et  sont 
chacun  parallèles  k  celle  qu'il  ne  coupe  pas,  sont  conju- 
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gués.  Ces  diamètres  interceptent  sur  la  tangente  en  B 
les  spgmenu  BH,  BK,   dont  le  produit  est  égal  à   a' 
(nMV,  Chap.  n);delà 

*1  -    *-      A. 
n*  ~  BH  ^  BK' 

et,  par  comparaison  avec  l'égalilé  précédente, 

GF       _ÇG  _  _ft_       J^ 
GF,  ^  GG,  "^  BH  ^  BK' 

Les  deux  triangles  rectangles  BOH,  GCGi   sont  sem- 
blables comme  ayant  leurs  côtés  parallèles,  d'où 

CG  _    A   . 
CGi       Bh' 

d'après  l'égalité  précédente,  il  en  resuite 


Donc  les  deux  triangles  rectangles  BOK,  CFI',  sont 
semblables,  leurs  angles  sont  égaux  et  leurs  hypoténuses 
OK,  FF,  sont  également  inclinées  sur  BK  et  CF|,  ou 
sur  la  parallèle  AA';  il  en  est  de  même  de  PQ  et  M|  N 
parallèle  à  OK  ;  donc  les  points  P,  Q,  N,  M,  appar- 
tiennent à  un  cercle  (n"  VI  du  précédent  Chapitre). 
c.  Q.  F.  D, 
(^  suivre.) 


ERRATA. 

Page  83,  deroièra  ligae  de  la  DOte  (■},  au  lieu  de  ->  lUet  -  ■ 
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SUB  LB  BBVELOPPEMEIÏT  M  vit 

EN  FRiCTIOfli  CONTINUE; 

Pab  h.  j.  dolbnia. 


Je  me  propose  d'exposer  ici  la  démonstration  très 
simple  des  quelques  théorèmes  insérés  dans  le  Mémoire 
d'Abul  Sur  l'intégration  de  la  formule  différen- 
tielle, etc.  (  '  ). 

Théorèmb  I.  —  R  étant  une  /onction  entière  de  x, 
y/R  Je  développe  en  fraction  continue  illimitée 


/«= 


où  a,  «1 ,  «ï,  . . . ,  otj  sont  des  fonctions  entières,  jt  est 
l'un  des  quotients  complets  quelconque.  Je  dis  quej  i 
est  racine  de  l'équation 

Aj-î  +  aB/,  — G  =  o, 
oit 


Ph  qt  étant  des  fondions  entièies,  et  les  coefficients  A , 
B,  C  satisfaisant  à  l'égalité 


(')  Œuvre*  complètet,  t.  1,  p.  loj  et  si 
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Di-.monslralion.  —  Posons 


alors  on  aura 

qiyi  H-  ?(-! 
ou 

D'où  il  suit  que 

K=p\-q}h., 
B«-AC  =  (p,?_, -?,/>/_,)' R  =  R,     c. 
Théorème  II.  —  Soit 


/R  =  a  -H  - 


oityi  est  l'une  des  racines  de  l'équation 

■+■  lipipi-,  —  qiqi-\  R)^(+  (/)?_,  —  y?_,  B)  =  o. 
A' 

p\~q\t.  =  a, 
a  étant  constant,  pour  i  impair,  nous  aurons 
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Démonstration.  —  Des  équations 

Pi9i-i—qipi-i  =  (— I)'-' 
on  déduit 

qiqi-x  R  —pipi^i  =  =— -^ 

d'où  il  suit  que 

Pi~aqi-t 


1t 
est  une  fouctioa  entière.  Mais,  comme 

il  est  évident  que  aqu^  est  le  reste  de  la  division  de  />,- 
par  ifi.  Par  conséquent, 


D'après  une  propriété  bien  connue  des  fractions  conli- 


(■)  S^-  est  l«  degré  At  la  foection  p^  (CEuvret  complète*,  t.  1, 
p.   io8  et  suiv.)- 
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»,  nous  aurons  (  '  ) 


Cette  égalité  entraîne  les  suivantes 
«1^1  =  a  a», 


Si  I  est  impair,  en  posant 

nous  aurons 

on 

"■*+!  =  a«a*-i.i. 


a  =si.  C.  0-  P.  B. 

Théorème  III.  —  Si,  dans  le  développement  Je\f% 
en  fraction  continue,  l'un  des  quotients  complets  jisa- 
tisjait  à  l'équation 

ay}  ■+■  ihyt  -t-c  =  o, 
oit 

a=±{pf-q]H) 

est  une  quantité  constante,    la  fraction  continue  est 
nécessairement  périodique. 

(')  Sbrhet,  Court  d'Algèbre  lupérieure,  l,  I,  p.  %o:  i8(i(i. 
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Démonstiaiion.  —  Étant  doini 


•n- 


De  l'équation 

07/ -t-ai^i -4-0  =  0 
nous  tirerons 


yi=  - 
et,  en  posant, 


nous  aurons 


Cela  posé,  distinguons,  avec  Abel,  deux  cas. 

Premier  cas.  —  Le  nombre  i  =  lA-  -i-  i ,  A  étant  en- 
tier. Dans  ce  cas 

donc 

donc  la  fraction  continue 


/R- 


est   évidemment  périodique.  En  outre,  nous  avons  ru 


D,s,t,..d:,i.  Google 


(■39) 
qae  pour  i  impair 

En  posaDlsuccessÎTemeot 

m  =  o,i,a,3,...,{it  — I),*, 
nous  obtiendrons 


Par  conséquent  les  quotients  iiicomplels  de  la  fractioi 
continue  formeront  la  série  suivante 


a,    «„     at,     ...,    at,    at+i,    at,     . 

...,    a„    «„ 

Deuxième  cas.  —  Posons 

Nous  avons 

Mai. 

'»■*-■., ^ 

. 

"'-^7/ 

donc 

-*          '     f,  •«                  ' 

aat-h. 

, 
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et  par  conséquent 


Il  suit  de  là  que  les  quotients  incomplets  forment  la 
série 

«t    "Il    ^1 «/i    p. 

o«„     a-"ai,     aa, a-'o/,     ap,     a,,      

La  période  se  compose  des  nombres  suivants 

Ainsi,   dans   les  deux  cas,  y^se  développe  en  frac- 
tion continue  périodique.  c.  q.  f.  d. 


NOUYRLLB  lÉMOKSTItiTION  GÉOMËTItltllS  Vn  TBËORÈNE 
DE  M.  FAURE; 

Par  m.  Ernest  DUPORCQ, 
Élève  de  l'École  Monge. 


Théorèkk.  —  Les  cercles  circonscrils  aux  triangles 
conjugués  par  rapport  à  une  conique Jixe  coupent  or- 
thogonal ement  un  cercle  Jixe,  concentrique  à  la  co- 
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Pour  démontrer  ce  théorème,  dû  à  M.  Faure,  pre- 
nons un  point  S  sur  la  perpendiculaire  élevée  au  plan  P 
de  la  conique  C  par  son  centre  O,  et  imaginons  une 
s|ihère  passant  par  le  point  S  et  normale  à  la  droite  OS. 

Si  ABC  est  un  triangle  conjugué  par  rapport  à  la  co- 
nique, les  droites  SA,  SB  et  SC  sont  conjuguées  par 
rapport  au  cône,  ayant  pour  sommet  le  point  S  et  pour 
directrice  la  conique  C;  en  étendant  à  l'espace  le  théo- 
rème de  Frégier  généralisé,  on  voit  donc  que  les  plans, 
tels  que  abc,  déterminés  par  les  points  où  ces  droites 
coupent  la  sphère,  passent  par  un  point  fixe  m,  qui  est  si- 
tué snr  la  polaire  prise  par  rapport  au  c6ue  du  plan  Q 
langfitt  en  S  à  la  sphère  :  d'ailleurs,  celte  droite  n'est 
autre  que  SO,  car,  les  plans  P  et  Q  étant  parallèles, 
luur  intersection,  rejetée  k  l'infini,  a  pour  pôle,  relati- 
vement à  la  conique  C,  le  centre  de  cette  conique. 

Transformons  la  figure  par  rayons  vecteurs  réci- 
pror|nes,  en  prenant  le  point  S  pour  origine  d'inversion 
et  un  module  tel  que  la  sphère  ait  pour  transformée  le 
plan  P  :  le  plan  abc  a  pour  transformée  la  sphère  SABC, 
qui  passudoncpar  lepoiut  M,  transformée  du  point  fixe 
m,  de  la  droite  SO. 

I.f  point  O  a  donc  même  puissance  par  rapport  à 
toutes  les  sphères  telles  que  SABC,  et,  par  suite,  par 
rapport  au'C  cercles  circonscrits  aux  triangles  conjugués  ; 
ces  cercles  sont  donc  orthogonaux  à  un  cercle  fixe, 
concentrique  à  la  conique.  On  en  détermine  aisément 
le  rayon,  en  considérant  un  triangle  conjugué  particu- 
lier, ayant,  par  exemple,  pour  sommet  un  sommet  du 
rectangle  construit  sur  les  axes,  et  deux  côtés  confon- 
dus tangents  à  la  conique  en  un  de  ses  sommets  (  '  ). 


C)  Il   est  hcile  de  voir,  d'après  ce  qui  précède,  qu'on  peut,  de 
même,  démontrer  le  théorème  de  M.  Faure  »u  moyen  d'une  sphère 
Ann.  a«  Uathémat.,  3-  série,  t.  \.  (Man  iSyi.)  lO 
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SIR  LB  LIEU  DES  CEÏVTRES  DE   COIRBURE  ÏÏMM  COURBE 
GAlICnS  ET  SUR  LES  COURBES  GILCRES  A  COIRBURI! 

CO\mNTE; 

Pau  m.  p.  ADAM, 

Ingénieur. 


Le  lica  des  centres  de  courbure  d'une  courbe  plane 
csl  l'enveloppe  des  uormales  à  cetLe  courbe;  il  n'en  est 
pas  de  même  pour  une  courbe  gauche;  mais,  dans  ce 

Le  lieu  des  centres  de  courbure  est  l'enveloppe  du 
cercle  normal  à  la  courhe  considérée  et  ayant  pour 
diamètre  le  rayon  df;  la  sphère  osculatrlca  ijui  nboalit 
à  cette  courbe. 

On  voit  que  celte  propriété  conduit  à  la  première, 
comme  cas  particulier,  fjuaad  on  fait  grandir  indéiini' 
ment  te  rayon  de  la  sphère  osculatrice  en  chaque  point 
dé  la  courhe  gauclic. 

Voici,  pour  démontrer  c*;tte  proposition,  un  procédé 
géométrique  très  élégant  que  M.  Oarboux  a  bien  voulu 
nous  indiquer. 

Soit  r  l'arête  de  rehroussement  de  la  surface  polaire 
dt'  la  courbe  gauche  C  considérée.  Chaque  tangente  OCX 
à  r  est  la  droite  polaire  d'un  point  correspondant  M 
4e  C;  le  plauOO'M  est  normal  à  C,  et  le  pied  O' de  la 
perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  00'  est  le  centre  de 
courbure  de  C  au  point  M.  Le  lieu  de  0'  est  une  courbe 


1  plaranl  toujours  le  point  S  au  point  de  contact 
d'un  pliin  tiiniicnt  paiallÈlr  au  plan  V. 
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C  tracée  sur  ta  surfaci;  polaire  et  dont,  par  suite,  la 
Ungentc  CT  est  située  dans  le  plan  normal  OO'M. 

Déroulons  la  surface  polaire  sur  l'un  quelconque 
0«OgM(  de  ses  plans  tangents,  en  lui  donnant  une  sé- 
rie de  rotations  élémentaires  convenables  autour  de  ses 
génératrices  successives  O,  Cy.  11  est  visible  que  les 
points  de  C  ne  quitteront  pas  cette  courbe  et  viendront 
en  Mo,  de  sorte  que  la  courbe  C  se  réduira  au  point  Mg. 
Les  courbes  F  et  C  se  transformeront  en  deux  courbes 
plaoes  r,  et  C,  ;  l'angle  droit  OO'M  viendra  en  O,  O',  Mo 
en  restant  droit;  la  tangente  O'T  viendra  en  OjT',,  et 
coinnie  les  éléments  de  T  et  de  C,  situés  eu  O  et  O',  ne 
quittent  pas  les  tangentes  OO'  et  O*!"',  il  s'ensuit  que 
O'O;  et  0',  T,  sont  des  tangentes  à  T.  et  à  C\ . 

Donc  : 

C,  est  la  podaire  de  V,  par  rapport  au  point  Mo- 

Or,  d'après  une  propriété  bien  connue  de  la  podaire 
d'une  courbe  plane  F,  par  rapport  à  un  point  Mo  de 
son  plan  : 

Cette  podaire  est  l'enveloppe  des  cercles  décrits  sur 
les  rajons  vecteurs  Mo  0|  comme  diamètres. 

I)  suffit  donc  de  revenir  à  la  surface  polaire  et  de  se 
rappeler  que  OM  est  un  rayon  de  la  sphère  osculatrice 
en  M  à  la  courbe  C  pour  obtenir  la  prupriété  qu'il  s'a- 
gissait de  démontrer. 

On  peut  démontrer  cette  mèuic  propriété  assez  rapi- 
dement par  le  calcul.  11  sulfii  d'établir  que  la  tangente 
O'T'  est  située  dans  le  plan  normal  à  C  et  qu'elle  est 
)>erpendiculairc  à  la  droite  CO"  qui  va  du  centre  de 
courbure  O*  au  milieu  O"  de  MO. 

Appelons  x,  j,  z  les  coordonnées  du  point  M.  On 
sait  que  les  coordounéés  du  centre  de  courbure  O  et  du 
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centre  O  de  la  sphère  osculatrice  sont  respectivement 


Les  coordonnées  du  milieu  O"  de  MO  sont  donc 
Ra'       Ta-  rfB 


et  Jes  droites  C/T  et  O'O*  ont  leurs  cosinus  directeurs 
proportionnels  respectivement  à 


Nous  voulons  montrer  que 
et  que 

On  le  vérifie  de  suite  en  se  servant  des  relations 


(I)  \  dt  R 


Pour  pousser  plus  loin  l'analogie  entre  les  deux  pro- 
priétés énoncées  au  début  de  cette  Note,  cherchons  une 
expression  de  l'arc  élémentaire  tii  de  la  courbe  C  des 
centres  de  courbure,  au  moyen  du  rayon  H,  de  la  sphère 
osculatrice. 

En  appelant  Ç,  t|,  ^  les  coordonnées  du  centre  de 
courbure  O',  on  a 

,    ,  da^         (/\'-t-dr,'-^-dX,* 
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ce 

qui 

donne 
tenant  ci 

—■s 

-§• 

et, 

Dinpte 

des  relations  (i), 
,rfR       Ra* 

Portant  ces  valeurs  dans  l'expression  (a)  de  ^n'  '' 

ient 

rf^_/rfRy       R» 


Mais  le  carré  R^  da  rayon  du  la  sphère  osculatrîce 
t'exprime  par 


par  suite, 


ou  bien 

H)  R,  =T- 

Soit  MN  celle  des  normales  k  la  courbe  C  qui  est 
tangente  à  la  sphère  osculatrîce,  c'est-à-dire  qui  est 
per|)endiculaire  à  OM;  MN  n'est  autre  chose  que  la  di- 
rt^ction  conjuguée  à  C  sur  la  sphère  osculatrîce,  ce  qui 
revient  à  dire  que  MN  admet  une  enveloppe  y;  Y  ^*' 
donc  l'une  des  développées  de  la  courbe  C,  et,  par  suite, 

en  désignant  par  o  l'angle  5jMCy,  ou  son  égal  (VOM ,  on 
a,  en  vertu  d'une  formule  connue, 

75  =  rf?; 
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(3)  donne  donc 

Soito-,  l'arc  OM  du  cercle  OCM  décrit  sur  OM 
comme  diamètre.  On  a 

d'où 

di,=  R,  rfç  4- çrfR,  =  </<!  + çrfR,. 

Ainsi,  dans  le  cas  d'une  courbe  gauche,  )a  dili'éren- 
tielle  d<r  de  la  courbe  Heu  des  centres  de  courbure  n'est 
pas  égale,  en  géuéral,  à  ta  dîdërenliclle  (Ît,  de  l'arc  de 
cercle  normal  O'iM  dont  ce  lieu  est  l'enveloppe.  Elle  ne 
le  devient  que  si  dR,  =:  o,  c'est-à-dire  R,  ^=  const. 

Donc  : 

Les  courbes  gauches  pour  lesquelles  te  rajon  de  la 
sphère  osculairice  est  constant  sont  les  seules  dont  la 
courbe  des  centres  de  courbure  soit  une  développée  par 
rapport  au  cercle  00' ^1  ayant  pour  diamètre  le  rayon 
de  cette  sphère. 

A  ce  titre,  ces  courbes  oUrent  de  l'iiuérèt  :  elles  for- 
ment une  transition  entre  la  courbe  gauche  quelconque 
et  la  courbe  plane. 

Nous  allons  voir  que  ces  courbes  pour  lesquelles  1« 
rayon  de  la  sphère  osculatrice  est  constant  offrent 
d'autres  caractères  géométriques  remarquables. 

Appliquons,  en  eiTet,  leur  surface  polaire  sur  le  plan, 
comme  nous  l'avons  fait  précédemment  dans  le  cas  gé- 
néral; le  rayon  OM  de  la  sphère  osculatrice  devient 
G)  Mo,  cl,  comme  ce  rayon  est  constant,  deux  cas  se  pré- 
sentent : 

i"  Ou  bien  T^  se  réduit  à  un  points 

a"  Ou  bien  F)  est  un  cercle  de  centre  Mo. 

Examinons  ces  deux  cas  avec  quelque  détail. 
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Diiits  l(!  premier  cas,  T  est  aussi  réduit  à  un  [wint  et, 
par  suite, 

La  courbe  C  est  une  courbe  sphérique. 

Le  irianglt!  recUoglc  OMN  donne  alors 

Ôh'=  OO'xON, 
c'est-à-dire 

RÎ  =  00'xON. 
Donc: 

■^  et  G  sont  deux  courbes  inverses  l'une  de  l'autre 
par  rapport  au  centre  Ode  la  sphère. 

Il  résulte  de  là  que  la  tangente  O'T'  à  C  doit  être 
dans  le  plan  normal  OMN  comme  la  tangente  à  y,  et 

cjue  T'CiN  =  (yJNM,  c'est-à-dire  que  O'T' est  tangente 
au  cercle  OO'M  de  diamètre  OM.  On  retrouve  ainsi, 
dans  le  cas  particulier  d'une  courbe  sphérique,  la  pro- 
priété que  nous  avons  énoncée  en  commençant  celte 
Note.  On  peut,  d'ailleurs,  de  ce  cas  particulier,  déduire 
immédiatement  la  mùme  propriété  pour  le  cas  général 
d'une  courbe  gauche  quelconque,  en  remarquant  que 
quatre  éléments  consécutifs  de  cette  courbe  appartien- 
nent à  la  sphère  osculatrice. 

Soil  O"*  le  point  de  rencontre  de  la  droite  polaire  OO' 
avec  la  sphère  sur  laquelle  est  tracée  la  courbe  C;  le 
point  (y  et  l'arc  de  grand  cercle  O^M  sont  le  centre  de 
courbure  spfiéiique  et  le  rayon  de  courbure  sphérique 
de  la  courbe  C.  L'arc  de  grand  cercle  0"'M  et  l'arc  C'A! 
du  cercle  OO'M  (arc  qu'on  peut  appeler  le /'ayon  de 
courbure  vrai)  ont  même  longueur.  Si  donc  on  appelle 
dai  la  différentielle  de  l'arc 0"'^!,  ou,  ce  qui  est  pareil, 
ia  différentielle  de  la  développée  sphérique,  on  aura 
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Ainsi,  dans  le  cas  d'uni:  courbe  sphjriijuc  : 

Le  rayon  de  courbure  sphériqiie  et  le  rayon  de 
courbure  vrai  ont  même  longueur;  la  développée 
spkériefue  et  la  courbe  def  centres  de  courbure,  qu'on 
peut  appeler  la  développée  viaie,  ont  aussi  même  lon- 
gueur. 

Le  lieu  du  centre  O*  du  cercle  OOM  esl  homothé- 
lique  de  la  courbe  C  par  rapport  au  point  O.  Donc  ce 
lieu  est  normal  au  plan  du  cercle  OO'M. 

Il  en  résulte  que  : 

C  et  G  sont  tracées  sur  une  sur/tice  canal  £  ayant 
pour  diamètre  OM  le  rayon  de  la  sphère; 

mais  c'est  une  surface  canal  toute  particulière,  car  elle 
est  tangente  à  une  spbère;  ou  encore,  les  sphères  qui 
admettent  S  pour  enveloppe  passent  toutes  par  un  point 
i'ixe  O;  C  est,  d'ailleurs,  une  ligne  de  courbure  de  £. 

La  surface  canal  S  est  le  lieu  du  cercle  OO'M  de  dia- 
mètre OM.  Réciproquement  : 

Si  pour  une  courbe  gauche  C,  le  lieu  2  du  cercle 
OO'M  normal  à  cette  courbe  et  décrit  sur  le  rayon  de 
la  courbe  osculatrice  comme  diamètre  est  une  surface 
canal,  cette  courbe  est  sphérique. 

On  peut  l'établir  analytiquement,  mais  c'est  une 
chose  évidente,  car  le  point  O,  diamétralement  opposé 
au  point  M  sur  la  surface  canal,  doit  décnre,  comme  ce 
point  M,  une  trajectoire  F  normale  au  plan  du  cercle 
OO'M;  et,  comme  cette  trajectoire  est  tangente  au  pian 
OCM,  elle  ne  peut  être  qu'un  point;  le  point  M  reste 
donc  à  distance  constante  d'un  point  fixe  O  et  la  courbe 
C  est  sphérique. 

Pour  terminer  ce  qui  esl  relatif  aux  courbes  sphë- 
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n'qaes,  remarquons  que  la  développée  y  est  ici  une 
ligne  géodésique  sur  le  cane  de  sommet  O,  car  le  plan 
oscnlateur  TMN  à  y  est  perpendiculaire  au  plan  OMN, 
lequel  est  tan^eat  au  cane  considéré. 

Passons  maintenant  au  second  cas,  celui  dans  lequel 
r,  est  un  cercle  de  centre  M».  Alors  C,  coïncide  avec  T, . 

Quand  on  applique  sur  te  plan  la  surface  polaire 
d'une  courbe  dont  la  sphère  osculatrice  a  un  rayon 
constant,  Varéte  de  rebroussement  de  cette  surjace et  la 
courbe  des  centres  de  courbure  se  transforment  en  un 
teul  et  même  cercle. 

Dans  le  cas  d'une  courbe  sphérique,  la  transformée  C, 
reste  quelconque.  Il  est  donc  à  remarquer  que  la  courbe 
sphéfiquequi  semblerait  devoir  être  un  cas  particulier 
de  la  courbe  dont  la  sphère  osculatrice  a  un  rayon  con- 
stant en  est,  au  contraire,  un  cas  tout  différent  qu'il 
faut  traiter  à  part,  comme  nous  l'avons  fait. 

Puisque  C,  coïncide  avec  F, ,  on  a 

MoO;  =  M,0„ 
c'est-à-dire 

R  =  B,. 

On  retrouve  ainsi  ce  théorème  connu  : 

Une  courbe  gauche  dont  la  sphère  osculatrice  a  un 
rayon  constant  est  une  courbe  à  courbure  constante,  et 
ton  rayon  de  courbure  est  égal  au  rayon  de  la  sphère 
osculatrice.  L'arête  de  rebroussement  de  la  surface 
polaire  coïncide  donc  avec  le  lieu  des  centres  decotir- 


Ce  résultat  met  encore  en  relief  la  différence  très 
grande  qu'il  y  a  entre  la  couibe  dont  la  spbère  oscula- 
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tiice  a  un  rayon  constant  et  la  courbe  sphériquc,  puis- 
que cette  dernière  n'a  géuéralement  pas  son  rayou  de 
courbure  constant. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  vraie  : 

Si  la  courbure  d'une  courbe  gauche  est  constante, 
il  en  est  de  même  du  rayon  de  la  sphère  oscutatrice,  et 
l'on  aR  =  R,. 

Cela  résulte  immédiaiemeat  de  la  relation 


■■(§)■• 


Voyons  ce  qu'est,  dans  le  cas  particulier  qui  nous 
occupe,  l'arête  de  rebrousse  ment  F  de  la  surface  polaire, 
ou,  ce  qui  est  pareil,  la  courbe  G  des  centres  de  cour- 
bure. 

Pour  obtenir  F  il  suffit,  partant  d'une  origine  quel- 
conque cd,  située  surF, ,  de  donnera  ce  cercle,  autour  de 
ses  tangentes  successives,  des  rotations  élémentaires  dé- 
tinics  par  une  loi  quelconque;  dans  ce  mouvement,  le 
ceiitte  Me  du  cercle  F,  décrira  précisément  la  courbe  C. 
Or,  étaut  parvenu  à  un  point  quelconque  O,  de  Fi,  le 
point  Mg  décrit  autour  de  la  tangente  0|  Nt  un  élément 
perpendiculaire  au  plan  MoO,F,  déterminé  par  la  por- 
tion de  F|  non  encore  déformée. 

Donc  le  lieu  des  positions  successives  de  la  partie 
non  déformée  de  F,  est  une  surface  canal  S  dont  l'axe 
n'est  autre  cliose  que  la  courbe  C  décrite  par  le  point  Mo; 
F  est  une  courbe  tracée  sur  cette  surface  canal  tangen- 
tîellement  aux  positions  successives  du  cercle  F,,  et 
comme  les  plans  de  deux  cercles  F,  consécutifs  se  cou- 
pent suivant  une  tangente  commune  0|]V,,  c'est-à-dire 
comme  ces  deux  cercles  n'ont  qu'un  point  commun  O,, 
S  est  une  surface  canal  à  arête  de  rebrousscment  réelle 
et  unique  F.  Eniîn,  les  rotations  successives  du  cercle  F, 
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autour  (lu  ses  tangentes  n'altérant  l'angle  de  conlîngenrc 
de  ce  cercle  que  d'une  quantité  infiniment  petite  par 
rapport  à  cet  angle,  F  a  la  même  courbure  que  F,;  F  est 
donc  une  courbe  à  courbure  constante  comme  C  et  sa 
courbure  est  la  même  que  €. 

Inversement,  considérons  le  cercle  de  centre  Ot  et 
de  rayon  0|  Mb  dont  le  plan  est  normal  à  T,  c'est-à-dire 
csL  per|M;ndiculaire  à  0,N|;  ce  cercle  w*esl  autre  que  le 
cercle  osculateur  à  C  en  Mq  et  il  engendre  une  deuxième 
surPace  canal  V  d*axc>  F  et  d'arête  de  rebroussement  C  ; 
cclti:  arête  de  rebroussement  est  unique,  parce  que  deux 
cercles  osculateurs  successifs  d'une  courbe  gauche  ne  se 
rencontrent  qu'en  un  point. 

On  peut,  en  définitive,  énoncer  le  théorème  suivant 
dont  la  première  partie  est  une  proposition  classi(|ue 
due  à  Monge  : 

Si  une  courbe  gauche  a  sa  courbwe  5  constante,  le 
lieu  de  se>  centres  de  courbure  a  aussi  sa  courbure 
constante  et  égale  à  celle  de  la  proposée.  Chacune  de 
ces  deux  courbes  est  l'arête  de  rebroussement  unique 
d'une  surface  cnnal  de  rayon  R  nj  ont  pour  axe  l'autre 
courbe  et  admet  pour  cervlfs  osculateurs  tes  cercles 
générateurs  de  la  surface  canal  sur  laquelle  elle  est 
tracée. 

Par  exemple,  la  courbe  des  centres  de  courbure  d'une 
hélice  circulaire  est  une  seconde  hélice  qui  a  même 
courbure  que  la  première,  et  chacune  de  ces  deux  hélices 
est  l'arête  de  rebroussement  unique  d'une  surlace  qui 
admet  l'autre  hélice  comme  axe. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  évidente  ; 

Si  l'on  considère  une  surface  canal  £  «  arête  de 
rebroussement  unique  F,  celte  arête  est  à  courbure  con- 
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staate  et  nlle  admet  pour  cercles  osculateurs  les  cercles 
générateurs  de  la  surjace  canal.  Vaxe  C  de  cette  sur- 
face est  l'arête  de  rehroitssement  unique  d 'une  deuxième 
surjace  canal  S  de  même  rayon  que  la  première,  ayant 
comme  axe  l'aréle  de  rehroussement  de  la  première  et 
comme  cercles  osculateui-s  les  cercles  générateurs  de  £'. 

Terminons  par  quelques  géoéralités  relativement  aux 
courbes  gauches  quelconques. 

Pour  une  courbe  quelconque,  la  surface  lieu  du 
cercle  OC^M  n'est  généralement  pas  l'enveloppe  d'une 
sphère;  mais  C  est  encore  une  ligne  de  courbure  sur 
cette  surface,  comme  dans  le  cas  d'une  courbe  sphérique, 
puisque  les  tangentes  menées  à  celte  surface  nornialemcnt 
àC  admettent  une  enveloppe  y;  quant  à  la  dévelop- 
pée y>  elle  est  encore  une  ligne  géodésique  sur  la  surface 
polaire  de  C,  puisque  le  plan  TMN  osculateur  à  v  est 
perpendiculaire  au  plan  tangent  OMN  n  la  surface  po- 
laire; du  reste,  les  autres  développées  de  C  sont  aussi 
des  lignes  géodésiques  sui'  la  surface  polaire. 

Y  et  C  sont  liées  encore  par  la  relation 

O0'xON  =  ÔM*  =  RÎ; 

ce  sont  donc  deux  courbes  inverses,  avec  pùle  et  puis- 
sance d'inversion  variables. 

Remarquons  enfin  que  la  relation  obtenue  plus  haut 
da  =  R|  df, 
laquelle  devient,  pour  le  cas  d'une  courbe  plane. 


montre  que,  dans  ce  cas,  la  vraie  valeur  de  R,  dif  n'est 
autre  que  la  différentielle  rfo-de  l'arc  de  la  courbe  de» 
centres  de  courbure. 
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MU  BE  GÉOHfiTRIE; 

Pau  m.  t.  CLUGNET, 
Ingénieur  des  Manufactures  de  l'État. 


Teiéoréme.  —  Si,  d^un  point  a»  de  l'axe  d'une  co- 
nique (^fig-  i),  comme  centre,  on  décrit  une  circonfé- 
rence de  rayon  quelconque,  les  cordes  d'intersection 
MM,,  M'M',  du  cercle  et  de  la  conique  sont  à  égales 
distances  du  pied  ^  de  la  normale  menée  par  u. 
Fig.  .. 


Eq  effet,  soit  une  tangenlu  quelconque  RS  à  la  cir- 
conférence i^fig-  3)1  on  peut  La  considérer  comme  en- 
gendrant  un  cane  d'axe  diS  quelconque,  passant  par  cd 
»  situé  dans  le  plan  de  la  figure. 
De  même,  la  conique,  en  tournant  autour  de  son 
Aan.  de  Mathémat.,  %•  série,  t.  X.  (Avril  1S91.)  U 
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axe  (»0,  engendre  une  surface  de  révolution  du  second 
ordre. 

L'iniersection  de  ces  deux  surfaces  se  projette  sur  le 
planOuS  des  axes,  suivant  une  conique,  dont  on  a 
deux  diamètres  conjugués  à  l'aide  des  sphères  limites. 

L'une  de  ces  sphères  pst  déterminée  parle  cercle  uR 
et  donne  le  diamètre  ^^'.  L'autre  sphère  est  déterminée 
par  le  cercle  diKy,  tangent  à  la  conique,  et  fournit  le 
second  diamètre  Kcpf  |K|. 

Or  K  est  le  pied  de  normale  uK  et  KKi  passe  au 
milieu  de  [*[*'.  c,  q,  f.  d. 

Corollaire.  —  Si  d'un  point  ti>  de  l'axe  d'une  co- 
nique on  décrit,  comme  centre,  une  circonférence  tan- 
gente au  sommet,  le  pied  de  la  normale  uK,  menée  du 

Fig.  3. 


ce  point  à  la  conique,  est  à  égales  distances  de  la  tan- 
gente au  sommet  et  de  la  corde  d'intersection  MMi  du 
cercle  et  de  la  conique  {^g-  3  ). 

Remarque  I.  —  Ce  corollaire  donne  une  construc- 
tion très  rapide  de  la  normale.  11  suffit  de  décrire  le 


.;,  Google 


(  '55) 
cercle  tangeiil  en  A;  de  tracer  )a  corde  MM,  (■),  et  de 
meoer  par  1,  milieu  de  Ay.,  la  [)erpendiculaire  IK  à 
l'axe. 

Réciproquement,  si  Von  connaît  le  piedK  de  la  nor- 
male, on  en  déduit  la  détermination  de  la  corde  MM, 
d'intersection  de  la  conique  et  du  cercle  de  centre  u  et 
de  rayon  toA. 

Et  en  particulier  la  corde  réelle  MM,  {^g-  4)i  lorsque 


drée  par  la  conique  autour  de  son  second  aie  OB  et  la  sphère  de 
grand  cercle  cu\.  Ces  deux  surfaces  se  coupent  suivant  une  courbe 
projetée  suiiant  un  cercle  sur  un  plan  parallèle  au  plan  projeta ntuO. 

Ce  rercle,  dont  on  ■  déjà  le  point  a,  se  détermine  à  l'aide  d'une 
panllèle  H  quelconque. 

D'où  le  point  m  et  la  corde  MM,  {Jîg-  a). 


Celte  conatruetion  s'applique  également  au  c«9  où  le  cercle  n'est 
pas  tangent  au  sommet.  Il  suffit  alors  de  prendre  deux  parallèles 
pour  déterminer  le  cercle  de  projection  dont  le  diamètre  de  front 
donne  les  deux  cordes  cherchées. 
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les  points  d'intersection  du  cercle  et  de  la  conique  sont 
imaginaires. 

Remarque  //.  —  La  construction  qui  précède  permet 

de  construire  rapidement  la  développée  de  la  conique. 

Fig.  i.  Fig.  5. 


Renuzrquelll.  —  Si  l'on  mène  la  perpendiculaire 
Ceu  à  AB,  en  son  milieu,  les  normales  issues  de  e  et 
de  w  ont  leurs  pieds  en  H  et  K,  sur  les  parallèles  aux 
axes  passant  par  C  (fig-  5). 


Remarque  JF^.  —  Le  théorème  et  Je  corollaire  pré- 
cédents sont  évidents  lorsque  la  conique  se  réduit  à 
deux  droites  qui  se  coupent  (fig.  6  et  7). 
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Remarque  V.  —  Soit  une  parabole  de  foyer  F  el  de 
paramètre  p  {fig-  8).  On  a  encore,  si  uK  est  ]a  nor- 
male, 
i  AX  =  Xfi. 

Fig.  8. 


AX  =  Aïo  — X(o  =  A. 
et,  par  suite, 

A(i  =  aAX  =  aA<o  —  ip  = 
Cette  relation 


-ip. 


Afj,  =  AR  —  2JJ 

détermine  la  corde  d'intersection  du  cercle  uA  el  de  la 
parabole.IVIaiselle  montre  en  outre  que 

AR- A(*  =  (*R  =  2/>  =  4AF. 
D'où  ce  théorème  : 

TRÉoni^HB.  —  La  flèche  de  l'arc  intercepté  par  une 
parabole,  dans  toute  circonférence  tangente  en  son 
sommet,  est  constante  et  égale  au  double  du  para- 
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Remarque.  —  Il  suit  de  là  que  la  position  limite  de 
la  corde  MM,  est  obtenue  lorsque  AK  lui-mâme  est  égal 
à  ^p. 

Dans  ce  cas,  le  cercle  est  osculateur  et  l'on  retrouve 
ainsi  le  paramètre  pour  la  valeur  du  rayon  de  courbure 
au  sommet. 


SUR  LE  DÉVELOPPEMENT  SES  IJfTÉGRALES  EN  SÉRIES  ; 

Par  m.  WORONTZOFF. 

En  posan  t 

on  a 

Ç  F(_x)dx  =  *(,a  -h  bm)~  ^{ao-h  b„m)  =  f{m)  =  *{a)_  *(a 


.-  -_ — î f      «(«'(a-HÛm  — 5)3"->da 

Comme 
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on  obtient,  en  prenant  m  ^  i , 


Cette  formule,  pour  n  +  t  ^  a,  -)•-  i,  ^  c,  donne 

r"  "Vr  (— il*-'(a  — cl* 

-(«.-»)■  F'— "[«.+  »(»-"■,)]; 


'')  Nons  suppo«oDS  ici  que  les  foaclions  F(iV),  F'(^),  -'•>  F'"~"(^)  ^"^  fini' 


D,s,t,..d.iGoo'^lc 


(  '«io) 
d'où  l'on  déduit,  pour  c  =  <ï  +  a({i  =  a*,  i^^a), 


l.î.3. ..(»-.) 
x[o.  F»-»  (o,-t  Ho)-  «S  FC-0(o+  ea,)) 

et  pour  c  =  o, 
|jf'FWdr=       2   i^ltl  ..F»-..(., 

(Théorème  de  BemouUi.} 


|;o«Ff'>-U(ea)-o3Fi»-i)(eao)] 


se,   dans   la  formule  {a 


Si    l'on  pose,   dans   la  formule  (a),  &:=  Âg^c,   on 
trouve 
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[«-  F'o-'Kc  +  6a)— a;  Fi'«-ii(c  +  8a„)] 
oa,  en  mettant  a  —  cet  a« —  c  au  lieu  de  aet  no, 

-,. "rT-'-.ii''- """""''""■— '" 

j  -(a,-o).Fi«-"[t+6(o.-«)]j, 

ix[     jT"   'f'-i'C.-»);.-'.!^ 
-jT"'     F'"-"(a-»)'— ■>»(•)! 

En  faisant  successivement  dans  cette  série  c  :=  a^  et 
c  ^  o,  on  obtïeiit  les  formules  bien  connues 

f   F(,)to=    2    'S^ '"*""(""•'+*'■ 

».=  i.J.'a7.'''(7'-i)'''~°''''"'""l°'^''''~"'l 

d'où,  pour  n  =  I ,  si  F(:r)  est  une  fonction  finie  et  con- 
iiDue  entre  J=  a,  et  ar=  a, 


{')  Les  foDCtioDs  f(x),  F{j;),  ....  F('~'l(a:)  sont  supposées 
fiiiiti  «  contioDrs  entra  x  -=  c  e\x  —  ct,,  aussi  entre  x  —  ccl  x  =  a, 
par  suite  entre  x  =  a,  A  x  =  a. 
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(  ■6a) 
et 

(6)         /'''(')''»=  2  rÊîrri'"*""*''***" 
*'=  r^ïTrÇirrj ''""'""""<"'"'"  "'■""'''"•'i 

_   r    F'»-»'<aii  — ^)«''-'^4    ; 
d'où,  pour  n  ^  I, 

Remarque.  —  Si  l'on  applique  la  formule 

aux  intégrales 

i.a.3...t/i-iJîy„      -^      ^  "  '"' 

où 

^  —  yà—gj^         F(ar)  =  /<''l{iio+ei  — 3T)a^-i, 
[aF(6a)  =  a/""{=»-^«  — 9«)C''«)''-'  =  «"(ï-S' )"''/'"(«.-•- 8,  a)], 
ou  obtient 
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ÉTUBE  GÉOiÉTRIOEB  DES  PBOPBEÉTÉS  lES  CONIQIES 
D'APRÈS  LEUR  DlPINITrON  ('); 

Pab  m.  L.  MALEYX. 


XIII.  Normales  à  une  coniifue passant  par  un  point 
donné  dans  son  plan,  tbéorêmb  de  Joachimstahl.  — 
EsaroinoDS  le  cas  de  l'elli^^se,  la  question  se  résoudra 
d'une  manière  analc^e  pour  les  autres  courbes. 

Soit  O  nne  ellipse  dont  les  axes  3a,  nb  sont  dirigés 
suivant  OX,  OY,  et  à  laquelle  nous  voulons  mener  une 
normale  par  le  point  M  (Jîg-  76). 
Fig.  76. 


Soit  MP  une  de  ces  normales  ;  P  son  point  d'incidence, 
que  nous  définirons  par  ses  distances  PH,  PK,  aux 
deux  axes  ;  nous  représenterons  ces  distances,  ou  coor- 
données, par  j',  X  respectivement.  Nous  définirons 
aussi  la  position  du  point  M  par  les  distances  analogues, 
^,  a;  y,  x,  ^,  a  étant  susce|>tib1es  de  signes. 

Menons  la  tangente  PS  en  P,  celte  droite  rencon- 
traut  OX  en  S;   les  deux  triangles  rectangles  MPQ, 

(■)  Voir  l.  X  ([8ç)i).p.  t^S. 
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PHS  sont  semblables  cODime  ayant  leurs  cAléa  perpen- 
diculaires :  on  en  déduit 

MQ  _  OS -OH  ^-y  ^  OS  — 3> 

FQ  ~        PU  *"         <i  —  x~       y       ' 

Mais  les  poiots  H,  S  étant  conjugués  harmoniques 
par  rapport  à  A,  A',  on  a 

ÔÂ'=  OSxOH.        d'où        0S=  —  ; 

remplaçant, 

a>  _ 

y  —  ^  _   X  _a*  —  a^' 

D'après  le  n"  II  du  présent  Chapitre,  on  a 


substituant , 

&'  =  S- 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

ou 

(aj  \y^  a*  —  b^)\  a'  —  b^/  a*-b* 

Si  nous  construisons  les  parallèles  à  OY,  OX,  situés  à 
des  distances  du  point  O  respectivement  représentées 

par  -^-'..-,— — £i,  les  facteurs  X r — %^,  y  +  -7-^  > 

représentent  les  distances  du  point  P  à  ces  deux  paral- 
lèles. 

Il  résulte  de  la  relation  (3)  que  le  produit  de  ces  di- 
stances est  constant,  et,  d'après  le  premier  des  théorèmes 
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d'Apollonius,  que  le  point  P  se  Iroave  sur  une  hyper- 
bole éijuilatère  ayant  ces  parallèles  pour  asymptotes. 

La  relation  (i)  étant  visiblemcut  satisfaite  pour  le 
point  M  et  pour  le  point  O,  ces  deux  points  appartien- 
nent à  l'hyperbole  équîlatère.  On  peut  eonstruirc  cette 
courbe  dont  on  connaît  les  asymptotes  et  deux  points  ^ 
ses  points  communs  avec  l'ellipse  feront  connaître  les 
points  d'incidence  des  normales  issues  de  P,  qui  sont  en 
général  au  nombre  de  quatre. 

On  peut  conclure  du  théorème  du  numéro  précédent, 
que  :  trois  des  points  d'incidence  des  normales  menées 
d'un  point  à  une  conique  et  le  point  diamétralement 
opposé  au  point  d' incidence  de  la  quatrième,  dans  celle 
conique,   appartiennent  à  un  même  cercle;  c'est  là  le 

THÉOnÊHB    DE  JoiCHIHSTAHL. 

XJV.  Lieu  oÉOMâTBiQeE.  —  Étant  données  deux  co- 
niques C  et  C|,  ainsi  que  deux  directions  D  et  U(, 
dans  te  même  plan  ;  par  un  point  M  du  plan  on  mène 

l-'ig-  77- 


deux  parallèles,  la  première  à  la  direction  D,  rencon- 
trant la  conique  C  aux  points  P  e(  P, ,  la  deuxième  à 
la  droite  D, ,  rencontrant  la  conique  Ci  aux  points  Q 
et  Q,  ;  on  demande  de  drlerminer  le  lieu  du  point  M 
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par  la  condition  que  le  produit  MP  X  MPi  Mt  avec  le 
produit  MQ  X  MQi  un  rapport  donné  a.  {fig.  77  )• 

Soient  H  et  R|  les  points  où  la  parallèle  à  D,  passant 
par  M  rencontre  la  conique  C,  pour  tous  les  points  du 
plan,  et,  d'après  le  théorème  de  Newton,  on  a,  ^  étant 
un  nombre  ûnî, 


Si,  en  outre,  M  est  un  point  du  lieu,  on  a  aussi 

MPxMP,  _  I 

MQxMQ,  ""■ 

Divisant  membre  à  membre,  on  en  conclut  que,  pour  | 

tous  les  points  M  du  lieu, 

MQ  X  MQ,       p  I 

MRxMR,       a.' 

D'après  cette  égalité,  le  rapport  involutif  d'un  point  | 

M  du  lieu,  par  rapport  aux  couples  de  points  de  ren- 
contre d'une  droite  de  direction  donnée  avec  les  coni- 
ques C  et  C,,  est  constant,  et  il  en  résulte,  d'après  le 
théorème  du  n"  VII  du  Cbap.  II,  que  le  lieu  e^t  une  co- 
nique passant  par  les  points  communs  des  deux  pre- 
mières. 

XV,  Si  deux  cônes  ont  pour  directrice  une  même 
conique,  ils  se  coupent  suivant  une  seconde  courbe 
plane,  qui  est  une  autre  conique  (').  —  Soient  S  et  S, 
les  sommets  des  deux  cènes  ayant  pour  directrice  la  co- 
nique O  {^g'.  78);  unissons.S,  S  par  une  ligne  droite 


(')  Depuis  ma  rédaction,  Je  me  suis  aperçu  que  la  démonstration 
géométrique  de  ce  théorème  se  trouvait  dans  le  Court  de  Géomé' 
trie  detcriplivt  de  M.  Ch.  Brisse,  II"  PaKîe,  p.  9a. 
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coupant  le  plan  de  la  directrice  en  P.  Par  la  droite  SS, 
faisons  passer  un  plan  variable  coupant  celui  de  la  di- 
rectrice suivant  la  droite  PAB  et  les  deux  cônes  suivant 
les  deux  couples  de  génératrices  SA  et  SB,  S|  A  et  S|  B. 
Ces  deux  couples  de  génératrices  se  coupent  aux  points 
A,  B,  (II,  (i)|  ;  les  points  A,  B  décrivent  la  directrice,  les 
points  I»,  b),  la  seconde  partie  de  l'intersection  qu'il 
faut  démontrer  être  plane. 


Or  la  droite  u,  u  est  la  polaire  de  P  par  rapport  anx 
deux  droites  tii,  S,  w,  S,  ;  il  eu  résulte  que  les  points  £, 
H,  où  elle  rencontre  PS|  et  PB,  sont  conjugués  harmo- 
niques de  P  par  rapport  aux  couples  de  points  S  et  S,, 
A  et  B;  le  point  £  est  fixe,  puisque  P,  S  et  S,  le  sont, 
et  quant  à  r,  il  décrit  la  polaire  MN  de  P  par  rapport  à 
la  conique;  les  points  u,  u,  sont  donc  situés  dans  le 
plan  eMN  qni  est  6xe,  et,  en  conséquence,  la  courbe 
qu'ils  décrivent  est  plane. 

XVI.  Note.  —  Le  théorème  de  Pappus  nous  a  servi 
aun"  VI,  Chap.  II,  pour  établir  un  théorème  important 
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par  ses  conséquences,  soit  pour  fournir  une  construc- 
tion relativement  simple  des  points  communs  d'une  co- 
nique et  d'une  droittr,  soit  pour  établir  d'une  manière 
immédiate  le  théorème  de  Desaboues. 

H  nous  a  paru  intéressant  de  montrer  comment,  du 
même  théorème  de  Papfus  se  déduit  le  principe  de  des- 
criptiou  d'une  conique  par  le  point  d'intersection  de 
deux  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homogra- 
phiques,  et  c'est  là  le  but  de  la  présente  Note,  par  la- 
quelle nous  allons  terminer  notre  étude. 

Lbmmb  I.  —  Coruidérons  un  faisceau  de  trois  droites 
issues  d'un  point  S  (^g.  79),  et  une  sécante  t/ui  les 
rencontre  en  a,  i,  c;  le  rapport  des  segments  ca,  cb 

fis-  79- 


est  égal  à  celui  des  aires  des  triangles  Sam,  Sbm 
ayant  pour  bases  les  rayons  Sa,  S  S,  et  pour  sommet  un 
point  m  quelconque  situé  sur  le  rajon  Se. 

En  effet,  les  deux  triangles  Sac,  SAc,  considérés 
comme  ayant  leur  sommet  en  S,  ont  même  hauteur  et 
sont  proportionnels  à  leurs  bases  ^  cl,  si  on  les  considère 
comme  ayant  leurs  sommets  en  a  et  b,  ils  ont  même 
base  et  sont  proportionnels  à  leurs  hauteurs,  d'où  les 
égalités 

cb      Sbc  "'  bq  ' 
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ap  et  bq  étant  les  perpendiculaires  menées  do  a  et  A 
sur  Se. 

D'ailleurs,  les  deux  triangles  a/nS,  bmS  ont  aussi 
inùme  base  et  pour  hauteurs  ap  et  b^  respectivement; 

dès  lors, 

i-t,  par  comparaison  avec  les  égalités  précédentes,  on  a 


ce.  qu'on  voulait  démontrer. 

Lbmme  II.  —  -Le  rapport  anharmonique  des  quatre 
points  a,  bf  c,  (f,  où  une  droite  coupe  les  rayons  d'un 
faiiceau  S.abcd  {ftg.  80),  soit  ^  :  ^^  -  est  égal  au  rap- 


port des  rapports  des  distances  de  deux  points  m  et  n 
pris  arbitrairement  sur  les  rayons  Se,  Sr/,  aux  rayons 
Sa  et  S  b,  respectivement,  soit  —  :  -^ ,  mp,  np,  étant 
perpendiculaires  sur  Sa,  et  niq,  nq,  perpendiculaires 
tur  Si. 

En  effet,  et  d'après  le  lemmc  (,  on  a 


t. de  JUathemat.,  î'strii 
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divisant  incmbrv  à  membre, 


cb  ■  M  ' 


mais  lus  couples  de  triangles  //tu S  et  »/iS,  mhS  et  nhS 
ont  iiiûines  bases  et  sont  proportionnels  à  leurs  liau- 
teursi  Jonc,  substituant  aux  rapports  de  ces  ii-iaitgles 
ceux  du  leurs  hauteurs  dans  la  dernière  égalité,  on  a 

ra  _  e/n  _  mp  _  n/>i 
ch  '  dh       iiiq  '  iiij, 

Soit  aetuellemeiii  une  conifjue  ABDMNC  :  construi- 
sons deux  faisceaux  ayant  pour  sommets  deux  points  A 


et  C  de  la  conique,  et  dont  les  rayons  liomologucs  se 
coupent  sur  cette  courbe  en  B,  D,  M,  N  (_/tg.  8i);  il 
s'agit  de  montrer  qu'ils  sont  lioinographiqucs,  c'est- 
à-dire  que  les  deux  faisceaux  A.BDMN,  C.BDMK,  ont 
môme  rapport  anliarmonique.  Pour  le  démontrer,  cou- 
pons les  deux   faisceaux  par  la  transversale  *',  o,  et  Jks 
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jtoiiils  M  v.t  n  abaUsDiis  M/>,  N/t,  purpeiidiculnirus  siii 
AB,dei.ièinc.Mî,N7,surDC;  Mr.   Ma,  sur  UC;  M.(, 
y  Si  sur  AD;  il  siifljt  de  montrer  l'égaliu^  di-s  deux  rap- 
|,nr..a„l,.,-,„o„i,|ue.I|,|  et  !;i,  :;;?:. 
Or,  (l'apiès  lu  U-iiiiui-  précûdi-iir, 

■;^  ,  ?a  _  M/.  .  N^, 
-'3  ■  o3         11*'  ÏNî, 


dès  lors,  ii  sufEit  deiablir, 


ce  qui  csl  «vidcul  d'après  le  lliéoiènie  de  Pai-pus, 
ABCD  constituant  un  quadrilatère  inscrit,  et  d'après  1rs 
«galités 


lues  sous  les  foroies 


D,s,t,..d:,i.  Google 


RBALIS4T10\  ET  ISAflE  SES  FORMES  rMAGrNAIRBS 
EK  6É0NÉTRIE. 

GoNFÉflKNcKS  DONNÉES  p,\(i  M.  Uaximilien  MARIE 

I  Cu11l'»c  Sianistas,  à   Sainle-Barbe  .  A   J'Ëcole  Saintc-Geocvièi 

et  A  l'Kcolc  Mongc  (')■ 


22.  Les  périodes  de  la  quadratrice  d'une  courbe 
algébrique  peuvent  encore  disparaître  en  devenant  in- 
finies. —  Lorsqu'un  anneau  de  la  courbe  réelle  se  trans- 
forme en  une  branche  parabolique,  l'aire  eorrespon- 
(lànte  devient  infinie  et  la  quadratrice  perd  un<t  période, 
parce  qu'elle  n'est  plus  exprimable. 

Il  en  est  de  nx^me  lorsque  l'une  des  deux  branches  de 
la  courbe  léelle,  qui  comprenaient  des  anneaux  fermés 
de  conjuguées,  passant  à  l'inlini,  ces  conjuguées  devien- 
nent paraboliques. 

C'est  ainsi  que  la  quadratrice  d'une  conique  perd  sa 
jwriode  et  devient  algébrique  lorsque  cette  conique  se 
transforme  en  parabole.  Si  l'on  considère  celte  parabole 
comme  dérivée  de  l'ellipse,  l'aire  de  celte  ellipse,  qui 
formait  la  péiiode  réelle  de  la  quadratrice,  est  devenue 
infinie  et  a  di.sparu.  Si,  au  contraire,  on  considère  la  pa- 
rabole comme  dérivée  de  rbvperbolc,  une  des  branches 
(le  cette  hyperbole  a  passé  à  l'inlini,  l'aire  commune  des 
conjuguées  de  celle  hyperbole  agrandi  indéfiniment  et 
la  période  imaginaire  est  devenue  infinie. 

11  en  serait  évidemment  de  même  si  des  anneaux  de 
l'enveloppe   imaginaire   d'un  lieu  devenaient  parabo- 

Cl  P',,.ï  r- 1\.  11.  :..«. 
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Mais  la  théorie  des  quadratrices  dt^s  courbes  parabo- 
liqnes  olTre  aujourd'hui  des  difficultés  inabordables. 

Ces  courbes  préscutent,  avec  les  courbes  pourvues  de 
points  doubles  à  distance  finie,  cette  analogie  géomé- 
Iriqut  ^e  ni  les  unes  ni  les  autres  n'ont  jamais,  eu 
é^rd  à  leur  degré,  le  nombre  maximum  de  tangentes 
parallèles  à  une  direclioti  donnée,  et  peut-^lre  est-ce  là 
le  point  de  vue  où  il  faudrait  se  placer  pour  en  faire 
l'étude,  car  toute  réduction  dans  ce  nombre  de  tangenles 
en  amène  forcément  une  correspondante  dans  le  nombre 
des  anneaux  fermés,  mais  il  n'y  a  rien  de  fait  à  cet  égard. 

Nous  ne  nous  occuperons  donc  plus  des  courbes  para- 


bol 


iques. 


Au  contraire,  ce  que  nous  nous  proposons  est  de 
chercher,  d'abord,  le  nombre  des  périodes  de  la  quadra- 
trice  de  la  courbe  la  plus  générale  de  degré  m  et  de  voir 
ensuite  comment  elle  pouirait  les  perdre  toutes  sucircs- 
siïement,  les  coefficients  de  l'équation  de  la  courbe 
n'étant  alors  liés  entre  eux  que  par  le  moindre  nombre 
possible  de  conditions.  En  d'autres  termes,  nous  vou- 
lons déterminer  la  courbe  la  plus  générale  de  degré  m, 
dont  la  quadrature  serait  algébrique. 

23.  D'une  réduction  accessoire  d'une  nouvelle  unité 
dans  le  nombre  des  périodes  de  la  qundratrice,  au 
moment  de  la  Jorniation  d 'un  point  double  à  distance 
finie  dans  la  courbe  correspondante.  —  Cette  réduc- 
tioit  se  produit  nécessairement  au  moment  de  la  forma- 
lion  d'un  point  double  qui  fait  évanouir  la  représentation 
géométrique  d'une  période,  parce  que  deux  anneaux, 
entre  lesquels  était  compris  celui  qui  vient  de  se  réduire 
■1  un  point  unique,  viennent  se  confondre  en  un  seul 
circuit,  en  forme  de  Iiuit,  où  il  n'est  plus  possible  de 
distinguer  les  deux  anneaux  l'un  de  l'aulie,  la  condition 
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de  continuité  ubligeatit  le  point  détrîvanl  [j"ij)']  «  par- 
courir lus  deux  boucles  en  avançant  toujours  dans  le 
même  sens. 

Il  suffira  d' établir  le  fait  dans  le  cas  le  plus  général, 
parce  que  les  périodes  de  la  quadratrice  de  la  courbe  la 
plus  générale  de  degré  tn  devant,  dans  tous  les  cas  par- 
liculicrs,  rester  les  mêmes  fonrtions  des  coefficîenls,  si 


l'on  peut  constater,  dans  un  cas  absolument  général, 
que  la  formation  d'un  point  double  entraîne  la  dispari- 
tion de  deux  périodes  dans  la  quadratrice,  on  pourra 
conclure  à  la  même  coïncidence  dans  tous  les  cas  parti- 
culiers. 

Supposons  que  la  courbe  ait  toutes  ses  asymptotes 
réelles  et  que  ce  soit  un  anneau  fermé  de  la  courbe 
réelle  qui  doive  s'évanouir  ;  menons  à  cet  anneau  deux 
tangentes  parallèles  qui  n'aient  la  direction  d'aucune 
asymptote  :  les  conjuguées  du  lieu  qui  louclieronl  l'an- 
neau considéré  aux  points  de  contact  des  deux  tangentes 
parallèles  seront  nécessairement  fcrméiis,  quelque  loin 
qu'ils  s'étendent  d'ailleurs,  parce  que  la  conjuguée  à  la- 
quelle  ils  appartiendront,  n'ayant  pas  d'asymptotes, 
n'aura  pas  de  brancbes  infinies;  les  produits  par  ij —  i 
des  aires  de  ces  deux  anneaux  formeront  deux  périodes 
imaginaires  de  la  quadratrire  du  Heu. 

Mais  au  moment  où  l'anneau  de  la  courbe  réelles'é- 
vanouîra  en  un  point  isolé,  les  deux  anneaux  de  la  con- 
juguée se  ri'Joindront  au  point  isolé  et  s'y  couperont 
sous  un  angif,  au  lien  de  s'y  toucber,  de  sorte  que  les 
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deux  périodes,  pr^édcmmcnl  distinctes,  se  fondront  en 
une  seule  égale  à  leur  diiTérence. 

Il  en  serait  évidemincnl  de  même  si  l'anneau  qui  de- 
vrait s'évanouir  appartenait  à  une  conjuguée  et  était,  au 
contraire,  compris  entre  deux  anneaux  formés  de  la 
courbe  réelle.  Seulement  les  deux  tangentes  à  la  courbe 
au  point  double  seraient  alors  réelles,  au  lieu  d'être 
imaginaires. 

Ainsi  la  formation  d'un  point  double  doit  entraîner 
une  rcdtiRtion  de  deux  unités  dans  le  nombre  des  pé- 
riodes. Le  même  fait,  au  reste,  se  reproduirait  dan»  les 
mêmes  conditions  si,  un  huit  s'éiant  déjà  produit,  il  si; 
formait  un  nouveau  point  double  sur  son  pourtour.  Seu- 
lement, au  lieu  de  deux  boucles,  il  s'en  présenterait  trois, 
en  continuité  entre  elles. 


OOo 


I^s  trois  boucles  seraient,  en  tous  cas,  de  même  na- 
ture, c'est-à-dire  toutes  les  trois  réelles  ou  toutes  les  trois 
imaginaires. 

En  résumé,  on  doit  admettre  que  la  formation  de/> 
(wiiits  doubles  dans  une  courbe  entraîne  une  réduction 
(le  2/ï  unités  dans  le  nombre  des  périodes  de  sa  quadra- 
trice. 

24.  Des  atttrei  conditions  dans  lesquelles  peuvent  se 
produire  des  réductions  dans  le  nombre  des  périodes. 
—  D'autres  réductions  peuvent  être  amenées  par  beau- 
coup d'autres  circonstances  :  ainsi  nue  période  repré- 
sentée par  l'aire  d'un  anneau  en  l'orme  de  huit  disparaîtra 
lorsque  les  aires  des  deux  boucles  seront  égales;  deux 
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Périodes  repr<!scnt«es  par  les  aires  des  deux  anneaux 
fermés  de  la  courbe  réelle  se  réduiront  à  une  scide  sî 
CCS  sires  sont  égales,  et  il  en  sera  de  môme  si  lus  anneaux 
fermés  de  conjuguées,  compris  entre  des  branches  dis- 
tinctes de  la  courbe  réelle,  présentent  la  même  aire,  etc. 
C'est  ainsi,  par  exemple,  que  la  quadratrîce  de  la 
courbe 

ne  comporte  que  deux  périodes-  et  - \/ —  i  ,  w  dési- 
gnant l'aire  de  l'anneau  de  la  courbe  réelle,  compris 
entre  les  droites  j:  ^±  n  et_y  =^+ a.  Mais  aussi,  dans 
cet  exemple,  la  courbe  réelle,  ses  conjuguées  à  abscisses 
et  à  ordonnées  réelles,  et  l'enveloppe  imaginaire  de  ses 
conjuguées  se  confondent  géométriquement. 

Mais  dans  ces  dernières  circonstances,  la  disparition 
de  chaque  période  manquante  tiendra  a  la  présence 
d'une  relation  particulière  entre  les  coefficients  de  l'équa- 
tion de  la  courbe,  tandis  que  la  relation  UDÎque  qui  in- 
troduit chaque  point  double  entraîne  une  réduction  de 
deux  unités  dans  le  nombre  des  périodes,  de  sorte  qu'à 
égalité  dans  le  nombre  des  périodes  restantes,  la  courbe 
dont  l'équation  contiendra  encore  le  plus  de  paramètres 
indépendants  sera  celle  poiu*  laquelle  la  disparition  des 
périodes  manquantes  sera  déterminée  exclusivement  par 
la  formation  de  points  doubles  en  nombre  suffisant, 
c'est-à-dire  en  nombre  /?,  s'il  a  disparu  :tp  périodes. 

23.  Du  nombre  maximum  de  points  doubles  et  du 
nombre  maximum  de  périodes  non  cyclitjues.  —  Si 
une  courbe  de  degré  m  se  résout  en  deux  autres,  l'une 
de  degré  (m  —  ç),  et  l'autre  de  degré  q,  n'ayant  ni  l'une 
ni  l'autre  de  points  doubles,  le  nombre  des  points  dou- 
bles de  la  iourb<;  composée  sera 
7(m  — 7): 
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si  à  son  tour  la  courbe  de  degré  q  su  résout  en  deux 
autres,  de  degrés  (17 — r)  et  r,   n'ajaiU  pas  de  points 
doubles,  la  courbe  déeom[H»sée  présentera 

{m~q)(q  —  r)-i-(m  —  q)r^r{q  —  r)  =  {m  —  q)q-\-rl,q-r) 

points  doubles. 

Il  en  résulte  que,  plus  une  courbe  de  degi-é  wi  se  seg- 
mente en  courbes  de  degrés  moindres,  n'ayant  pas  de 
points  doubles,  plus  elle  présente  de  points  doubles. 

Le  nombre  maximum  de  points  doubles  que  puisse 
présenter  une  courbe  de  degré  m  correspond  donc  au  cas 
où  file  dégénère  eu  m  droites,  et  ce  nombre  est 


11  resK;  alors  a  m  coefficients  indépendants  dans  l'équa- 
liondela  courbe,  au  lieu  de 


1rs  coefficients  de  la  courbe  satisfont  donc  alors  à 

ronditions. 

Mais  de  ces  "*  '""T.!  conditions,  il  y  en  a  {m  —  1) 
<]ui  expriment  que  les  m  pério<les  cycliques  sont  nulles, 
puisqu'elles  le  sont  en  eflîa,  et  les 


autres  expriment  chacune  la  présence  d'un  point  double 
■lans  la  curbe. 
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Si  l'on  suppi'iniail  les  (m  —  i)  conditions  qui  expri- 
mcut  que  les  m  |>éi'ioilus  rjcliqiius  sont  nulk-.s,  lesqutilles 

peuvent  s'exprimera  pari,  les   ^ conditions 

restantes  exprimeraient  encore  la  présence  d'autant  de 
points  doubles,  «.-t,  les  (rn  —  ■)  premières  étant  retirées, 
la  courbe  redeviendrait  irréductible. 

Donc  le  nombre  maximum  de  points  doubles  d'une 
courbe  irréductible  de  degré  m  est 

et,  par  conséquent,  la  quadratrice  de  la  courbe  la  plu» 
générale  de  degré  m  comporte 

périodes  non  cycliques,  et,  si  l'on  rajoute  les  («i  —  i) 
périodes  cycliques,  on  obtient  [m  —  i)^  pour  le  nombre 
total  di'3  [)érîodes  de  toute  nature. 

On  conclut  de  cette  théorie  i 

i"  (Qu'une  courbe  de  degré  m,  qui  présente 


points  doubles  cl  que  toutes  ses  asymptotes  coupent 
chacune  en  trois  points  situés  à  l'iniini  est  quarrable 
al}îébri.|ucineut; 

Qu'une  courbe  de  degré  rn  qui  présente 

poinLs  doubles,  mais  dont  les  asymptotes  sont  quel- 
conques, est  (juarrable  par  les  roiielions  circulaires  tn- 
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Qu'une  courbe  de  dtrgré  m  qui  présente 


poiiits  doubles  est  qnarrabic  par  les  fonctions  uirculaî: 
mtei-sfs  et  par  les  fonctions  doublement  périodit|ui 
a"  Que  la  courbe  la  plus  générale  de  dfgré  ;//,  (|Ui 
rable  algêbriquemeiit,  est  relie  ijui  présente 


points  doubles  et  que  ses  asymptotes  coupent  eltaciine 
en  trois  points  à  Pinlini} 

Que  la  courbe  la  plus  générale  de  degré  m,  (juarrable 
par  les  fonctions  circulaires  inverses,  est  celle  qui  pré- 


■  ■)(>>*-») 


points  doubles; 


Que  la  courbe  la  plus  générale  de  degré  m,  quarrabic 
parles  fonctions  circulaires  inverses  et  par  les  fonctions 
iloublement  périodiques,  est  celte  qut  présente 

(m-i)(/«-^)      ^ 

points  doubles,  etc. 

Mais  il  ne  faudrait  pas  conclure,  du  mode  de  quadra- 
liitité  d'une  courbe,  au  nombre  de  ses  points  doubles, 
parce  qut',  comme  nous  l'avons  dit,  le  nombre  des  pé- 
riodes peut  se  réduire  dans  toutes  sortes  de  circon- 
stances. Ainsi  la  courbe  ^'-(-:c'^^fl'  est  quarrable  par 
les  fonctions  à  deux  périodes,  e'esl-à-dire  par  les  fonc- 
tions elliptiques,  et  cependant  elle  ne  présente  aucun 
point  double.  {yJ  suivre.  ) 
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GÉNÉRALISATION  BON  TnÉIRËMI  SUR  L'BOUILrBRI 

DBS  SURFACES  FERHÉBS  ('); 

Par  le  p.  Ch.  ROBERT,  S.  J. 


Lekhe  I.  —  Étant  donnée  une  surface  fermée, 
prouver  que  des  forces  normales  à  cette  surface  et  pro- 
portionnelles à  ses  éléments  se  font  équilibre. 

La  force  F  appliquée  au  point  M  est  égale  à 


ou,  plus  simplement,  à 


Imaginons  un  cylindre  très  petit,  parallèle  à  Oz.  Co 

Fis.  .. 


cylindre  va  déterminer  un  second  élément  ou,  en  gé- 
néral, un  nombre  pair  d'éléments,  puisqne  la  surface  «;st 
fermée. 
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La  force  appliqua  en  M'  est 


Décomposons  chacune  des  deux  forces  en  trois  paral- 
lèles aux  axes.  Les  deux  composantes  suivant  Oz  sont 

et 

fl(/lD|COS-ï|. 

Or  on  a 

(1  dut  coïY  =  f-  '''"i  cosfi  ; 

car  f^ucosy  6t  dm,  cosyi  représentent  l'une  et  l'autre  la 
section  droite  du  cylindre  considéré. 

Donc  les  deux  composantes  suivant  Oz  sont  égales  et 
de  sens  contraires,  donc  elles  se  détruisent. 

On  démontrerait  de  même  que  les  composantes  sui- 
vant Ox  et  Oy  se  détruisent,  donc  la  surface  est  en 
équilibre.  c.  f.  q.  o. 

Lexhe  U.  —  Soient  deux  surf  aces  parallèles,  A  et  A' 
deux  points  correspondants,  c'est-à-dire  situés  sur  une 
normale  commune,  du  et  dis'  les  éléments  superficiels  en 
ces  points,  et  ds  la  distance  constante  des  deux  sur- 
faces. Prouver  la  relation 

*'-''"-*<'' (h +  r)' 

R,  R'  étant  les  rayons  de  courbure  de  la  première  sur- 
face au  point,  A. 

3c  décompose  da  en  cléments  infinimtint  petits  for- 
més par  quatre  lignes  de  courbure  de  la  prcmicrc  sur- 
face. 

Les  lignes  de  courbure  sont  oriliogonalcs. 
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A'B'CI)*  iloiitioiit  lesligiics  ili;  cuiirLnrcdL'  la  surfacu 
l>arallêlu  {car  k-s  normales  coïiicîdfnt). 


Un  a,  dans  lus  triangles  OA'IÎ',  OAB, 


d'où,  successivement, 
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i)  /     lie  même. 

(.?  =  ¥-'. 

Or 
;n  uégUgcaDl  tla.elp  iiiQnimeiil  pclit  d'ordre  supérieur. 


Kif- 


'  +  <-? 


B' 


ou,  d'après  les  formules  (i), 

rftr' ~ rfo  =  rforf*  1  T7  +  ^  1  •  G.  Q.  p.  p. 

Thëorèue  de  m.  BRiiTn^Nn.  —  Si  l'on  ap/tlû/ue  à 
une  surface  fermée  f/c.î  forces  normales  et  propor- 
tionnelles À  c/t  (  i  -(-  jr;  1  >  ces  forces  surfont  équilibre. 

En  effet,  soit  une  suiface  parallèle  à  la  preiuîèrt;.  A 
la  surface  proposée  j'applique  des  forces —  [*'^»;  c<!s 
forces  se  fout  équililire  (lenuiie  I).  A  ]a  suiface  paral- 
lèle distante  de  ds  j'applique  des  forces  +  ti.et'y';  ces 
Ibrccs  se  font  équilibre  (lenimel).  Donc. sur  chaque  nor- 
male j'ai  des  forces  égales  à 

jj,(da'  — lia), 

c'csi-ï-diro,  en  vertu  du  leninie  II,  à 


r,.s,i,.,x..i.C00c^lc 


(  184  ) 

Théobème  nE  M.  C.  JotoEitT.  —  Si  l'on  appliifue 
à  une  surface  fermée  (irrs /oi  ces  normales  et  propor- 
tionnelles à  jTjpf  ces  forces  se  font  êi/uilibre. 

Eii  ellel,  à  la  iircniière  surface  j'applique  des  forces 
égales  à 

à  la  (leuxîcme  surface  j'applique  des  forces  égales  à 


f^'^'^flT 


ds        K-^ds) 


Ces  forces  se  font  équilibre  sur  chaque  surface, 
d'après  le  tlicorème  de  M,  Bertrand. 

Cberclions  la  lésultante  sur  chaque  normale  :  cctic 
l'ésultantc  a  pour  expression 

'"'"'  (m.  +  îréfe)  - 1"*'  (s  +  R")' 

(tu'on  transforme  surcessivement  en 

,  rRR'-t-rf'(H-^R'ii  r     1 Il        ^  r,       ,1 

'^'  L ^' J  L  i<^^  ^  iï^^J  -  '^  ''^  [  R  -^  if  J  ■ 

rirfï(R-i-R')CR-i-rfï  +  R'  +  rfi)-^  HR'(R  +  rfî-+.  R'  +  di)     H 
,       i — (R-t-R'KR-t-^^)(R'+rfj)( 

■'L  irR'(R-i-rfï)(R'+rfj)  "       -        J 

ou,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur, 

Cela  posé,  voici  les  théorèmes  qne  nous  nous  propo- 
sons de  faire  connaître  : 

THÉonÈME.  —  Si  l'on  irpplii/itc  «  une  surface,  for- 
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niée  des  foi  cps  normales  et  proportionnelles  "-jn-^» 
ces  forces  se  font  équilibre. 

En  eltei,  à  la  première  surface  j'applique  des  forces 
égales  il 

-'"''siv' 

i  la  seconde  surface  j'applique  des  forces  égales  à 

Sur  chaque  surface  ces  forces  se  font  équilibre, 
d'après  le  tliéorèoie  de  M.  Joubcit.  Je  cherche  la  résul- 
tante sur  chaque  normale.  Cctt«  résultante  a  pour  ex- 
pression 

Or 

donc  sur  chaque  normale  j'ai  la  force 

**      [  RR'  {R  +  dsJiR'-hds)       RK  J' 

La  quantité  entre  crochets,  devient 

RR'-i-(R-t-R')tfi— (R-t-rfj)(R'+rf5) 

_  RR'-K  R  -H  R'  )  A  —  H  R'  —  (  R  +  R'  )  rft  -  A' 
R[V(R-(-(/j)i,R'-i-<^j) 

On  a  donc  sur  chaque  normale  des  forces  égales  à 

R'R'«      ' 
Ana.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  X.  (Aïiil  1891.)  i3 
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c'est-à-dire  des  forct-s  proporiionnelles  k 


I'héorèke  général.  —  Plus  généralement  une  sur- 
face fermée  quelconque  reste  en  équilibre  sous  l'action 
de  forces  normales  et  proportionnelles  à 

N„  désignant  l'expression 

"-"-(«-■'■H— >-'«'(^-^)- 

Considérons  d'abocd  le  cas  de  n  ^  3. 

Il  y  a  sur  chatjuc  normale  une  résultante  égale  à 

,   rRR'+(R-i-R').J^  1  I      1 

^'^'l  RR'  (KH-dïj>(H'+^0*       lïnvîj' 

Je  néglige  au  numérateur  les  termes  en  rfs*,  rfj*,  . . ., 
et  je  ne  m'occupe  pour  le  moment  que  de  la  partie  entre 
crochets 

[  RR'-H  (  R  -t-  R'  )  ds]  RK'— (  R  -t-  ds)^  R'+  ds)* 
ll'R'»(R-i-^ï)'(R'-f-dïj« 

Le  numérateur  devient  successivement 

[R>R'>  +  (R+R')rf*RR'-(R  =  (fo)»(R'  + J*)*, 

RiR'»  +  (R  +  R')rfiRR'— RiR'i_a(RR''+  R'R»)rf»—  ,.., 

(U-HR')diRR'  — .!»«'( R-i-  R') (&  —  .,., 

—  RR(R  +  R')rft. 

Nous   avons  donc   sur  chaque   normale   des   forces 

égales  à 

j    ,    RR'(R  +  R')  .    ,    R  +  R' 

-  l^rf^  d'> (Hh-;—  =~i^d,d,  — --- ; 
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CL-  qui  véi'iGe  la  lui  énoncée,  vu  que 

N,=  — (R  +  R'j. 

Vérifions  encoi-e  pour  nr=  4- 

On  a  sur  cliatjue  nonnalc  une  résiiltanlc  ^gale  n 

^   "l  RR'  (R  i-rfj)'(H'+rf*)'  R'R''J' 

c'e«l-â-diti; 

(J[RR'  +  (R-f-R')d*]R»R'»(R-i- ''*+«'''*)  Il 


-(R->-R')fR-^rf^)^(R'-t-rf^)' 
R>  R'(  Rh- rfïj'(  R'+ t^j)3 


Lenuinéraleiir  devicni,  en  négligeant  les  termes  en 
d,\ds\  ..., 

R'R'»{R  ^-  R')  —  (R  -H  R)  R'  W> 
M-<ii[(RH-R')»R»R'»-4--iR'R'>--(R-i-R')(3R<R'>+3R»R'')]. 
rfiR»R'*[— 3(R+R')'M-3RR']. 
diR>R'>(— aR"— aR'»-4RR'  +  2RR'): 

Julie,  après  réduction,  la  fraction  devient 

R*R'i  ■ 

et  qui  est  conforme  à  la  loi  énoncée,  vu  que 

Nj-  — a(R!-HR''+  RR'). 

11  reste  à  montrer <|uc  ta  loi,  étant  supposée  vraie  poui- 
1  —  I ,  est  vraie  pour  n. 

Je  suppose  donc  qu'une  surface  fermée  reste  en  équi- 
libre si  on  la  soumet  à  des  forces  dirigées  suivant  la 
normale  en  chacun  de  ses  éléments  l't  proportionnelles 
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libre  si  les  forcùs  som  proitorlioniielles  à  ^-^  "^  ■ 

En  elfet,   raisonnant  connue  dans  les  cas  précédents, 
j'aurai  sur  cliatjue  normale  une  résullaiile  égale  à 


"RR'+(R  +  R')(fc  pjiB+rff  R'+rfM j^ 

Rit'  (R  +  rfif-^R'-j-t/ï)"-!       R—iR' 


en  désignant  par  pi^^J^**'-*  ■^''''  le  numérateur  Nn_i  dans 
lequel  on  a  remplacé  R  et  R'  par  K+  ds  ni  K'  -\~  ds ; 
c'est-à-dire 

KR—R'"-'-!-  (R  + R')  AR"-'R'"-'] «;"_+'*'■  ""^''''  1] 

] —  N„_i (R-hds )"->  ( R'  +  ds)—^  \ I 

Rn-l  it>-i  (  R  -i-  dï  J"-!  (  R'  -+■  dî)"-'  J  ■ 

Je  ne  m'occupe  pour  le  moment  (jne  du  numérateur. 
Le  développement  de  HJJ**'""'^''"  par  la  formule  de 
Taylor  à  deux  variables  donne 


/(R  +  di,  R 

-+-dî)  = 

/(K.«')-(;4*-5K'*)/ 

c'est-à-dire 

-r^,(À*-jt''-)V-. 

y^  +  di.n--, 

''^•  =  N 

Passant  a 
et  fR'+  ds 

u  dénominateur,  et  développant  (R  +  rf.t)""' 
"'<  par  la  formule  du  binôme,  on  a 

(R  -t-  rfi)"-'  =  R"-'  +<n-i)  R"-'  </i-H  *-^ ^-^ ^R"->rfï«-i-. . 

(R'-t-  ds)«  -'  =  R'"   'H-  (n  -  i)R'"-^ds  +  <-?.~'-l^1r'J  R''.-irfji+. . 
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Les  premiers  termes  du  produit 

»ont  donc 

+  C...)rfi»+.... 

Cela  posé,  je  reviens  à  la  formule  (a).  Au  numéra- 
teur les  termes  Oiiis 

R"-'  R'--'  N„_,  -  N,_,  R"-i  R'"-' 

se  détruisent,  et  le  coefficient   du  terme  en  ds  a  pour 
expression 

R,  lR.,(^__  +  __,j 

+  (R+R')R''-«R'''-»N„_,  — N„_,(rt— l>R''-IR■'■-*(R-^R'). 

I^  formule  (a)  peut  donc  s'écrire  (eu  négligeant  les 
termes  en  ds^  au  numérateur  et  ceux  en  ds  au  dénomî- 
nateor), 

.■^■b--[n._.<k.h.k,-„,.b...(%..%i)] 

Rln-IR'M-I  ' 


nun  Alix  TAILBS  B8  LOfiARITlUIBS  DB  8CHR0N. 


:  iSn.  loR.  de  r>«îi,i,  nii  /reu  rfe  t.,99a5i|33,  lises  n.aqî.ijjîl- 
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BXTENSlOiV  AUX  PSBIDOSURFACBS  BU  THÉORÈME  BK  MAIUS 
RELATIF  A  LA  NARCHB  BES  RA¥0\S  LIINIKEUX; 

l'*R  M.  l'abbé  ISSALY. 


Théorème.  —  Si  des  rayons  lumineux  sont  normaux 
à  une  pseudo-surface,  ils  jouissent  encore  de  In  même 
propriété  après  un  nombre  quelcon</ue  de  réflexions 
et  de  réfractions. 

11  sufGtd'éublir  le  ihéorème  pour  le  vas  de  la  rcfi-ac- 
lion,  celui  de  la  rëllexîon  pouvant  être  coi>sidéré  comme 
correspondant  à  une  réfraction  d'indice  n^=  —  i . 

I^ous  suivrons,  en  cela,  la  même  méthode  que  M.  Dar- 
boux,  pour  le  cas  des  surfaces  {Leçons  sur  les  surfaces, 
n°  450). 


Soit  (Fï)  une  pseudo-su l'fat-i 
en  M  au  plan  (P)  cl  f|uc  nous  c 


<]ui-lconque   Uni;enU> 
visageoiis,  môme />A  v- 


.vGooglc 


(  '!)'  ) 
sii/ueiuent  (nus  rvcliurclies  aiilérieurvs  sur  la  surface  de 
l'onde  nous  y  auioriscnt,  croyons- nous),  comme  la  li- 
mite de  séparaltoti  <Ic  deux  milieux.  Soient  MN  la  uor* 
maie  au  plan  (P),  et  (S),  (S')  les  deux  courbes  généra- 
trices de  (l'v),  respectivement  tangentes  aux  axes  Mx, 
My  situés  dans  ce  plan.  Associés  à  la  normale  MN,  ces 
axes  coustitueut  le  trlèdre  mobilti  MNocj',  auquel  nous 
supposerons  la  surface  (Fv)  médialement  rapportée. 

Choisissons  comme  tricdrc  de  référence  un  trïèdre 
trireciangle  (juelcunque  OXYZ  ou  (T)  et  désignons 
par  (a,  ^,  v),  {a',  ^',  y),  («v,  |3„,  Yv)  1*^*  cosinus  direr- 
leiirs,  par  raj>portà  ce  Iriéiire,  des  rayons,  incident  et 
réfléclû.  MA,  MA'  et  de  la  normale  MN. 

Pour  que  la  loi  de  Dfscartcs,  -: —  =  n,  soit  vérifiée, 
il  faut  et  il  suffit  que  la  diagonale  o  du  parallélogramme 
construit  sur  les  longueurs  i  et  h,  respectivement  por- 
tées sur  MA  et  MA',  coïncide  avec  le  prolongement  de 
MN. 

Cela  étant,  si  l'on  projette  sur  les  aiiHesdu  lriè(lre{T) 
les  trois  longueurs  précédentes,  on  aura 

(  f +  nY'=SYy. 

Or,  pour  tout  dépla<'eriieiit  sur  la  pseudo-surface  (l''v) 
du  pied  de  la  normale  MN,  on  a  la  relation  évidente 

en  même  temps  ijue  les  conditions 

d\  =  n  ds  -t-  a'  ds'. 
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^iropres  à  caraclëriseï-  la   pseudo-surface  (Fv)  et  dans 
lesquelles  (n,  b,  c),  (a\  b',  c')  désignenl  les  cosinus  di- 
recteurs de  Mj:  et  de  Mj-. 

Subsliiuant  les  valeurs  (c)  dans  la  relation  (a),  il 
vient 

(3)    (adX-i-pdY-i-Y''Z)  +  n('''*X-^P'<'Y-+-ï'rfZ)  =  «■ 

Ceci  posé,  prenons  deux  points  (correspondants) 
tixes  Ml  et  M',,  le  premier,  sur  MA,  à  ia  distance  p,  le 
deuxième,  sur  MA',  à  la  distance  —  z:^^  point  M.  Les 
coordonnées  de  ces  points  pourront  être  représentées 
par  les  systèmes 

I  X,  =  X  -  pu, 

(M,)'  ]  y,  =  Y  — pP, 


y;  =  Y  +  s.  p-, 
(z-,  =  z+|f, 

Si  maintenant  on  admet  que  le  rayon  incident  MA 
soit  normal  en  M|  à  une  pseudo-surface  déterminée 
(F,,),  on  aura,  pour  tout  déplacement  infinitésimal  de 

M, 'sur  (F,,), 


(4) 

a(iX,  +  prf¥, -i-frfZ,  =  0, 

et  comme 

rfX,^rfX-arfp  -prfa, 

il  s'ensuit  qu 

(i) 

îrf\  +  3rfY  +  7rfZ  =  rfp. 
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Remontant  »  l'équaiion  (3),  on  en  tire 

(6)  a'  rfX  -H  P'  rfY  +  y'  rfZ  =  —  rf  /"l  V 

D'autre  paît,   des  coordonnées  du  point  M,  on  dé- 
duit 


système  de  valeurs  qui,  eu  égard  à  (6),  entrainc  comme 
coDséquence 

17)  a'rfX;  +  p'rfV;  +  fdZ',  =o. 

En  rapprochant  cette  dernière  relation  des  relations 
aualc^ues  (2)  et  (4)i  on  voit  qu'elle  exprime  que  le 
rayon  réfracté  MA'  est  normal  en  M',  à  une  nouvelle 
jHeudo-surface  (F,;),  pseudo-surface,  d'ailleurs,  par- 
faitement déterminée,  elle  aussi,  puisque,  à  chaque 
point  M,  (F,J,  correspond  un  point  unique  M',  de  (Fv,)- 
Le  théorème  généralisé  que  nous  avions  en  vue  se 
trouve  donc  par  là-mèmeétahli. 


SUR  LES  PERIODES  DES  INTEliRALES  ELLIPTIQUES; 

Pah  m.  V.  JAMET. 


On  connait  la  relation 

:../^ 


eles  périodes  aw,  w'  cl  aw,,  w',  des  intc- 
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gialcs  diipli(|ucs  de  première  el  du  seeoiide  espèco,  au 
module  /'.  Celle  relation  tire  son  origine  du  considéra- 
tions pui'cmenl  analytiques;  mats  il  n'est  pas  saiis  in- 
térêt de  constater  cju'on  la  rencontre  quand  on  veut 
évaluer  le  volume  de  l'ellipsoïde  au  moyen  des  coor- 
données elliptiques. 

Voyons  d'abord  comment,  au  inoyirn  du  ces  coordon- 
nées, l'expression  de  ce  volume  va  se  nVluire  à  une  in- 
tégrale double. 

Soit 


l'équationde  l'uUîpsoïde,  où  l'onsnppose  n>/'>-c>o. 
On  peut  exprimer  les  enordoiinéesd'uii  poitil  (x,,i",  z) 
le  celte  sur-face  par  les  formules  siiivauti-s 


et  l'on  obtiendra  tous  les  points  po!<sil)Ios  de  cette  sur- 
face en  faisant  varier  fi,  par  exemple,  entre  —  oet  —  b, 
V  entre  —  b  vl  —  c.  Cei:i  résnitc  du  mode  de  séparation, 
bien  connu,  des  lacînc-s  de  t'é[|nalion  du  troisième 
degré  en  p 

-r'      ___     .r^  ;•_    _ 

L'expression  d'un  élément  de  surface  de  l'ellipsoïde 
est  lu  produit  des  dillërcniielles  des  ares  des  deux  lignes 
de  courbure,  tpi'on  obtient,  l'une  en  faisant  varier  jji 
et  laissant  v  invariable,  l'autre,  au  contraire,  en  suppo- 
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tant  V  variable  et  ^t  constaQle.  Soît  ds  cvi  élément.  On 
trouve 

_  V^(ti  — v)rf|Jf/v 


en  posant 

/(p)  =  (p  +  a)(p  +  6)(p  +  c). 
Od  calculera  le  volumu  infiiiiineiit  |ietit  du  cône  qui 
a  pour  directrice  le  contour  de  dT  et  pour  sommet  le 
centre  de  la  sphère,  eu  multipliant  l'expression  de  d^ 
par  le  tiers  de  la  distance  du  centre  a»  plan  tangent 
à  l'ellipsoïde  au  point  (ji,  v).  Soît  p  cette  distance. 
Ona 


p^ 


x,y,  z  désignant  les  cooi-données  cartésiennes  du  point 
de  contact.  Mais,  à  cause  des  formules  (i). 


Donc  l'élément  de  volume  d'un  ellipsoïde  a  pour 
mesure 

Mais,  à  cltaque  système  de  valeurs  de  [j.,  v  correspon- 
dent huit  points  de  l'ellipsoïde  j  doue  son  volume  total 
est  égal  à 

"3^        ./_„  .L,    ^jiW/~)  ■ 


«H- 
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le  module  k^  des  fonctions  elliptiques  employées  ctaiil 
égal  à  — — — ;  et  clicrcliuns  les  valeurs  çoi  fi  de  l'argu- 
ment (p  qui  correspondent  à  (*  ^  —  "i  [*  ^  —  A,  el  les 
valeurs  ^a,  4'<  ^'^  ^  l*^'  répondent  à  v=:  —  «,  v^=  —  b. 
Nous  trouverons 

et  uous  pourrons  supposer 

?"= — ^'        ?'=-■ 
De  même 

co'^^,=  o,        sn'+,  =  o, 

et  nous  pourrons  faire 

,   _  w  .   _ 

Alors  l'expression  du  volume  se  transformera  commi: 
il  suit  : 


-fy^£ 


Comparant  cette  expression  avec  l'expression  connue, 
jict^abc,  on  trouve  la  formule  qu'il  s'agissait  d'établir 
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SCB  LE  THÉORÈHK  GÉNÉRAL  RIUTIF  A  L'BXISTEKCE  DES 
INTÉGRALES  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  ORDI- 
.\AIRSS  ('}; 

Par  m.  Ehile  PICARD, 
Membre  de  l'iDStilut. 

1.  Envisageons  le  système  des  n  équations  du  premier 
ordre 


=  /«(=:.«,(•,...,«'). 


Les  functions  f  sont  des  fonctions  continues  rétjlles 
des  quantités  réelles  x,  u,  f,  ..  .,  if  dans  le  voisinage 
de  Xa,  Uf,  Ca,  . . , ,  w^.  Elles  sont  définies  quand  x,  u, 
I','  . . . ,  IV  restent  respectivement  compris  dans  les  inter- 
valles 


(«vo  — 6,  «-0+*). 

I  et  &  désignant  deux  grandeurs  positives. 
De  plus,  on  suppose  que  l'on  puisse  détcrmini 


('}  Cette  démoDstratian  si  remarquable  a  été  publiée  dans  le 
Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France  (t.  \t\;  1891). 
Nous  avons  cru  devoir  la  reproduire  en  faveur  des  candidats  ï  la 
Licence  et  i.  l'Agrégation. 

Aiin.  de  Ualhemal.,  î>  série,  t.  X.  (Mai  189T.)  1^ 
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t]uaiititéa  po.sîlivus  A,  B,  .  . .,  L,  tullus  cjiie 

|/(x,«',^',...,«.')-/(:r.«,. «,)[ 

<  A. |u'- «1+ B-K'-vl-K.  .  .-h  [..!«•■- «.  I, 

(où  jaj  désigne,  suivant  l'usage,  la  valeur  absolue  du  ce), 
j:  ainsi  que  les  u,  f,  . . .,  w  rnslaut  dans  tes  intervalles 
indi(]ués.  Il  en  sera  évidemment  ainsi,  en  particulier, 
si  les  fonctiuns  f  ont  des  dérivées  partielles  du  premier 
ordre,  restant  finies,  par  rapport  n  u,  f,  ...,«-. 

Ces  hypothèses  très  générales  étant  faites,  on  veut 
démontrer  qu't7  existe  des  fondions  u,  v,  . .  .,w  de  x, 
continues  dans  le  voisinage  de  x,,,  satisfaisant  aux 
équations  diffé.renùcUes  et  se  réduisant  respective- 
ment, pour  X  =  Xo,  à  Mo,  Co,  .  .  . ,  H'o. 

2.  Nous  procéderons  par  approximations  successives. 
Considéi'Ous  d'abord  le  système 


-77  ~/l(.^<U0,V0,   ....Wû), 


dx 


~/n{^,  "«,  fo We); 


nous  en  tirons,  par  quadratures,  les  fonctions  h,, 
i>,,  ...,(V|,  en  les  dcLerminanl  de  maiiièi-c  qu'elles 
prennent  pour  Xo  les  valeurs  u^,  Co,  ■  ■  - ,  *Vo-  On.  forme 
ensuite  les  é(]uaiioiis 


(tr 


'i). 


et  l'on  détermine  Uï,  v^,  . .  -fiVi  par  la  condition  qu'elles 
prennent  respectivement  pour  Xo  les  valeurs  Uo,  Coi  ■■■, 
iVf  On  continue  ainsi  indéfiniment.  Les  fonctions  (i,„_,, 
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vVi)  -  ■  -,  •Cia-i  svroDt  liûtis  aux  suivanles  Um 
i^'uparles  relalîoiis 


=  /.(^ 


.\ous  allons  établir  que,  m  augnuenlant  iiidéCnimenl, 
"ni  '"mi  ■  - .  )  '"m  tendent  vers  des  limites  qui  représen- 
leat  lei  intégrales  cherchées,  pourvu  que.  x  reste  sufji- 
lamment  voisin  de  x^. 

Soit  M  la  valeur  absolue  maxima  des  fondions  yj 
ijuand  les  variables  dont  elles  dépendenl  restent  dans 
i<x  limites  indiquées.  Désignons  par  p  une  quantité  au 
plus  égale  à  a  :  si  X  reste  dans  l'intervalle 


|«,-u„|<Mp.        .,.,        |».,-«.,|<Mp. 

Pai-  suite,  si  Mp<|6,  les  quantités  U),  c,,  . . .,  iv, 
resteront  dans  les  limites  voulues,  et  il  est  évident 
qu'alors  il  en  sera  de  même  pour  tous  les  autres  sys- 
tèmes de  valeurs  u,w,...,  iv.  Désignant  par  o  une 
quantité  au  plus  égale  à  p,  nous  allons  supposer  quex 
reste  dans  l'intervalle 

bn  |K)sant 

u„  —  u„-,=  V„,         ...,        iP,„— ir„,,r=  W„„ 
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on  peut  écrire 


Or  on  a 

|U,|<MS,        ....       |W,|<MB. 

Les  équations  précédentes,  pour  m  =:  a,  démontrent 
que  I  Ui  |)  I  Vg  [,  ■  •  • ,  I  Wj  I  sont  inférieurs  à 


et,  d'une  manière  générale,  de  proche  en  proche,  on 
voit  que  [  Um  |,  . . . ,  |  W„  |  sont  inférieurs  à 

M  S(  A.  +  B  -(- . . .+  L)"-'  8«-'. 
Or 

u„=  M(i  +  Ui-4-Ut4-...+  Ufl,; 

par  suite,  u„,  Vm,  ■  •  •,  (fn  tendront  vers  nue  limite,  si 

(A  +  B  +  ...+  L>S<i. 

En  prenant  S  assez  petit,  cette  condition  sera  véri- 
fiée. Nous  voyons  donc  que  u»,)  ^mi  ■  •  ■  t  f^n  tendront 
vers  des  limites  déterminées,  u,  c,  . . . ,  ïr,  fonctions 
continues  de  :i;  dans  l'intervalle 

0  étant  la  plus  petite  des  trots  quantitifs 

b  1 

"'     M'     A  +  B+...+  L' 

u,  c,  . . . ,  (V  seront  représentées  par  des  séries  qui  con- 
vergent à  la  manière  d'une  progression  géométrique 
décroissante. 
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On  a  d'ailleurs 


"«=X> 


(a;,  Um_,,...,  ii'„-i)dx'hua, 


et,  puisque  les  Um,  Vm,  •  ■  ■■,  Wm  diffèrent  de  leurs  li- 
mites d'aussi  peu  qu'on  veut,  pour  m  assez  grand,  quel 
(jue  soit  X  dans  l'intervalle  indiqué,  on  aura,  à  la  limite, 


et,  par  suite, 


-f> 


et  de  même  pour  les  autres  équations.  Les  fonctions  tt, 
V,  ,..,«'  sont  donc  les  intégrales  cherchées. 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  NATBËMATIQOBS 

(CONCOURS  H  1889). 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  NATHtMATIftURS 

ÉIÂIENTAIRBS; 

Pab  m.  e.  grossetête, 

Profcssear   an    lycée   de   Ne  vers. 


On  donne  deux  droites  concourantes  OA,  OB  et  un 
point  P  pris  dans  leur  plan  :  i"  construire  sur  OA  un 
point  M,  tel  que  les  deux  cercles  S  et  S' passant  par  les 
points  Pet  M.  et  tangents  à  la  droite  OB  5e  coupent  sous 
un  angle  w  ;  a"  étudier  la  variation  de  l'angle  sous  le- 
quel se  coupent  les  deux  cercles  S,  S'  quand  le  point  M 
se  déplace  sur  la  droite  OA  ;  3°  soient  Qet(^  les  deux 
autres  points  d'intersection  des  deux  cercles  S,  S' avec 
la  droite  OA  ;  démontrer  que  le  cercle  circonscrit  au 
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tiiangle  Ï'QQ'  ^st  tangent  à  une  droite  qui  reste  fixe 
quand  le  point  M  décrit  la  droite  OA. 

1°  Supposons  le  problème  résolu  et  prenons  la  figure 
inverse  de  la  figure  chereliée  en  choisissant  le  point  P 
coDinte  pâle  d'inversion  et  pour  puissance  PO  .  Les 
droites  OA,  OB  ont  pour  inverses  deux  cercles  a,  frpas- 
sant  par  P  et  O;  les  inverses  des  deux  cercles  cliereliés 
S  et  S' sont  deux  droites  se  coupant  sous  un  angle  w, 
tangentes  à  la  circoafërence  b  el  ayant  leur  point  d'in- 
tersection m  sur  la  circonférence  n.  L'inverse  du  point 
m  est  évidemment  le  point  M  clierché  sur  OA.  Or  m  est 
situé  à  la  fois  sur  la  circonférence  a  et  surla  circotifé- 
rénee  concentrique  à  h,  lieu  des  points  d'où  l'on  voilA 
sous  l'angle  w.  Ces  deux  cercles  se  coupent  générale- 
ment en  deux  points  m,  m',  auxquels  correspondent  deux 
points  M,  M'  à  l'intersection  de  OA  et  des  rayons  P»n, 
Pni'.  Il  y  aura  donc,  en  général,  deux  solutions. 

a"  Éludions  la  variation  de  l'angle  o)  lorsque  le  point 
M  se  déplace  surOA,  c'est-à-dire  lorsque  le  point  m  se 
déplace  sur  la  circonférence  a,  d'abord  .i  l'exti  rieur  de 
la  circonférence  b,  en  partant  du  point  O.  On  voit  sans 
peine  que  l'angle  b>  décroit  constamment  depuis  deux 
droits  jusqu'à  un  angle  U)  déGni  par  la  relation 

dans  laquelle-  y.  et  '^  désignent  les  distances  du  poiut  P 
aux  deux  droites  OA  et  UB  et  /  la  longueur  de  la  droite 
qui  joint  les  pieds  de  ces  perpendiculaires.  Pour  celle 
valeur,  le  point  m  est  situé  en  jji.  sur  la  ligne  des  rentres 
des  uirconlérenccs  a  et  b.  Le  point  M  correspondant  est 
situé  à  l'intersection  de  OA  et  de  P\l  en  N,  de  sorte 
c|ue,  pendant  qui;  M  décrit  la  droite  ON,  l'angle  m  varie 
depuis  deux  droits  jusqu'à  l'angle  w,. 
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Le  point  m  se  déplaçanl  ensuite  sur  l'axe  ijlP,  aiHjiiul 
cas  son  correspondant  M  se  déplace  sur  NA,  l'angle  ta 
croît  depuis  la  valeur  minimum  u,  jusqu'à  deux  droits. 
Le  problèmi.'  n'est  pas  possible  lorsque  ni  décrit  l'arc  PO 
intérieur  à  la  circonférence  a. 

3°  Soient  Q  et  Q*  les  deux  autres  points  d'tnlersec- 
lion  des  deux  cercles  S,  S'  avec  la  droite  OA.  Leurs  cor- 
respondants dans  la  figure  inverse  sont  les  seconds  points 
d'intersection  des  tangentes  menées  de  m  à  la  circonfé- 
rence b  avec  la  circonférence  a  ;  désignons-les  par  ^,  tf'. 
Le  cercle  circonscrit  au  triangle  PQQ*  a  pour  inverse  la 
droite  qg'.  Or  :  Etant  donnés  trois  cercles  ayant  detix 
à  deux  le  même  axe  radical,  si  l'on  inscrit  à  l'un 
tl'eux  c  une  suite  de  triangles  nhc,  dont  les  côtés  ab,  ac 
touchent  respectivement  les  deux  autres  &  et  c",  le  troi- 
sième côté  bc  de  ce  triangle  enveloppera  un  quatrième 
cercle  ayant  le  même  axe  radical  que  les  deux  autres 
(foiV  Chlsles,  Géométrie  supérieure,  u"  757).  Ici  le 
triangle  à  considérer  mqq'  est  inscrit  dans  la  circon- 
férence :  a  l'un  de  ses  côtés  qm  est  tangent  au  cercle  b  ; 
l'autre  mç'  est  ungeut  au  cercle  b;  ces  trois  cercles  ont 
même  axe  radical  ;  donc  1717'  enveloppe  un  cercle  ayant  le 
même  axe  radical  avec  les  autres.  Ce  cercle  a  pour  in- 
verse une  droite  passant  par  O.  Donc  la  circonférence 
circonscrite  au  triangle  PQQ'  reste  tangente  à  celte 
droite  quand  le  poiut  M  décrit  la  droite  OA. 

-V.  B.  —  M.  Farj,>n  nous  a  adresse:  une  sululigii  anuloguc. 
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AGREGATION  DES  SCIBNCBS  MATRÉVATIQUfiS 

(CONCOURS  n  1889). 

SOLUTION  W  LA  OVESTIO?!  DE  MATUÉMATIOIISS  SPfiGiALES; 

Pab  m.  GENTY. 

On  donne  un  cône  du  second  degré  C  et  deux  «}ua~ 
driques  A,  A',  inscrites  dans  ce  cône  ;  on  considère  une 
quadrique  variable  S  inscrite  dans  le  même  cône  et 
louchant  les  ijuadriques  données  A  et  A'  en  des  points 
variables  a.  et  a!  : 

1°  Démontrer  que  la  droite  a.^'  passe  par  un  point 
fixe; 

a'  Trouver  le  lieu  de  la  droite  d'intersection  des 
plans  tangents  à  la  surface  S  aux  points  «  et  a*; 

3'  Démontrer  que  le  lieu  du  pôle  d'un  planjix»  P 
par  rapport  à  la  surface  S  se  compose  de  deux  qua- 
driques  bitangentes; 

4°  Trouver  le  lieu  de  la  droite  qui  passe  par  les 
points  de  contact  de  ces  deux  quadriques,  lorsque  le 
plan  P  se  déplace,  en  restant  parallèle  à  un  plan  tan- 
gent au  cône  C. 

I.  Deux  quadritjucs  (A)  et  (A')  inscrites  dans  un 
cône  du  second  degré  (C)  sont  inscrites  dans  un  second 
cane  (C)  et  viles  se  coupent  suivant  deux  coniques; 
les  plans  (Q)  et  (Q')  de  ces  courbes  et  les  plans  des 
courbes  de  contact  avec  l'un  ou  l'autre  des  cônes  cir- 
conscrits se  coupent  suivant  une  même  divite  et  for- 
ment un  faisceau  Iiannoniqnc. 

II.  Les  suifaces  (A)  et  (A')  sont  bomolt^iques  de 
quatre   manières  d i lié le nies  :   ou  peut   prendre   pour 
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cenln;  d'homologie  l'un  ou  l'autre  des  sommets  O  el  (y 
des  cônes  (C)  et  (C)  et  pour  plan  d'homologie  l'un  ou 
l'autre  des  plans  (Q)ei{Q'). 

Cela  résulte  immcdiatemeDt  des  propriétés  bien  eoti- 
nues  des  ombilics  et  des  cordes  communes  des  co- 
niques. 

III.  Si  nous  considérons  trois  quadriques  (Â),  (Â') 
et  (A*)  inscrites  dans  le  c6ne  (C),  les  centres  d'homo- 
logie de  ces  quadriques  prises  deux  à  deux  (autres  que 
le  point  O)  sont  situés  sur  une  ligne  droite  que  nous 
appellerons  axe  d'homologie  des  trois  quadriques. 

Les  équations  tangentielles  de  ces  trois  surfaces  pou- 
van  L  se  mettre  sous  la  forme 

l'axe  d'homologie  est  représenté  par  les  équations 

Le  théorème  reste  vrai  si  l'une  des  quadriques  est 
remplacée  par  un  plan  (P).  La  conique,  suivant  laquelle 
ce  plan  coupe  le  cône  (C),  peut,  en  effet,  être  consi- 
dérée comme  une  quadrique  infiniment  aplaiie  inscrite 
dansée  cône.  Le  centre  d'homologie  de  laquadrîque  (A} 
et  du  plan  (P)  est  alors  le  sommet  d'un  cône  circonscrit 
à  (A)  et  contenant  la  conique  en  question. 

IV.  Les  plans  des  courbes  d'intersection  deux  à  deux 
des  quadriques  (A),  (A')  et  (A")  passent  trois  à  trois 
par  une  même  droite. 

Les  équations  ponctuelles  de  ces  trois  quadriques 
élaut 

S-t-/>=o,        S-h/«»=o,        S-t-n»  =  o, 

les  plans  des  courbes  d'intersection  de  ces  surfaces  deux 
à  deux  passent  trois  par  trois  par  l'une  ou  l'autre  des 
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({uatre  (IroiteB  ropréscntées  par  les  équalions 


V.  Le  théorème  II,  le  ihëorèmc  IV  et  sa  réciproque, 
qui  est  évidente,  conduisent  immédiatement  au  corol- 
laire suivant  : 

Si  unequadrique  (S)  inscrite  dans  lecâne  (C)  touche 
(A)  et  (A')  aux  points  et  et  a'  respectivement,  les  plans 
tangents  en  a  et  a'  se  coupent  sur  l'un  ou  l'autre  des 
plans  (Q)  et  (Q')  et  la  droite  %té  passe  par  le  centre 
d'Iiomologîe  O'. 

VI.  Les  quadrîques  (S)  inscrites  dans  le  cône  (C)  et 
tangentes  à  (A)  et  (A')  forment  ainsi  deux  séries,  l'une 
qui  correspond  au  plan  (Q)  et  l'autre  au  plan  (Q')-  Je 
dis  que  le  lieu  des  pôles  d'un  plan  (P)  par  rapport  aux 
qaadriquea  (S)  d'une  même  série  (Q)  est  une  qua- 
drique. 

L'intersection  du  lieu  en  question  avec  le  plaii(P) 
est  la  courbe  (/>),  lieu  des  pointa  de  contact  avec  ce 
plan  des  quadrîques  (S)  de  la  série  considérée  qui  lui 
sont  tangentes. 

Soit  (a)  ta  courbe  de  contact  de  ces  mêmes  qua- 
driques  avec  (A);  les  courbes  (n)  et  (/»)  sont  situées  sur 
un  même  cône  ayant  pour  sommet  le  centre  d'Iiomo- 
logîe 0"de  laquadrique  (A)  et  du  plan  (P), 

Or  les  tliéorèmes  qui  précèdent  conduisent  très  sim- 
plement à  la  construction  suivante  de  la  conique  (n) 
(RoucHÉ  et  hf,  Comoerol-sse,  Traité  de  Géométrie, 
§952ct9o3).  Lcplan  (Q)  coupe  le  plan  (P)  suivant 
une  di'oite  (f/);  cctle  droite  et  la  polaire  réciproque 
par  rapport  à  (A)  de  l'axe  d'homologie  CXO"  détermi- 
nent  un    plan    qui    i'OU[>e  cette   quadrique   suivant  la 
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courbe  cherchée  (a),  qui  est  ainsi  une  coniquii.  La 
courbe  {p)  est  donc  aussi  une  conique. 

En  remplaçant  le  plan  (Q)  par  le  plan  (Q'),  on  ob- 
Liendrait  de  même  les  coniques  (a')  et  (//),  lieux  des 
points  de  contact  des  quadriques  (S)  de  la  série  (Q') 
avec  la  quadrique  (A)  et  le  plan  (P). 

Donc,  en  résumé,  le  Heu  des  |>ôles  du  plan  (P),  par 
rapport  aux  quadriques  (S),  se  compose  de  deux  qua- 
driques (S)  et  (£')  :  je  dis  que  ces  deux  surfaces  sont 
doublement  tangentes. 

En  efiet,  les  coniques  (a)et  ((/)  ont  deux  points  com- 
muns L  et  M  et  les  plans  tangents  en  ces  points  à  la 
quadrique  (A)  contiennent  le  point  O".  Donc  les  co- 
niques (p)et  (p')  se  touchent  aux  deux  points  L|  etMi, 
où  les  droites  CTL  et  0"M  percent  le  plan  (P).  La 
droite  L,M|  passe  d'ailleurs  au  point  d'intersection  K 
des  droites  (q)  et  {q'). 

D'autre  part,  les  quadriques  (S)  et  (S')  ont  une 
courbe  commune  qu'il  esi  facile  de  déterminer  :  c'est  le 
lieu  (les  pâles  du  plan  (P)  par  rapport  aux  coniques  (y) 
suivant  lesquelles  les  plans  tangents  au  cône(C')  cou- 
pent le  cdne  (C).  Ces  coniques  peuvent,  en  effet,  être 
considérées  comme  des  quadriques  infiniment  aplaties 
inscrites  dans  le  cône  (C)  et  tangentes  à  (A)  et  (A'),  cl 
il  est  évident  qu'elles  appartiennent  à  la  fois  aux  deux 
séries  des  quadriques  (S).  La  courbe  commune  passe, 
d'ailleurs,  par  les  points  L,  et  M,  qui  sont  les  points  de 
<-ontact  avec  le  plan  (P)  de  deux  coniques  (y).  Donc, 
enfin,  les  quadriques  (2)  cl  (1)')  se  louehirnl  eu  ces  deux 
points. 

Supposons,  enfin,  que  le  plan  (P)  lournc  autour 
d'une  droite  (1')  tangente  au  cône  (C)  en  un  point  B. 
La  droite  L|  M|  décrit  une  surface  l'égtée  qui  a  pour  di- 
rc<liïres  reclîlignes  la  tangoutc  (T)  et  la  dioîle  d'inlcr- 


.;,  Google 


(  .o8) 
section  (I)  des  plans  (Q)  et  (Q*)*,  je  dî»  que  ces  deux 
directrices  sont  divisées  homographiquement  par  les 
points  R  et  K  où  une  génératrice  les  rencontre. 

Soit,  on  effet,  D  le  point  de  contact  du  plan  tangent 
mené  par  la  droite  (T)  à  la  quadrique  (A).  Le  centre 
d'hooiologie  O"  reste  évidemment  sur  la  droite  BD; 
donc  l'axe  d'homologie  O'O"  reste  dans  un  plan  fixe  et 
sa  polaire  par  rapport  à  (A)  passe  par  un  point  fixe  M, 
qui  est  visiblement  situé  sur  une  tangente  à  la  qua- 
drique (A)  au  point  D;  la  droite  CM  rencontre  (T)  au 
point  B. 

Au  point  R  ne  correspond  évidemment  qu'un  seul 
point  K,  et  réciproquement;  donc,  enfin,  la  droite  RK 
décrit  une  quadrique  (A). 

Dans  le  cas  particulier  du  problème,  la  directrice  (T) 
est  située  à  l'infini,  et,  par  suite,  la  quadrique  (A)  est 
un  paraboloïde  hyperbolique. 


AGRfiGATIO.\  DES  SCIEKCES  MATHÉMATIQUES 

(CONCOURS  DE  1889). 

SOLVnOK  DE  LA  QUESTION  D'ANALYSE; 

Pa«  m.  e.  grossetête, 

ProfesMur  au   lycée   de   Nevert. 

Soient  h  et  k  les  invariants  de  l'équation  aux  déri- 
vées partielles 

ax  dy  dx  dy 

et  ht,  h,  les  invariants  de  l'équation  (E()  obtenue  en 
appliquant  la  méthode  de  Laplace. 

Trouver  les  formes  que  doivent  avoir  les  invariants 
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h  et  k pour  que  l'on  ait  les  deux  relations 

A,  =  Ik,        A,  =  mk, 

Lettn  étant  des  constantes. 

Déterminer  les  formes  que  prennent  dans  ces  condi' 
lions  les  coefficients  afb,c  de  l'équation  {£). 

I.  On  sait  (') que,  si  l'on  désigne  par  A,  et  A?)  les  in- 
Tarianla  de  l'équation  (E|),  on  a 

A,  =  aA  —  A °    , 

*,=  A. 

Or  ici  h,=!lhj  k,^=mk^  on  conclut  que  l'équation 
donnant  h  est 

Si  l'on  pose  /  -1 2=^p,i\  faudra  intégrer  l'équa- 
tion 

dans  laquelle/)  est  constant. 
Pour  cela,  posons 

logA  =  2s,        où        e"  =  A. 
(i)  devient 

3^  =  P'    • 

C'est  une  équation  de  Liouvîlle;  pour  l'intégrer,  nous 
poserons 
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1  prenant  la  dérivée  par  rappori  à^', 


(fQ    ^  rfQ 

dxdy       dx 


Soil4{j)=  -  ^Tp^^  une   solution    iiartkulièru    du 
cette  équation. 

Pour  avoir  la  solution  générale,  posons 


Q  = 


u  étant  une  nouvelle  variable  ;  il  viendra 


/'(.y) 


d'où,  après  avoir  multiplié  par 

Intégrant  par  rapport  à  y^  il  vient 

l'où 


-rf»      I/17)*TWJ'' 
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donc 

P'n  [/(r)+?{*)]*       /-a/ji  +  i  [/(/)+'?(^)]»' 

II.  Pour  déterminer  les  formes  que  prennent  dans 
ces  conditions  les  coefficients  a,  b,c  de  l'équation  (E), 
nous  calculerons  les  coc£Scients  a',b',cf  de  l'équation 

(E') 


dxdy  dx 


qui  a  les  mômes  invariants  que  la  proposée  et  qui  est 
telle  que  alb' — c*^©.  Dans  ce  cas,  on  peut  déterminer 
<i',  b',  d  par  les  formules 

a'=    f    hdx,  &■=    r    kdy,  c'=a-b\ 

_      "«/'tr)  ?(^)-?(^o) 

/-3/n-i-i  [/(^)+?(:r)][/(^)-Hî(^„)]' 

_  /"^      ?'(a-)/'(r)       -/^--y'^'^)  I(y)-Siy«) 

"/-am  +  i  |/(j')-t-<f(ï-)l[/{ro)+?C^)l' 
-(/-am-M)'  [/{^J+7far)]'[/{r)+?{ar.))|/(^.)-i-?(a.H 
En  faisant  sur  (E')  une  sulislitution  de  la  forme 

dans  laquelle  X  désigne  une  fonction  quelconque  àax 
et  r,    on  obtiendra  une  équation  (E)  répondant  à  la 
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question.  Les  valeurs  de  a,  B,  c  sont  alors  données  pai- 
les  formules 

,      d\oe\ 

6  =  6'+!^, 
dx 

diogi       .rflogX       /     rfO 
c  =s  c'  +  a  -  j    -  +  à  — î^-  +  7  -j— j- . 


MKCOiilS  •AIHrSSWK A  L'KCtLB  IWRXUE  SDPÉMKOU 

EN  1889. 

SOLUTION  DE  LA  QOISTION  D'ALG&IBB; 

Pau  m,  ut  Gapitainb  BARISJEN. 

Déterminer  un  polynôme  entier  en  x  da  septième 
degré  /{x),  sachant  tjue  f(x)  +  i  est  divisible  par 
(:c  — i)*  et  f(x)—i  par  f(x~i-iy.  Quel  est  le 
nombre  des  racines  réelles  de  l'équation J'{x)'=  o? 

D'après  l'éaoucé,  il  faut  que  l'on  ait 


/(r)  =  a3;'+ frx*+ cx*H- rf;p*-h  ca^'-^-/a■>-^- jfx-t- A. 

Cn  remarquant,  de  suite,  que  A^  À'=a,   il  faut 
îdeutiHer  les  termes  des  deux  équations 

=  (a!—  i)'  (ai'»+  Bi'+  Cx  ■*•  D), 
ai''-t-  Aa■'-^  ex*+  d«*+  cx'-i-/x*-t-  gx  -^  A  —  i 
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On  obtient  de  la  sorte  le  système  d'équations 


B-4a  =  ô, 

B'  +  4a-*, 

C-4B  +  6a  =  c, 

G'^-4B'^-6o  =  c, 

4C  +  6B-4o  =  rf, 

D'+4C'+6B'4-4«  =  rf, 

6C-4B-t-    a  =  e. 

4D'-t-    C'+4B'^-    a  =  e. 

4C+    B            =/, 

6D'+4G'+    B'            =/, 

C-4D           ^g, 

C'  +  4D'          =g. 

D  =  A  +  i; 

D'=A-i. 

On  a  ainsi  quatorze  équations  du  premier  degré  entre 
quatorze  inconnues  a,  b,  c,  d,  e,f,  g,  k,  B,  C,  D,  B', 
C',  D*.  En  éliminant  les  majuscules  dans  chacun  des 
deux  groupes,  on  obtient  les  huit  équations 


(I) 

—  35a  -  ao6  -  loc  —  4 rf  =  «, 

8i«r  +  45ft-t-aocH-6rf=/, 

aoa-no6+    4c-+-    d  =  h-\- 

—  700  — 36i-i5c~4rf  =  f; 

—  35a  +  ao6  — ioc-)-4rf=e, 

—  84« -t- 45é  — aoc  +  6rf  =/, 

(7) 

—  2oa-Hioi—  4c+    rf  =  A  — 

(8) 

—  70a  +  366  -  i5  c  -t-  4  rf  =  #^. 

Ajoutons  et  retrancbons  les  équations  telles  que  (i) 
et  (5),  nous  aurons  le  système  suivant 


45é-i-  6rf— /=o,  ai 
,06+  d— A  =  o,  ao 
7oa-f-i5c -v-^=o,  9 

d'où  l'on  déduit  sans  difficulté 


Ann.  de  Malhémat.,  3*  série,  t.  X.  (Mai 
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Oii  a  donc  pour  lu  polynôme  demandé 


5a^'— ■aiaî'+SSa-»— 35ie 


=  ^  (Sar'— aiar'+SSa!'— 35). 


En  posant  x'  =^  z,  la  quantité  entre  parenlliëses  de- 
vient 

(5ï'  —  aia» -H  35^  —  35) 

etne  s'annule  que  pour  la  valeur  positivez  =  9,526, ...; 
les  deux  autres  racines  en  s  sont  imaginaires. 

Donc,  en  déiîiiitive,  I  équation  du  septième  degré  en 
x,J'{x)a  une  racine  nulle,  deux  racines  égales  et  de 
signe  contraire,  dro.oiSg  et  quatre  racines  imagi- 
naires. 

flf.  B.  —  Voici,  sans  sortir  du  domaine  de  l'Algèbre  Élcnien- 
laire,  uoe  solution  plus  simple. 

Les  expressions 


étant,  par  hypothèse,  des  polynômes  entiers  du  troisième  de- 
gré par  rapport  à  x,  il  en  esc  de  même  des  e 


que  l'on  obtient  en  ajoutant  à  chaeune  des  quantités  (t)  l'autre 
dans  laquelle  on  a  préalablement  changé  ;c  en  — .r.  Le  poly- 
nôme f(x)  +/(—  x),  qui  est  du  sinième  degré  au  plus,  devant 
d'après  cela  être  divisible  par  (a:  —  i)'(a:-l-i)'  =  (a^* —  i)',  est 
identiquement  nul;  en  d'autres  termes, /(a:)  ne  saurait  ren- 
fermer aucun  terme  de  degré  pair,  et  l'on  a 

V*^)  =  x''  +  px'^-\-q^''+rT. 

En  divisant  alo^^  î>[/(a?)  —  i]  par  (jt  —  il*  et  observant  que 
le  dernier  terme  de  ce  quotient  doit  être  égal  à    —  X,  on 
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/,..-. ^'^ 

-'[:^-4,- 

H^-\) 

.-X], 

où  if  fsul  faire  i  égal  à 

6 
_-  pour  que 

la  conditio 

/(l)  +  l 

=  i> 

5oi[  satisfaite. 

Mais  la  solution  la  plu 

s  élégante 

31  sans  con 

tredil  la 

ui- 

vante,  qui  repose  sjr 

emploi   des 

dérivées  e 

qui  m'a 

cté 

communiquée  par  M.  Bn 

ssc: 

/(T)H-iéUnldivisibl 

par  (3^  —  1 

»et/(ar>- 

par{2T  + 

')'. 

lïur  délitée  commune /'(a^)  est  divisible  par  (:c 

-|)»(X  + 

-)'. 

puisque  *  —  i  et  ar  +  i  soat  premiers 

entrc  eux, 

et  l'on  a 

i  éUnt  une  constante,  puisque /'(a")  est  du  sixième  degrô; 
d'où 

Oo  détermine  i  et  fi  par  tes  équations /(i)  =— i,/( — i)  =  i. 
D'après  l'expression  de  /'(r)  ei  les  signes  de  /(i)  el/C— i), 
le;  racines  sont  séparées.  E.  R. 


SUS  LE  NONIRE  e; 

Par  m.  V.  JAMET. 


Je  me  pti^pose  d'apporter  une  simplification  notable 
il  la  inélhode  créée  par  M.  Hermitc  pour  démontrer  que 
le  nombre  o  n'est  racine  d'aucune  équation  algébrique, 
à  coefficients  entiers  (6'u/*  la  fonction  exponentielle. 
Paris,  Gautbîer-Villars,  1874). 
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(a.6) 
Résumons  d'abord  les  considéraliansfoudamentales. 
Si  ^(z)  désigne  mi  polynôme  enlier,  de  degré  m,  l'in- 
tégraiîou  par  pariies  donne  l'identiié 

_[F(a)+F'(o)+...+  F'»'(«)], 
ou  bien,  en  faisant,  pour  abréger, 

F(î)-i-F'(a)-4.F'(5)-(-...+  Fi™>(a)=*(a), 
(I)  e-y    «r-:F(z)rfî  =  *(o)e--*(o). 

D'ailleurs,  en  sup|>osant  vraie  l'égalité 

(î)  No+  N,e  +  N,e'+. . .+  NpeP=o, 


si,  dans  l'égalité  (i),  on  remplace  a  successivement  par 
1,  9,  3,  . .  .,^^et  si  l'on  combine  les  égalités  obtenues 
avec  l'égalité  (a),  on  trouvera 

(       = -tN,*(o)+N, *{!)-(- N,*(3)-t-...+  Np*,„]. 

Si  les  coefficients  du  polynôme  F(z)  sont  entiers, 
ainsi  que  les  coeËQcients  N,  le  second  membre  de  cette 
égalité  sera  un  nombre  entier  :  ce  nombre  sera  divisible 
par  I,  3,  3,4>  ■ .  ■,  n,  si  l'on  fait 

F(=)=3~(=-i)-C^-a)-...{3_;,)»(«-a)(p-î)...(X-i). 
a,  ^,  V,  ...  désignant  quelques-uns  des  nombres  i ,  a, 
3,  . .  .,p  —  I, écrits  par  ordre  do  grandeur  croissante; 
c'est  dans  le  choix  de  ces  nombres  que  réside  la  simpli- 
fication annoncée.  Divisons,  en  efTet,  les  deux  nombres 


i^iGooglc 


■       (  "7  ) 
de  l'égalité  (3)  par   i,7,3,...,r.  Noua  trouvons  ud 
nombre  entier,  égal  à 


ui"-/"-"' 


H'         T^rVï — ;;  Z"^'"  /    '>-'r{z)dz. 


Je  dis  qu'on  peut  choisir  les  nombres  a,  ^,  ^j  •  •  ■  t  ^i 
de  lelle  sorte  que  cette  expression  soit  difTérenle  de  zéro, 
mais  inférieure  (numériquement)  à  un  nombre  donnée, 
ii  petit  qu'il  soit.  En  effet,  décomposons  chacune  des 
intégrales  qui  6gurent  dans  l'expression  ci-dessus  en 
une  somme  de  termes,  tels  que 

f  <-'F(3)rfï+  f   e-'F(a)rf«-*-  f  e--F{z)d3+.. . 


^Ir 


■'FMdz. 


Noos  voyons  alors  que  la  somme  qui  entre  dans  cette 
même  expression  est  une  fonction  linéaire,  homogène, 
des  Intégrales,  calculées  de  zéro  à  i,  de  i  à  3,  de  7  à  3, ..-, 
et  finalement  de  ;»  —  i  à  p;  en  outre,  l'un,  au  moins, 
des  coefficients  de  cette  fonction  n'est  pas  nul  :  c'est 
celnî  de  l'intégrale  prise  de  p  — -i  k  p\  en  cflet,  il  se 
réduit  à  NpcP.  Je  dis  qu'on  peut  choisir  des  nombres  oc, 
?,  ^, . . . ,  X,  de  telle  sorte  que  tous  les  termes  de  cette 
foDcLion  linéaire  aient  le  même  signe.  En  effet,  consi- 
dérons l'expression 

a/"  e-îFC«)rf8-f-B  f  c-*F(a)rf=  +  G  f  c-=F(a)rf3-(-.,. 

^ale  à  la  somme  que  nous  voulons  étudier,  ou  bien 
égale  et  de  signe  contraire  à  cette  somme,  de  manière 
que  le  premier  de  ses  coefficients  soit  positif;  soient  ç  la 
limite  supérieure  de  l'intégrale  qui  termine  le  premier 
^roope  de  termes  à  coefficients  positifs,  r  ta  limite  su- 
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("■8) 
pérîeure  de  l'intégrale  qui  termine  le  premier  groupe 
de  termes  à  coefficients  négatifs,  s  la  limite  supérieure 
de  l'inlégrale  qui  entre  dans  le  terme  final  du  deuxième 
groupe  de  termes  à  coefficients  positifs,  et  ainsi  de  suite. 
Chacune  des  intégrales  de  la  somme  précédente  aura  le 
même  signe  que  son  coefficient,  si  nous  faisons  n  pair, 


V  désignant  la  limite  supérieure  de  l'intégrale  qui  ler-^ 
mine  l'a  vaut-dernier  groupe.  De  cette  manière,  on  est 
assuré  que  l'expression  (4)  n'est  nulle  pour  aucune  des 
valeurs  paires  de  n,  et  cela  sufSt  pour  mener  la  démons- 
tration à  bonne  lin. 

En  effet,  quand  z  varie  de  zéro  à  p,  les  produits 

(«_-)(P__3)...(X-a) 
et 

^(a_,)(^_a)...(^_^) 

restent  numériquement  inférieurs,  le  premier  à  un 
nombre  |j;,  le  deuxième  à  un  nombre  v,  indépendants, 
l'un  et  l'autre,  de  »,  et  si  l'on  appelle  H  la  plus  grande 
valeur  numérique  des  coefficients  A,  B,  C,  ....  on  voit 
que  l'expression  (4)  est  numériquement  inférieure  à 

or,  cette  dernière  expression  tend  vers  zéro,  quand  n 
est  de  plus  en  plus  grand.  c.  <>.  f.  n.  ('). 


ODsulter  auasi  »ur  une  simplification  de  la  méthode 
c  Holc  de  M.  Sticitjcs  {Comptes  rendu*,  iSgo). 
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TH&OIIE  DES  DÉTBRNINAKTS; 

Par  m.  E.  GARVALLO, 
Eiaminiiteur  d'admission  à  J'École  Polytechuiqne. 


1.  INTRODUCTION.  —  M.  P.  Caspary,  dans  un  très 
intéressant  IMémoîre  { '  ),  a  exposé  une  méthode  à  la  fois 
synthétique  et  analytique  pour  l'étude  de  la  Géométrie, 
Les  principes  en  sont  dus  aux  génies  de  Cauchy  (')  et 
de  Grassmann  (').  L'auteur  indique  qu'ils  se  prêtent  à 
une  théorie  simplifiée  des  déterininants,  mais  il  n'en  dit 
rien  de  plus.  De  son  côté,  Grassmann,  dans  son  remar- 
quable Ouvrage  Die  ^usdehnungslehre,  néglige  celle 
théorie,  quoique  son  exposition  eût  à  gagner  par  une 
étude  préalable  des  déterminants.  Je  serai  heureux  ai, 
comme  je  pense,  l'exposition  suivante  est  jugée  plus  fa- 
cile quf  les  méthodes  adoptées.  Elle  présente  certaine- 
ment l'avantage  de  faire  ressortir  le  caractère  de  pro- 
duit que  possède  un  déterminant  et  qui  est,  en  général, 
méconnu.  Enfin  elle  prépare  à  ces  niélliodes  puissantes 
de  Cauchy,  Grassmann,  Hamilton,  dont  MM.  F.  Cas- 
pary,  Laisant,  Tait,  ont  fait  d'intéressantes  applications, 
mais  qui  n'ont  pas  encore,  dans  la  Science  et  surtout 
dans  l'enseignement,  la  place  qu'elles  méritent.  Facili- 
ter le  présent  et  préparer  l'avenir,  tel  est  mon  but. 

â.   Défihitioms.  —  Le    dénomiuaii-ur  commun  des 

(')  Bulletiadea  Sciences  mathématiqaei,  i'  série,  t.  XIII;  sepl. 
.«89. 

('}  Compta  rendta,  l.  XWVi  et  \LI[  :  Exei-cices  d'Analyae  et 
de  Physique  matltèmalique,  l.  III  et  IV. 

(■)  Die  Auadehnuaastehre.  Berlin,  ^^'\^  ft  iR'ii. 
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valeurs  des  ioconnues  x  ely  tirées  dus  équatioiu 

est  ab' —  ba';  il  est  déterminé  quand  on  donne  le  Ta- 
bleau des  coefficieaU  ,  ,,  ■  De  ii]e  nom  de  détermi- 
nant donné  à  ce  Tableau.  Le  nombre  ab' — ab'  est  la 
valeur  de  ce  déterminant  (').  On  l'obtient  commodé- 
ment par  une  sorte  de  multiplication.  Multiplions,  en 
edet,  membre  à  membre  la  première  équation  (i)  par 
la  deuxième,  en  respectant  l'ordre  des  facteurs.  Il 
vient 
(a)  cc'=  aa'xx-^ab'xy-^bayx-^hh'yy. 

Si  maintenant  on  cesse  de  regarder  x  et  _y  comme 
des  nombres  pour  en  faire  de  purs  symboles  dénués  de 
toute  signification,  et  que Grassmann  appelle  uniVei  ('), 
il  suffit  de  faire  sur  ces  unités  U  convention  générale 
unique 

et,  conséquemment, 

XX  =  o,       yy  =  o. 
Le  coefficient  dex^,  dans  le  développement  (a),  est 
alors  la  valeur  a£' — ba'  in  déterminant. 


Multiplication  extékieure.  —  Celte  convention  gé- 
nérale unique  que  le  pnoduit  de  deux  unités  change  de 
signe  quand  on  intervertit  l'ordre  des  facteurs  suffit 


(■}  Cette  dJEtinction  entre  te  déterminant  et  sa  valeur  peut  pa- 
raître subtile;  et  le  s'impose  dans  certaines  questions. 

<*)  Cauchy  emploie,  pour  désigne!'  ces  symboles,  le  nom  de  clef» 
anattmphUfua ;  voir  le  Mémoire  êur  Ut  clafa  alg^riquei  dans 
le  Tome  IVdet  Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  malkématique, 
p.  ÎSfi.  E.  H. 
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poor  engendrer  les  déterminants  par  voie  de  multipli- 
cation. Cette  sorte  de  multiplication  qui  en  résulte, 
Grassmsnn  l'appelle  multiplication  extérieure  et  la  re- 
présente par  des  crochets  pour  la  distinguer  de  la  multi- 
plication usuelle  ou  algébrique.  Enfin,  pom-  éviter 
tonle  confusion,  au  lieu  d'employer  la  notation  ci-des- 
sus, je  désignerai  les  unités  par  la  lettre  x  affectée  d'in- 
dices, les  fonctions  linéaires  de  ces  unités  par  la  lettre^; 
les  nombres,  é/émenfj  des  déterminants,  seront  désignés 
par  les  lettres  a,  i,  c, . . . .  Ainsi  le  produit  extérieur 
des  quantités^  =  axt  -H  bx^,  _j^=  a'xt  4-  b'x^  qui  dé- 

Snit  le  déterminant      ,    ,.     sera 
\  a     b    \ 

[yy]  =  [(or, -4-  bxy){a'xy,  +  é'x, )]  =(a6'  —  6(i')[a:,a:,]. 

De  la  définition  résultent  immédiatement  les  proprié- 
tés suivantes  pour  les  produits  extérieurs  qu'on  peut 
former  avec  n  unités  x, ,  Xs,  . .  .^x„  : 

i'  Dans  ces  produits,  les  facteurs  peuvent  être  or- 
donnés dans  tel  ordre  que  l'on  veut  par  des  échanges 
successifs  de  /acteurs  consécutifs,  chaque  échange 
étant  accompagné  d'an  changement  de  signe. 

a'  Ceux  qui  contiennent  plus  d'une  fois  un  ntéme 
facteur  sont  nuls. 

3°  Quand  on  intervertit  deux  facteurs  quelconques 
non  consécutifs,  le  produit  change  de  signe;  en  eJTet, 
pour  passer  de  [. .  .:r^. .  -x^ . . .]  m  [. .  .Xç.  .  .Xp. . .], 
on  pent  éclianger  Xp  successivement  avec  les  k  facteurs 
qoi  le  séparent  de  x^,  puis  échanger  Xp  et  Xq,  enSn 
échanger  Xq  aveu  les  h  facteurs  qui  le  séparaient  d'abord 
de  Xp.  Le  nombre  aA-l-i  de  ces  échanges  successifs 
étant  impair,  le  produit  a  ilnalcment  changé  de  signe. 

Déterminants.  —  i"  Etant  donné  n  fonctions  li- 
néaires homogènes  r,,  r^,  .  .  -,  v„  de  n  lettres  x^., 
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Xj,  . . . ,  Xh,  o«  appelle  déterminant  de  ces  fonctions 
le  tableau  carré  des  n'  coefficients. 

2"  La  -valeur  du  déterminant  est  le  coefficient  de 
\xx ,  X], . . . ,  Xn]  dans  le  produit  extérieur  [y,  ,^j, . . ,  .^m]- 

Si  l'on  appelle  D  cette  valeur,  on  aura 

ce  qui  conduit  à  la  notation  fort  comiuoile 

[XlXt...X„Y 

qui  est  celle  des  délc^rtninants  fonctiounels  (■  ). 

3.  Théohème.  —  Un  déterminant  change  de  signe 
i/uand  on  échange  deux  lignes  entre  elles, 

Ils'agil  JeproHverquesi,dausleproduit[_y,jf2..._^„], 
on  intervertit  deux  facteurs  _>■  quelconques,  le  produit 
change  de  signe  et  pour  cela  il  suffit  de  démontrer  que, 
pour  deux  facteurs  consécutifs  quelconques  yp  et  y^, 
on  a 

Or  un  terme  quelconque  du  preinii^r  produit  se  trouve 
dans  le  second  avec  cette  seule  diÛ'éreuce  que  les  lettres 
X  qui  s'y  trouvent  ont  échangé  leurs  places.  L'égalité  (i) 
est  donc  démontrée  et  le  théorème  en  résulte  (comme 
.u„.2). 

CoBOLLAiRES.  —  i"  Cette  règle  générale  i/ui  a  servi 

(•)  CeUe  déCaition  établit  une  dirférence  entre  les  lignes  et  les 
culonnes  d'un  déterminanl.  Cela  me  parart  essentiel.  Quand  on 
cchiingc  les  lignes  avec  les  colonnes,  Je  déterminant  lui-m^rae 
change.  Sa  valeur  rcEite  la  même,  il  est  vrai;  mais  c'est  U  un  théo- 
rème et  il  n'y  a  pas  lieu  de  renfermer  ce  ihénrCme  dans  la  dérioilion 
en  s'efrorçant  de  rendre  celle-ci  symétrique  par  rapport  aux  lignes 
cl  aim  colonnes. 
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de  définition  à  ta  multiplication  extérieure  (à  savoir 
que  le  produit  de  deux  unités  change  de  sigoe  quand  on 
permute  les  deux  facteurs)  s'étend  à  des  fonctions  li- 
néaires quelconques  de  ces  unités. 

3°  .Si,  dans  un  déterminant,  on  échange  les  lignes 
avec  les  colonnes,  sa  valeur  ne  change  pas.  En  effet,  de 
la  définition  (n"  2)  et  du  théorème  (n"  3),  il  résulte 
que  tes  valeurs  du  deux  déterminants  sont  formées  des 
mêmes  termes  munis  des  mêmes  signes. 

3"  Tout  théorème  relatij  aux  lignes  s'applique  éga- 
lement aux  colonnes,  et  réciproquement, 

4.  TuÉoBÈME.  —  On  a 


C'est  ce  qu'exprime  la  formule  évidente 

s.  Développement  d'un  déierTrânant  suivant  les  élé- 
ments d'une  ligne. 

Soit  à  développer  suivant  les  éléments  de  la  première 
ligne  le  déterminant  déSni  par  les  formules 

j^  =  ax,  ■+■  bx,  ■+■  cxj, 
y=  a' 37,+  b'xt-^  c'^,, 
y'=  a'x,-i-b'xt-\-c'xi. 
On  a 

[yy\=[{a'xx^b'xt+c'x>){a'xt-v-  ô'a;,+  c'x,)]. 

Dans  le  développement  de   eu  produit,  le  terme  en 
[xjXi],  par  exemple,  provient  de 

(  h'xt  -1-  <•' J-3  )(  ftV,  +  c* j-,  1. 
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Le  coefficient  de  ce  terme  est  donc  le  déterminant  ^  "^  j 
qu'on  obiient  en  supprimant  ta  ligne _^  et  la  colonne  x, 
qui  se  croisent  sur  l'élément  a.  On  a  ainsi 


Je  multiplie  en  avant  le  premier  membre  par  _y,  le 
second  par  l'expression  égale  aXi  +  bx^  +  cx^,  et  je 
développe  le  second  membre  en  tenant  compte  des  pâ- 
lîtes de  définition  de  la  multiplication  extérieure.  11 
vieot 

d'où  enfin 

i^,a:,a!,]  [a!,*,]  [x,3!,]  [3:iTt\ 

C'est  l'expression  de  la  règle  connue;  p-=~  est  le 
déterminant  mineur  de  l'élément  a. 

On  obtient  une  généralisation  de  ce  théorème  en  sé- 
parant ie  produit 

en  deux  autres, 

[/■■•■7p].    [yp->-i---yn]- 

6.  J'ai  donné  en  substance  la  partie  la  plus  élémen- 
taire de  la  théorie  des  déterminants.  C'est  à  dessein  que 
j'ai  négligé  quelques  détails  auxquels  on  suppléera  sans 
peine.  La  multiplication  des  déterminants  se  traite  aussi 
d'une  façon  intuitive  par  la  même  méthode. 
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DfilONSTlUTlOIV  NOIVBLLS  l'UN  THÉORÈME 
SIR  LBS  NORRALIES; 

Par  m.  h,  ADER, 
Ë[èTe  ï  l'École  Polytedmiquc. 


En  un  point  d'une  surface,  les  rayons  de  courbure  des 
sections  normales  sont  proportionnels  aux  carrés  des 
diamètres  d'une  conique  appelée  indicatrice;  on  peut 
déduire  de  là  le  théorème  des  tangentes  conjuguées. 
(Bbrtkak),  Calcul  différentiel,  p.  670.  —  Poihcabé, 
Nouvelles  Armales  de  Mathématiques  ;  li"]^.) 

Cela  étant,  on  peut  démontrer  que,  si  la  directrice 
d'une  nornialie  passe  par  un  point  A  d'une  styface,  tes 
plans  principaux  relatifs  à  ce  point  sont  tangenU  à  la 
normalie  aux  centres  de  courbure  principaux. 

Pour  cela,  démontrons  d'abord  que,  si  l'on  considère 
deux  normalies  dont  l'une  a  pour  directrice  la  section 


par  le  plan  NAT  (AN  étant  la  normale  à  la  surface  que 
nous  supposons  verticale)  et  l'autre  une  courbe  AC  tan- 
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gente  en  Â  à  AT,  et  projetée  sur  le  plan  horizontal  du 
point  A  suivant  AC,  ces  deux  normalies  se  raccordent 
le  long  de  AN,  En  effet,  coupons  par  le  plan  NAT,  Toisin 
de  NÂT;  la  normalie  qui  a  pour  directrice  cette  section 
a  avec  la  normalie  AC  deux  génératrices  communes  ;  AN 
et  la  normale  au  point  P  d'intersection  de  AC  avec  NAT| . 
Si  donc  on  fait  tendre  NAT,  vers  NAT,  k  la  limite,  les 
deux  normalies  (NAT)  et  (AC)  ont  deux  génératrices 
infiniment  voisines  communes  et  se  raccordent. 


11  suffit  donc  de  démontrer  la  propriété  énoncée  pour 
une  normalie  ayant  pour  directrice  une  section  normale. 
Or,  pour  trouver  le  point  de  contact  avec  la  normalii: 
(NAT)  d'un  plan  passant  par  AN,  il  sufHl  de  chercher 
la  limite  du  point  d'intersection  avec  ce  plan  de  la  nor- 
male au  point  A'  infiniment  voisin  de  A.  Si  donc  on 
considère  deux  plans  NAT, ,  NAT.,  les  hauteurs  de  leurs 
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points  de  contact  au-dessus  du  plan  horizonul  sont  dans 
le  rapport  — -,  aata^  étant  la  projection  de  la  normalu 
en  A'.  Or  cette  normale,  étant  perpendiculaire  au  plan 
tangent  en  A',  a  sa  projection  perpendiculaire  à  la  trace 
de  ce  plan,  qui  n'est  autre  que  la  caractéristique  du  plan 


tangent  en  A,  c'est-à-dire  le  diamètre  conjugué  de  AT. 
Les  hauteurs  des  points  de  contai;l  de  NAT,  et  NAT^ 
sont  donc  dans  le  rapport  |7^SBB,  B^  étant  une  perpen- 
diculaire quelconque  au  diamètre  conjugué  de  AT  ;  par 
cxemplc,  si  B  est  sur  l'indicalrio-,  ia  normale  à  cette 
courbe  est  au  point  6.  Or  si  NATj  t;st  perpendiculaire  h 
NAT,  son  point  d'intersection  avec  la  normale  en  A'  se 
projette  sur  le  plan  NAT  en  V.  Le  point  de  contact  de  ce 
plan  avec  la  normalie  est  la  limite  de  y,  c'est-à-dire  y, 
centre  de  courbure  de  AC.  Si  l'on  suppose,  de  plus,  que 
NAT,  est  le  plan  principal  correspond  ai)  t  à  l'axe  a  de 
l'indicatrice,  pour  démontrer  qu'il  est  tangent  en  v,, 
centre  de  courbure  de  la  section  principale  correspon- 
dant h  l'axe  b,  il  suffit  de  démontier  c|ue 

BB,  _  Ayi  _  Ri  _  *'' 
BU,  ~  Ay~    p   "'n'îi' 
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.    ,.  BK        A>        „„        A' 

c  est-ft-dire  que  jtt  =  -;j  ou  BK  =  -v  f  ce  qui  est  une  pro- 
priété connue  des  coniques. 

Le  théorème  énoncé  est  donc  démontré. 


Remarque.  —  La  démonstration  donne  en  même 
temps  le  moyen  d'avoir  le  point  de  contact  d'un  plan 
langent  quelconque,  le  paramètre  de  distribution,  etc. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  CENTRALE  BN  1889. 

Solutions  par  M.  le  Capitaine  BARISIEN. 


paSMlèRE  SESSION. 


Soient  Ox,  Oy  {leux  axes  rectangulaire  et  une 
droite  lAJ parallèle  à  Oy  dont  i' équation  estx — a=o. 
On  considère  le  faisceau  des  paraboles  qui  passent  par 
le  point  O  et  qui  ont  la  droite  LL'  pour  directrice. 

i"  Trouver  le  lieu  du  foyer  et  te  lieu  du  sommet  de 
chacune  de  ces  paraboles^ 

a"  Par-  un  point  quelconque  du  plan  xOy  passent 
deux  des  paraboles  considérées,  réelles  ou  imaginaires, 
déterminer  la  région  du  plan  dans  laquelle  doit  être 
ce  point  pour  que  les  deux  paraboles  soient  réelles. 

3°  Etant  données  les  coordonnées  d'un  point  M  du 
plan  xOy,  former  l'équation  qui  a  pour  racines  les 
coeflcients  angulaires  des  tangentes  au  point  O  aux 
deux  paraboles  du  faisceau  considéré  qui  passent  par 
ce  point  M.  En  déduire  l'équation  de  la  ligne  S  sur 
laquelle  doit  se  trouver  le  point  M  pour  que  les  tan- 
gentes au  point  O  nitx  deux  paraboles  du  faisceau  qui 
passent  au  point  M  soient  rectangulaires. 
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4"  Soit  M  un  point  siltié  sur  la  Ugnf.  S,  et  soient  F, 
F'  Ifts  foyers  des  deux  paraboles  du  faisceau  considéré 
(jui  passent  par  ce  point,  démontrer  que,  lorsque  le 
iwint  M  se  déplace  sur  la  ligne  S,  ta  droite  FP  tourne 
autour  d'un  point  fixe. 

I.  Si  a,  fl  sont  les  coordonnées  du  foyer  du  la  para- 
bole, ayant  pour  directrice  la  droite  hh\  son  équation 
est 

(I)  (a,-a,i+(j._3).  =  (r-a)', 

avec  la  condition 

(ï)  «•-?•=«■, 

qui  exprime  que  la  parabole  passe  par  le  point  O. 

Cette  condition  (a)  exprime  aussi  que  le  lieu  des 
foyeia  des  paraboles  (i)  est  !e  cercle  de  centre  O  et  de 
rayon  a. 

L'équation  de  l'axe  étant 

(î)  r=P. 

pour  avoir  le  lieu  du  sommet  des  paraboles,  ït  faut  éli- 
miner a  etp  entre  les  équations  (i),  (2)  et  (3),  (1)  de- 
vient, en  tenant  compte  de  (3), 

d'où 

(1)  devient  alors 

(a:r-«)'H-.v'=a' 

OU 

C'est  mie  vllîpse  dont  le  centre  est  le  milieu  de  OA. 
Oâ  est  le  petit  axe  de  longueur  a  :  son  grand  axe  est  de 
grandeur  an. 

Ann.  de  Âfatkémat.,  3- séT\e,l.  X.  {Mai  iR^jt.)  iG 
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II.  Par  un  point  {p,tf)  du  plan  passent  dt;ux  para- 
boles déterminées  par  la  valeur  de  k  et  ^  provenant  des 
deux  équations 

!(/.-«)«  +  (?-?)>=(/.-«)', 
t  «'-|-P'=a>. 

En  formant  l'équation  en  a,  on  trouve 
4a>(/»i-l- j«)  — 4a/.(î*+ao/>)-4-(g'*-t-aajo)»  — 4<i«î'=o. 
La  condition  pour  que  les  deux  valeurs  de  x  soient 
réelles  se  réduit  à 

ç'+4a/)  —  4«'<o, 

ce  qui  indique  que,  si  le  point  (^p,  q)  est  à  riiilérîeui* 
de  la  parabole, 

(4)  >-»+4ar  — 4a'=o, 

les  deux  paraboles  passant  par  ce  point  sont  réelles. 
Elles  se  couroiident  si  le  jwiut  (p,  q)  est  sur  la  parabole 
(4),  et  elles  sont  imaginaires  si  ce  point  est  à  l'cxléricor 
de  la  parabole. 

m.  I.a  tangente  à  l'origine  de  la  parabole  (i)  ayant 
pour  équation 

son  coefficient  angulaire  est 


En  éliminant  ix  et  ^  entre  cette  équation  (5)  et  les 
deux  suivantes 


{  g«  =  a(«  — n)/)-i-aP?, 
on  forme  sans  aucune  dlHif^ulté  l'équation  en  p 
(6)  /j'(7ï-t.4op)— 4oyp-*-î'  =  o, 
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qui  lionne  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  au 
point  O  des  deux  paraboles  du  faisceau  qui  passent  par 
le  point  (p,  ^). 

Si  CCS  deuz  tangentes  sont  rectangulaires,  on  doit 
avoir />'/7"=  —  I,  c'est-à-dire 


La  ligne  S  de  l'énoncé  est  donc  une  parabole. 
ÎV.  Avec  la  condition 

la  relation 

se  réduit  à 

«/>  +  ??=  ». 
et  comme 

a.*+  P'  =  a', 
on  en  déduit 

„^       «y  p  _  "P      . 

i/p^Tqi'  v'/''-i-î' 

pour  les  coordonnées  du  foyer  F.  Celles  du  foyer  F' 
sont 

L'équation  de  la  droite  FF'  est  par  suite 

et  se  réduit  à 

La  droite  FP  tourne  donc  autour  du  point  6xc  O. 
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SBCONDR  BRSSrO\. 


i .  fiémontrer  que  les  coniifucs  if^iiésenlées  par 
l'équation 

(A)  (i~m')3?>-+^»-hamra7  — r»=o, 

oU  l'on,  suppose  m  variable,  ont  deux  points  communs, 
et  que,  si  les  axes  de  coordonnées  sont  rectangulaires, 
elles  ont  en  outre  un  foyer  commun. 

2.  Trouver  l'équation  (B)  de  la  conique  assujettie 
aux  conditions  suivantes  :  passer  par  l'origine,  être 
tangente  à  une  des  coniques  représentées  par  {A)  en 
un  point  P{x^y),  pris  sur  cette  courbe,  et  en^n  passer 
par  les  deux  projections  du  point  P  sur  les  axes  de 
coordonnées. 

3.  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  avec  les 
courbes,  représentées  par  A,  des  tangentes  issues  d'un 
point 

de  l'axe  des  y,  lorsqu'on  fait  varier  m. 

4.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  courbes  (  B)  cor- 
respondant  à  une  courbe  fixe  A  quand  on  fait  varier 
la  position  du  point  P  sur  cette  courbe. 

5.  Discuter  Véquation  (B)  en  supposant  que  l'on 
déplace  le  point  P  sur  une  des  courbes  représentées 
par  l'équation  (A);  séparer  les  parties  qui  répondent 
A  des  ellipses  de  celles  qui  répondent  à  des  hyper- 
boles, et  trouver  le  lieu  des  points  de  séparation  lors- 
qu'on fait  varier  m. 

1.  L'équation  (A)  pouvant  s'écrire 

(A)  x<  +  ^  =  (mT-/-)' 
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n'est  autre  que  l'tkjuauon  générale  des  coniques  ayant 
poar  fojer  l'origine  et  passant  par  deux  points  de  l'axe 
des^  équidistants  de  l'origine  de  la  quantité  r  (on  sup- 
pose les  axes  rectangulaires). 

n.   L'équation    générale    des    coniques    passant   par 
l'origine,  le  point  P  et  les  projections  de  ce  point  sur 
les  axes  de  cooi'donnécs  peut  s'écrire 
(1)  \x*-*-Cy'^—  Kxx'—  Cyy'  =  o. 

La  tangente  au  point  {^j')  de  cette  courbe  a  pour 
équation 
(1)  AxJr'CxJ''-Aa:''— Gy'  =  o. 

La  tangente  au  miime  point  {oc^y')  de  la  conique  (A) 
a  pour  équation 

(î)         a-[ar'{i  — m>)-Hmr]  +  xy'-*-r(m3:'-r)=o. 

En  identifiant  ces  deux  étjuations,  on  trouve 


x\i~m*)-i-mr        i  ri^mx'-r)    ■ 


En  portant  la  valeur  de  ce  rapport  dans  (i),  l'équation 
de  laconique  (B)a  pour  expression 

(B)    {xy-xx■)[a:■i^-  my)+  mr\  +  x\y*~yy)<=a. 

=  o,y=:h  dans  (3),  cette  équation 


m.  Eq 

faisant  X 

=  0O 

devient 

(J) 

y 

i  +  r( 

On  a  di!  plus 

li) 

r 

+y" 
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EDélitninanLm  ou  plutôt  {mx' — ;-),  entre(4)  et  (5), 


Le  lieu  t)es  poÎDts  de  conlact  se  compose  de  deux 
droites  passant  par  L'origiue  et  égalemeat  încHnëcs  sur 
les  axes.  Les  deux  droites  ne  sont  réelles  que  si  A  >  r. 

IV.  Les  coordonnées  du  centre  des  courbes  (B)  sont 


De  sorte  qu'en  éliminant x*  et^  entre  ces  deux  équa- 
tions et  la  relation  (  5),  on  trouve  pour  le  lieu  des  cen- 
tres l'équation 

(6)  4(i'  +  ^»)  =  (a/n3:-r)>: 

c'est  une  conique  homofocale  de  la  conique  (A.). 

V.  Pour  que  la  conique  (B)  soil  une  ellipse,  il  faut 
que 

x'[x'(i-~m')+mr]>o. 

Si  donc  le  point  {a/,  y')  se  trouve  situé  sur  l'arc  de  la 
conique  (A)  limité  par  les  points  d'intersection  de  la 
conique  avec  les  droites 

les  coniques  (B)  seront  des  hyperboles.  Sur  tout  le  reste 
de  l'arc  d'ellipse,  les  coniques  (B)  seront  des  hyper- 
boles. Aux  points  d'intersection,  les  coniques  (B)  seront 
des  paraboles. 

Pour  J7  =  o,  on  trouve  comme  points  d'intersection 
les  deux  points  par  lesquels  passent  les  coniques  (A). 
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Pour  j;=  — T ,  on  trouve,  en  substituant  dans  (A), 

En  élimiDant  m  entre  ces  deux  valeurs  de  x  et  y,  on 
trouve  pour  la  lieu  des  points  de  séparation 


C'est  une  courbe  ayant  pour  asymptote  l'axe  des  x. 
Son  équation  en  coordonnées  polaires  étant 


on  troave  que  les  points  d'inllexion  correspondent  à 

iang(o  =  ^ 
et,  par  suite,  à 


SORFAGBS  DE  SUBTHIE   DU  TROISIBMB  ORDRE 

DUNE  QUADRIQIE; 

Par   ai.    S.    MANGEOT, 

Docteur  is  Sciences,  professeur  au  lycée  de  Troycs. 

Mes  recherches  sur  les  surfaces  do  symétrie  d'une 
<]ua(lriquc,  c'est-à-dii'o   sur  les    surfaces  dont   chaque 
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normale,  tîmîtée  à  ses  deux  points  de  n-ncoiitre  av«e  la 
quadrique,   a  son   milieu  au  point  d'incidence,  m'ont 
conduit  à  une  méthode  générale  pour  la  détermination 
de  celles  de  ces  surfaces  ijui  sont  algébriques. 

Cette  méthode  a  son  point  de  départ  dans  les  résul- 
tats suivants,  que  je  me  borne  à  énoncer. 

I.  Les  surfaces  de  svmétrie  de  la  quadrique  à  centre 
unique 

rapportée  à  ses  ânes,  sont  toutes  les  surfaces  dont 
l'équation  est  homogène  par  rapport  aux  trois  quanti- 
tés x",}^,  "^^  (')■  ïl  '•"''  "^^  '^  1"^  '*  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  qu'une  équation  de  la  forme 

(1)  Zkx'«yzP  =  Q, 

et  Les  cAnes  sont  les  surfaces  de  symétrie  des  spbéres 

En  cherchant  i  généraliser  ce  résultat  que  les  cûnes  ajanl  leur 
sommet  à  l'origine  des  coordonnées  sont  les  cavelopprs  des  pians 
ux  +  vy  +  «fS  —  0,  on  est  conduit  à  ce  théorème,  qui  se  démonire 
facilement  : 

Toutet  les  surfaces  de  symétrie  de  ta  quadrique 


rapportée  à  tes  axes,  sont  les  enveloppes  des  sur  face»  de  symétrie 
particulières  définie»  par  l'équation  ux'+vy^-i-wz'so,  oùu. 
»,  «■  désignent  des  fonctions  d 'une  mime  variable  t  ;  de  plut  les 
caractéristiques  de  ces  enveloppes  sont  des  lignes  de  symétrie  de 
la  quadrique  (c'est-à-dire  des  courbes  dont  chaque  plan  normal 
coupe  la  quadrique  suivant  une  conique  ayant  son  centre  au 
point  d'incidence). 
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OÙ  les  exposants  m,n,p,  ...  sont  des  uombres  positifs 
quelconques,  représente    une  surface  dr.  symétrie   de 
cette  quadrique.  est  que  l'ex{>rcssion 


ail  une  valeur  constante  pour  tous  les  termes  de  Téqua- 
lion, 

Lorsfjue  celle  constante  sera  nulle,  la  surface  sera 
orLho|>oIaire  de  la  quadrique,  c'est-à-dire  que  les  deux 
plans  polaires  d'un  même  point  par  rapport  à  la  qua- 
drique et  à  la  surface  seront  rectangulaires,  non  seule- 
.  ment  quand  ce  point  se  déplace  sur  la  surface  (condi- 
tion qui  suBSt  pour  la  symétrie),  mais  encore  lorsqu'il 
occupe  une  position  quelconque  dans  l'espace  (■). 

II.  Si  l'on  égale  à  une  constanie  le  rapport  de  deux 
des  trois  quauuiésar".^)'*,  z",  on  obtieut  les  équations 
de  toutes  les  surfaces  de  symétrie  de  la  quadrique  (S) 
qui  sont  cylindriques. 

III.  Pour  que  la  quadrique  (S)  adiaeite  des  c6ues  de 
symétrie  algébriques  autres  que  les  plans  de  symétrie, 
il  faut  et  il  suffit  :  l"  que  la  quadrique  ne  soit  pas  de  ré- 
volution ;  a"  que  le  rapport      .  _     ■<  qui  peut  toujours 


(■)  Eo  ioterprélant  la  condition  D  —  consL,  on  p«utéooDcer cette 
proposition  : 

Pour  gue  l'équation  (i)  représente  une  tur/aee  de  tymétrit  de 
Lz  quadrique  (S),  il  faut  et  U  suffit  que  te»  point!  qui  ont  pour 
coordonnées  les  trois  exposants  m,  n,  p  de  chaque  terme  soient 
situéa  dans  un  même  plan  parallèle  au  plan  diamétral  conjugue, 
par  rapport  à  la  quadrique,  de  l'axe  du  triédre  trirectangle 
OXYZ.  Lorsque  tes  points  précédents  tant  dans  ce  plan  diamétral 
lui-mime,  la  surface  est  orlhopolaire  de  la  quadrique. 
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èire  supposé  posilif,  soit  commonsurable,  et  alors  l'équa- 
lion  de  ces  cônes  est 

si  l'on  désigne  par  j^  la  fraction  irréductible  égale  au 
rapport  précédent,  et  par  a,  0  deux  constantes  arbi- 
traires. Tous  ces  cônes  sont  ainsi  du  mèniedegré  M +N. 

IV.  Pour  que  l'équation  entière  S(pr(-ï^>^»  s)^  o,  où 
(pr(x,_^,  2)  désigne  un  polynôme  entier  et  homogène  en 
x,y,  z,  de  degré  r,  i-epréseiile  une  surface  de  symétrie 
de  la  quadrtque  (S),  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  cha- 
cune des  surfaces  ?r^  o  soit  elle-même  une  surface  de 
symétrie  de  la  quadrique,  et  que,  en  outre,  le  degré 
d'homogénéité  D  de  chaque  fonction  <fr,  pai*  rapport  à 
j**,_j'*,  z",  soit  le  même  pour  tous  les  groupes  if^- 

3e  vais  indiquer  brièvement  la  marche  qui  m'a  con~ 
duit,  en  parUntde  là,  auxdiverses  formes  que  doitavoir 
l'équation  du  troisième  degré 

.    F(a!,^,a)=if,-i-tp,-l-fi-t-ç.=  o 

supposée  indécomposable,  pour  qu'elle  représente  des 
surfaces  de  symétrie  de  la  quadrique  (S). 

Jts  laisse  de  côté  celles  de  ces  surfaces  qui  sont  des 
cylindres  :  leur  détermination  est  immédiate  (II).  La 
fonction  F  renfermera  donc  les  trois  variables  x,y,  z. 

Je  cherche  d'abord  les  surfaces  de  symétrie  du  troi- 
sième ordre  qui  ne  sont  pas  des  surfaces  ortlio polaires 
de  la  quadrique.  La  valeur  constante  de  D  étant  diO'é- 
reute  de  zéro,  cpg  doit  être  nul.  Je  distingue  alors  trois 
cas  : 

i*  ifî  n'est,  pas  décotnposable  en  facteurs. 

L'équation 'fa  =  o  doit  définir  un  cône  de  symétrie 
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proprement  dit,  cv  qui  exige  t|oe  l'un  des  nombres  M, 
N  soit  égal  à    i,  l'autre  égal  à   a.  On    peut  prendre 
M=  T,  N  =  a;  la  fonction  tpj  a  la  forme  a.x*z  -\-  pj'', 
et  l'on  doit  avoir 


La  condition  d'invariabilité  imposée  à  D  ne  permet 
pas  de  prendre  plus  d'un  terme  pour  composer  la 
somme  ft  +  fi  et  fait  connaître  la  forme  que  peut  avoir 
ce  terme,  en  même  temps  qu'une  nouvelle  relation  à 
laquelle  satisferont  a,  &,  c. 

2°  çi  est  un  proiîuil  de  deux  facteurs . 

L'un  des  deux  facteurs,  égalé  à  zéro,  doit  donner  un 
plan  de  symétrie,  et  l'autre  un  véritable  cône  de  symé- 
trie. L'équation  de  ce  cànc  étant  clxz  +  p^'=  o,  on 
doit  avoir 


Comme  précédemment,  la  fonction  «j  +  ^i  renferme 
un  seul  terme,  qui  se  détermine  aisément. 

3'  tpj  est  un  produit  de  trois  facteurs. 

Si  la  quadriqae  n'est  pas  de  révolution,  f  j  ne  com- 
prend qu'un  seul  terme,  et,  en  remarquant  que  v,  n'eu 
peut  renfermer  plus  d'un,  on  a  à  examiner  les  trois  hy- 
pothèses oà  le  nombre  des  termes  de  f ,  est  égal  à  3,  i 
on  0.  On  recoDiiait  sans  difficulté  quelles  sont  les  asso- 
ciations de  termes  qui  peuvent  réaliser  l'invariabilité 
deD. 

Lorsque  la  quadriquc  est  de  révolution  (a=  b),  un 
partant  successivement  des  diverses  valeurs  que  l'on 
peut  prendre  pour  »,.,  à  savoir  a.x  +  ^y,  az  ou  o,  on 
eu  déduit,  toujours  parla  considération  de  D,  la  forme 
qui  convient  à  ft,  puis  à  1^3. 
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En  efTectuant  les  calculs  dont  je  viens  de  donner  l'iu- 
dicatîou,  voici  les  diverses  formes  que  l'on  trouve  pour 

la  fonction  F.  J'ai  placé,  en  regard  de  chacune  d'elles, 
lacqudîtîon  ou  les  conditions  à  imposer  aux  axes  delà 
quadrique  (S). 

Formes  de  li  fonciion  P(.r,^,  z).  Relations  entre  a,  6,  e. 

ajy'-t-  ^i'j!  +  7^' 3a  =      46=      lie 

a^+par>«  +  Y^î a=      2*=      4c 

a^'-t-  ^x*s-¥-  ixy 3a=        b  =—    o 

ay*-i-  ^a:^3-¥-yx , 3<i=         fc=— 3c 

ax't-h   P:Pr'+7»' 20=      3i=      ic 

aa^'^-H  0ay'  +  f^a a=      î6  =      3c 

ai'  s  ■+■  p^_7''  H-  Y/ a=—     6=— 3c 

«^'-H  piy«  H-fa^' 3a=      afc=        c 

a^i+paya-h-i-a a  =—    b  !=~3e 

aa;»-(-     pj'*-t-fa:« aa  =      36  =     4  c 

ax^y-i-     p^'-H  Y'^î a  =      36  =      3c 

as» -4-     p^'  +  f^ 3(1=     6i=      ac 

««*ar  +     p3:''  +  f^ ■*£»=      4i=        c 

aj^^^-      pi'+ïj- a=      ib=-^c 

a,xyz-\-     P^'  +  Y^ a=      a*  =—    c 

a/>-t-    p_y»-(-f3: 3n  =        6=      ac 

<tx^y-\-    ^ys-\--(x a=—    ft=     2C 

ai**-!-       par-f-T^ a=        b  =—    c 

aay*  -*-      ^x  A-  yy a=        b  = —    e 

a^'H-     pi«-Tr' 3a  =      36=      ac 

as»H-      ^x*-^iy' aa=      a6  =         c 

tx^-h  ^x*y-t-fxy*-i-  S>'>+  tr  .. .  a  =        b  =     3c 

a^'+Pa^'^  +  fay^+By'+ea»...  20=      ai  =      3c 

<tx*-i-px*y-\-1xy*-i-oy*-hixs..  a  =        ft=      ac 

«3^+    Pr* ..-.  ~=        5  +  i 

^^"^    P^^ :■  5=      l^-c 

'/'-+        ?^ ^=         T  +  ;J 
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On  peul  former,  inversement,  au  moyen  du  Tableau 
qui  précède,  les  équations  des  seules  quadriques  à  centre 
unique  qui  admettent  des  surfaces-  de  symétrie  du  troi- 
sième ordre  non  orthopolaires  de  la  quadrique  et 
autres  que  des  cylindres.  Je  crois  bon  de  les  inscrire 
dans  un  second  Tableau,  en  faisaot  suivre  l'équation  de 
chaque  quadrique  du  nombre  de  classes  de  ces  surfaces 
de  symétrie  correspondant  à  la  quadrique. 

Voici  ce  Tableau  : 


Qaadriqaea 
qui  oe  sooE  pas 
de  révolution. 


=  d.... 


Quadriques 
de  rJToiatioa. 

ix^-+-  a^'-î-    z'^—  d. 
x^-y-  'iy^+  iz*~d. 


d... 


■iï«-(-3j'»+43»=cî 

X*—   j'"+3a'  =  rf 

6T'^-3/'+2.a'='/ 

6a:'-i-4^>-4-33'=rf 

a*'— aj''-r    x^=d I 

3ar»— 3^»-f-     x'>  =  d i 

A  ces  quadriques,  dans  lesquelles  les  rapports  des 
azes  sont  déterminés,  il  faut  ajouter  encore  trois  fa- 
milles de  quadriques  comprenant  chacune  des  qua- 
driques symétriques  par  rapport  à  une  seule  classe  de 
surfaces  du  troisième  ordre,  représentée  par  une  équa- 
tion binôme. 

11  reste  maintenant  à  calculer  les  formes  de  la  fonction 
Y{x,y,z)  qui  correspondent  aux  surfaces  de  symétrie 
orthopolaires  de  la  quadrique  (S).  Ici  la  valeur  con- 
stante de  D  doit  être  zéro  :  la  quadrique  ne  peut  être  que 
du  genre  byperboloïde.  La  somme  S)-l-ipï  est  divisible 
par  l'une  des  variables,  et  le  groupe  cp*  n'existe  pas.  La 
fonction  ^ i  ne  peut  comprendre  plus  d'un  terme.  S'il 
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existe,  (pi  n'est  composa  également  que  d'un  seul  terme. 
Lorsque  -fi  fait  défaut,  cp)  renferme  au  plus  deux  termes. 
Le  Tableau  qui  suit  fait  connaître  les  résultatsde  ces 
calculs.  Les  rapports  mutuels  des  axes  delà  quadrique 
sont  déterminés,  sauf  dans  un  cas.  En  regard  de  l'équa- 
tion de  chaque  quadrique,  se  trouve  celle  des  surfaces 
orlliopolaires  qui  lui  correspondent. 

ai* -H  2y* —    x*  =  d  axs^-h  p^^'-t-  f  —  o 

aï'-l-a_y* —  a3*=  d  aar'ï-i-  ^ys   -1-^  =  0 

aaï*-4-  y^ —    s^^d  axf*-^^j'i  -t-Y  =  o 

x*-i-  4^*-^  a3>=  d  ax*s  —  p^»*-t- Y  =  o 

X(a;'  — a>)-i-  (*(/'— 3*)=  d  aiyx  ^-f  =  o 

En  examinant  les  résultats  inscriu  dans  les  Tableaux 
précédents  ('),  on  est  conduit  à  cette  remarque  ; 

Quand  un  cône  du  second  ordre  admet  une  surface 
orthopolaire  du  troisième  ordre  qui  n'est  surface  or- 
thopolaire d'aucun  autre  cône  du  second  degré,  son 
cône  supplémentaire  admet  également  des  surfaces  «rtho- 
polaires  du  troisième  ordre,  et  plus  généralement,  si  un 
cône  du  deuxième  degré  est  symétrique  par  rapport  à 
une  surface  du  troisième  ordre  sans  que  celle-ci  soit 
surface  de  symétrie  d'un  autre  cône  du  deuxième  degré, 
son  cône  supplémentaire  est  lui-même  symétrique  par 
rapport  à  une  infinité  de  surfaces  du  troisième  degré. 


('  )  Les  lettres  grecques  qui  Ggurent  dans  ces  Tabtea 
a  lettre  d,  désignent  des  constantes  arbitraires. 
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CO!VG«l!RS  B'ABNrSSION  A  L'ECOLI  CENTRALE  EN  1890. 

Solution  pa«  M.  lk  Capitaike  BARISIEN. 


PHBUlèsB  SESSION- 


On  donne  deux  axes  rectangulaires  x'Ox,  yOy, 
el  deux  points  A,  B,  symétriques  par  rapport  au 
point  0. 

1°  On  prend  sur  l'axe  des  x  un  point  quelconque  P, 
et  l'on  considère  la  parabole  (P)  qui  est  tangente  aux 
droites  PA,  PB  au  point  A  et  au  fioint  B.  Lieu  du  som- 
met et  lieu  dufoyer  de  cette  parabole  quand  le 
point  P  parcourt  l'axe  x'Ox. 

i"  On  prend,  sur  l'axe  des  y,  un  point  Q  quelconque, 
et  l'on  considère  ta  parabole  (Q)  qiù  est  tangente  aux 
droites  QA,  Q6,  au  point  A  et  au  point  B.  Les  deux 
paraboles  (P)  et  (Q)  qui  correspondent  ainsi  à  un 
point  P  pris  sur  od  Ox  et  à  un  point  Q  pris  sur  yOy 
se  coupent  aux  points  A  el  B  et  en  deux  autres  points 
C,  D.  Former  l'équation  de  la  droite  CD  et  trouver  le 
lieu  décrit  par  les  points  C  et  D  quand  les  deux  points 
P  e(  Q  se  déplacent,  l'un  sur  x'Ox,  l'autre  suryOy^ 
de  façon  que  l'abscisse  du  premier  soit  toujours  égale 
à  l'ordonnée  du  second. 

I.  Soient  aet  b  les  coordonnées  du  point  A,  et  dési- 
gnons les  longueurs  OP  et  OQ  respectivement  par  a 

L'équation  générale  des  coniques  tangentes  aux 
*lroites  AP  et   BP,    aux   points  d'intersection   de  ces 
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droitea  avec  AB  est 

Poar  que  celte  eoDtque  aoît  une  parabole,  il  faut 
que  X  ^  —  1,  et  la  parabole  (P)  a  pour  équation 

(i)  n^'-i-  aft'iC  —  -iaby  —  6'a  =  o. 

Désignons  par  ^  et  ç  les  coordonnées  du  foyer  de  cette 
parabole  et  par  x  —  h^o  l'équation  de  la  directrice. 
En  identifiant  l'équation  (i)  avec  l'équation  focale 


(T-pY^{y~q)t  =  ix- 

-*)' 

n  a  les  relations 

ab 
?  =  -. 

^»^.^i_*i  =  _ii, 

'où  l'on  déduit 

a>-è»+a»                     ab 

Pour  avoir  le  lieu  des  foyers  de  (P),  lorsque  a  varie, 
il  faut  éliminer  a  entre  les  deux  valeurs  de  p  et  f ,  ce 
qui  donne 

î*(a*  —  6')  —  labpq  -+-  a'i>  =  o, 

Cette  équation  représente  une  hyperbole  ayant  son 
centre  à  l'ongine  et  l'une  de  ses  asymptotes  parallèle  à 
l'axe  des  x. 

L'axe  de  la  parabole  (P)  ayant  pour  équation 
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on  obtient  le  lieu  du  sommet  en  éliminant  a  ontre  cette 
dernière  équation  et  l'équation  (i).  On  trouve  ainsi 
ay'^-'-ibœy  -\-  ab*  =  o; 

Le  lieu  des  sommets  est  donc  une  hyperbole  ayant 
pour  asymptote  une  parallèle  à  l'axe  des  x,  son  centre 
à  l'origine,  et  passant  par  le  point  A. 

II.  Par  analogie  avec  la  parabole  (P),  on  trouve  pour 
l'équation  de  la  parabole  (Q), 
(i)  px^-h  la^  —  2.ab3;  —  a*p  =  o. 

L'équation  générale  des  coniques  passant  par  les 
points  d'intersection  de  (P)  et  (Q)  est 


(3) 


L'équation  de  AB  est 

Désignons  celle  de  CD  par 

u  et  c,  ainsi  que  ii,  étant  des  coefiGcients  à  déterminer. 
L'ensemble  des  deux  droites  AB  et  CD,  considérées 
comme  une  conique,  a  donc  pour  équation 

(«.F-+-  vy  —  t)(bx  —  ay)  =  o 
on 

(4)  ubx*  -^(^vb  —  au)  xy  — avy* —  bx  +  ay  =  o. 

Exprimons  que  cetle  équation  est  identique  à  (3);  il 
vient  les  relations 


î(6-ofi)       s(af,-6)' 
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De  ces  cinq  relations,  qui  se  réduisent  à  trois,  on  dé- 
duit 


L'équation  de  CD  devient  d«nc 

X       y  /a        b\ 

Si  a  =  ^,  on  a,  pour  cette  dernière  équation^ 

En  éliminant  a  entre  (6)  et  (i),   on  a  le  lien  des 
points  C  et  D  qui  a  pour  équation 

C'est  une  ellipse  de  centre  O  et  d'axes  Ox  et  Oy. 


On  donne  une  parabole  rapportée-  à  deux  axes  rec- 
tangulaires Ox  et  Oj  :  cette  parabole  a  son  axe  pa- 
rallèle à  l'axe  des  y,  elle  passe  par  l'origine  et  le 
point  de  l'axe  des  x,  dont  l'abscisse  est  l;  enfin  elle 
admet  une  ordonnée  maxima  égale  àf. 

On  donne,  en  outre,  une  droite  passant  par  l 'origine 
et  par  un  point  A{x  ^  l,y  =  k)  : 

i"  Démontrer  que  si,  pour  une  abscisse  déterminée, 
on  porte  en  ordonnée  la  somme  algébrique  de  V ordon- 
née de  la  droite  et  de  celle  de  la  parabole  correspond 
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dont  à  cette  abicisse,  l'extrémité  de  cette  ordonnée 
estiar  une  parabole  (P)  égale  à  la  première; 

ï°  Démontrer  que  les  axes  des  coniques  qui  passent 
par  V intersection  d'un  centre  et  d'une  conique  sont 
parallèles  aux  axes  de  celle-ci; 

V  Une  circonjëivnce  de  cercle  décrite  sur  OA  comme 
diamètre  coupant  la  parabole  (P)  en  quatre  points  O, 
A,R,C,  chercher  le  lieu  du  point  d'intersection  des 
sécantes  communes  OA,  BC  quand  on  /ait  varier  k,  et 
construire  ce  lieu  qui  n'est  pas  du  second  degré; 

4*  Chercher  la  valeur  du  rapport  y  pour  laquelle 
le  cercle  décrit  sur  OA  comme  diamètre  est  tangent  à 
laparabole,  quel  que  soit  h.  ' 

La  parabole  ayant  son  axe  parallèle  à  l'axe  des  j, 
passant  par  l'origine  et  par  le  point  de  l'axe  des  x  d'ab- 
scisse /,  et  ayant  comme  ordonnée  maxima  f,  a  pour 
équation 

On  a  aussi  pour  l'équalion  de  ta  droite  OA 

(1)  hx-ljr^o. 

I.  Les  ordonnées  de  la  parabole  (i)  et  de  la  droite  (a), 
correspondant  k  la  même  abscisse  S,  ont  pour  valeurs 
fespectives 

/»  i' 

De  sorte  que,  si  l'on  pose 
X  =  ï, 

Y  -  iM'-'^  ^  ^ 


Cl  si  l'on  élimine  S  entre  ces  deux  dernières  équations, 
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on  obtient  pour  celle  de  la  parabole  (P) 

(3)  X»-^(4/+A)X+^Y  =  o. 

Les  équations  des  paraboles  (i)  et  (3)  ont  même 
coeflScient  du  terme  en_j'.  Il  est  facile  de  voir  d'une  ma- 
nière générale  que,  pour  U  parabole  dont  l'équation  est 

(4)  a:*-i-Aj;-i-B7=:o, 

le  coefficient  6  est  te  double  du  paramètre  de  la  para- 
bole. En  eflet,  soient  (<x,  P)  les  coordonnées  du  foyer 
et  jr  —  ^  =  o  l'équation  de  la  directrice  de  cetle  para- 
bole. Sou  équation  pourra  s'écrire 


(5)        .    xi_2aa.-20-A)^-.-«'-Hp'-*>  =  o. 

En  identifiant  (4)  et  (5),  on  obtient 

aa  =  — A,        a(A-P)=B,        a«-i-p«=  A»; 

d'où  l'on  déduit  les  valeurs  de  et,  ^  et  A' 

_       A  A»~  B'  _  A'-i-B' 

"--7'         P-^B-'         *--4B-* 

Or  le  paramètre  p  qui  est  la  distance  du  foyer  à  la  di- 
rectrice a  pour  valeur 


Donc  B  =  sp,  ce  qui  démontre  bien  que  les  paraboles 
(i)  et  (3)  sont  égales. 

11.    Soit,  en  général,  une  conique  rapportée  à  son 
centre  et  k  ses  axes,  dont  l'équation  est 

(6)  b'x  H-  a*y*  —  a'b'  =  o, 
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i-t  un  cercle  quelconque 
'7)  ar>  +  ^'+Ma:  +  N^-l-P  =  0. 

L'équation  générale  d'une  conique  passant   par  les 
points  d'intersection  de  ces  deux  courbes  est 
(8)  fi>x«±  a»j'«—  a»i'+  p(ar*+^*+  Ma:  -i-  N^  -^-  P>  =  o. 

Cette  conique  a  bien  ses  axes  parallèles  à  ceux  de  la 
conique  (6). 

En  particulier,  les  droites  d'intersection  de  (6)  et 
(7)  sont  également  inclinées  sur  les  axes  de  (7),  puisque 
les  axes  de  deux  droites  sont  leurs  bissectrices. 

ni.  Les  droites  BC  et  AO  étant  également  inclinées 
SOT  l'axe  de  la  parabole,  l'équation  de  BC  est  de  la 
forme 

De  sorte  que  l'équation  générale  des  coniques  passant 
par  les  points  d'intersection  de  la  parabole  P  avec  les 
droites  AO  et  BC  est 

ou 

Le  cercle  décrit  sur  OA  comme  diamètre  a  pour  équa- 
tion 

(10)  x^-+.y'~lx-hy  =  o. 

En  identiGant  (9)  et  (10),  on  obtient  les  relations 

if+lh'  _  — X/*  _  /(j/+ A)+t/AX  _  /(ix\  —  l) 
I  ""       I       ~  /  ~  A         ■ 

Ces  trois  relations  se  réduisent  à  deux,  l'une  des  trois 
rentrant  dans  les  deux  autres.  On  en  déduit  les  valeurs 
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de  X  et  p 

''  —  /TTÂ-'        ^-  47 

L'équatîon  de  la  droite  BC  est  dooo 


if 


Pour  avoir  le  lieu  des  points  d'intersection  de  OA  et 
BC,  il  faui  éliminer  h  entre  {'i)  et  (ii),  ce  qui  donne 
pour  l'équation  de  ce  lieu 

(la)  8AV  =  l[l[^^+y*)-^  ifxy]. 

Cette  courbe  du  troisième  degré  a  une  asymptote 
double  parallèle  à  l'axe  des  y,  rejetée  à  l'InBoi,  et  une 
asymptote  parallèle  à  l'axe  des  x  dont  l'équation  est 


Lorsque  /  <^  ^f,  la  courbe  passe  par  l'origine,  qui  est 
un  point  double  réel;  quand  1=^  ^f,  la  courbe  passe 
encore  par  l'origine  qui  est  un  point  de  rebroussement 
de  seconde  espèce.  Eulin,  si  l'^if,  l'origine  est  un 
point  isolé. 

IV.  Les  tangentes  à  la  parabole  (3)  en  un  point  (Ç,r,) 
a  pour  é(]uatioD 

xt8/î  -  i(4/+  A)l+  /*/  -  i(4/+  A)  S  +  /»»i  =  o. 

Pour  exprimer  que  la  droite  BC  est  tangente,  il  faut 
identiCer  cette  dernière  équation  avec  l'équation  (i  i), 
ce  qui  donne 

»n~i(if-h/t)  _j__  nf+h)i-in. 

A  fit  \f  -    it  +  h*^-ifh  • 
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(l'oà  l'on  déduit 


W)   s  =  ^-n^'.      ,  =  ;^(,/*  +  8/'-"). 


ËD  éliminant  A  entre  ces  deux  équations,  on  trouve 
pour  le  lieu  des  points  (S,  i])  la  droite 


M- 


Voyons  dans  quel  cas  les  coordonnées  Ç  et  7|  satisfont 
à  l'équation  de  la  tangente,  que)  que  soit  h.  En  substi- 
tuant les  valeurs  (i3)  dans  l'équation 


Aî  -K  ;n  = 


4/ 
on  trouve 


mètre  est  tangent  à  la  parabole,  quel  que  soit  h. 


fiOlKOOBS  BADHISSION  A  L'fiCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1890; 

Pau  m.  le  capitaine  BARISIEN. 


On.  donne,  dans  un  plan,  une  hyperbole  équilatère  H 
dont  l'équation  par  rapport  à  ses  axes,  pris  pour  axes 
de  coordonnées,  est 

(i)  ^'— y«  =  a'. 

D'un  point  M  du  plan,  ayant  pour  coordonnées 
*^p,  y  =  q,  on  mène  des  normales  à  cette  courbe. 

On  demande  : 

i"  De  /aire  passer  par  les  pieds  de  ces  normales' 
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une  nouvelle  hyperbole  èquilatère,  dont  les  normales 
en  ces  points  soient  concourantes,  et  de  déterminer  leur 
point  de  concours. 

2"  En  désignant  par  K  une  hyperbole  satisfaisant  à 
cette  condition,  dans  quelle  région  du  plan  doit  être 
placé  le  point  M  pour  qu'il  y  ait  une  hyperbole  K  cor- 
respondant à  ce  point? 

3'  Quelle  ligne  doit  décrire  le  point  M  pour  que 
l'hyperbole  K  soit  égale  à  l'hyperbole  H. 
N.  B.  —  Oo  coiuerveri  les  natitioos  JBdiqnées. 

I.  L'équation  du  l'hyperbole  èquilatère  passant  par 
les  pieds  des  normales  issues  du  point  M  est 

(a)  ixy-py-qx  =  o. 

L'équatioQ  générale  des  coniques  passant  par  les 
points  d'intersection  des  hyperboles  (i)  et  (a)  est  donc 

(3)  X*— y^-i-  i\wy  —  p\y  —  q\x  —  a*  =  o. 

Ces  coniques  sont  toujours  des  hyperboles  équila- 
tères.  Il  s'agît  de  déterminer  X  de  façon  que  les  nor- 
males aux  quatre  points  d'intersection  de  (i)  et  (a)  con- 
courent en  un  point  (<x,  p)  également  à  déterminer. 

L'équaiion  de  la  normale  à  l'hyperbole  (3)  en  x,  y, 


IX- -*- i.\y  —  q\        —  ^y  -*-  i^JT  — p\ 

Exprimons  que  cette  droite  passe  par  le  point  (a,  ^), 
il  vient 

(,i-x)i1y-i'kx-^p\)+(^-y)^1x  +  ^\y-q\)^-o 

et  eu  développant 

.  (  ■^■K[x^~y^)-ixy  +  xW^-Hp  +  -^'^)'\ 
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Les  normales  à  l'hjperbole  (3)  issues  du  point  (a,  ^) 
ont  leurs  pieds  à  l'intcrsectioD  des  courbes  (3)  et  {4)- 
Une  quelconque  des  hyperbo1es(3)  étant 
(5)  X* — y*-t-^\i.xy  —  îH-a?  —  PH-?  —  ii'  =  o, 

en  identifiant  (4)  et  (5),  on  exprimera  les  conditions 
de  l'énoncé. 
Les  équations  d'identification  sont 

I  H  — Î(X 


—PIL 

Ella 

peuvent 

.■écrire 

16) 

lf=-., 

i;t 

■'</  = 

■'?-Hp 

-H.), 

H) 

a/>  = 

l.-HiU 

+  »P). 

'51 

P' 

-,P  =  - 

ao». 

En  éliminant  X  entre  (7)  et  (8),  on  a  Téqualion 

'■•>       (-f)'-('-?)'='-^^^' 

A  uu  système  de  valeurs  dep  etq  correspondent  donc 
deux  systèmes  de  valeurs  de  a  et  ^,  relatifs  aux  points 
d'intersection  de  la  droite  (9)  avec  le  cercle  (10), 

U.  Pour  que  ces  points  d'intersection  soient  réels,  il 
suffit  d'exprimer  que  la  distance  du  centre  du  cercle  (lo) 
à  la  droite  (9)  est  plus  petite  que  le  rayon.  On  a  ainsi 

ou 

OU 

^t_l-agt— 4a»>o; 
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3  et  p  neseroBl  réels,  et  par  suite  X,  que  si  le  point  Al 
est  à  l'intérieur  de  l'ellipoe 

(II)  />>+2ç>  =  4a». 

Si  le  point  M  est  sur  l'etlipse  (i  i).  on  n'aura  qo'ane 
hyperbole  K.,  et  la  valeurde  \  correspondante  est 


Si,  enfin,  le  point  M  est  à  l'intérieur  de  l'ellipse  (i  ■) 
les  hyperboles  (K)  seront  imaginaires. 

m.  Cherchons  maintenant  la  grandeur  de  l'axe  de 
l'hyperbole  (3). 

Ed  général,  pour  une  conique  dont  l'équation  est 

l'équation  en  R'  qui  donne  les  carrés  des  demi-axes  est 

(AC  — B>)  Ri+(A-i-  CjF,  R»+  Pî  =  o 
avec 

_       AE>-i-CD'— aBDE       „ 


'  B'— AC 

Dans  le  cas  de  l'hyperbole  équilatère,  A  -4-  C  ^  o,  et 
F, 


/r 

—  AG 

Or 

pour 

■hjperbol 

■(3), 

comme 

A  =  i, 

c=- 

-1,        B  =  l, 

D  = 

-T' 

E=- 

a 

—  a* 

on  trouve 

R> 

"«»'+ 

»'(«■ 

_p.  +  4„.)+ 

i?l. 

4(X»- 
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Ed  exprimant  que  R  =  a,  on  a  L'« 

<I3)     [a/)?X»-HXï(g*— 7»«+io«)+4a»]>  =  i6o*(>-' -*-')•- 
On  aura  le  lieu  des  poinu  {p,  q),  tels  que  l'hyper- 

boleK  soit  égale  à  l'hyperbole  H  en  élîmînant  a,  ^etX 

entre  les  quatre  équations  (7),  (8),  (9)  et  (12). 

L'éliDiination  de  a  et  p  entre  {7),  (8)  et  (9)  se  fait 

an  moyen  du  déterminant 

aX        a        a/)  —  X  j     =  o, 
I    q       — p         aa'       1 
qui,  développé,  devient 
(,3)     X.(yi_jB»+4o')-6/.7X  +  4a*-f-a(/>»-y')  =  o. 

Il  reste  à  éliminer  X  entre  (12)  et  (13).  Cette  élimi- 
nation, qui  parait,  au  premier  abord,  assez  laborieuse, 
escrendue  facilepar  l'artiûce  suivant. 

L'équation  (la)  peut  s'écrire 

Xi(p»-ç»_a^gX)  =  4a'{Xi  +  i){i-v'ïnirï). 

Multiplions  les  deux  membres  par  i  -t- y*^-!-  'i  il 
vient 

(la)'     (/xr^r7+,)(^»_j._.i^yX)  =  -4a'(X'+.). 

L'équation  (i3)  peut  aussi  se  transformer  de  la  façon 
suivante 

(i3)'      3(/i«— 9»-3^yX)  =  (j:.»— y'— 4aï)(X>  +  i). 

Entre  (ra/et  (iSy,  l'élimination  de  X  va  se  faire  main- 
tenant très  facilement.  Divisons  ces  deux  équations 
membre  à  membre  ;  nous  aurons 
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d'où 

En  portant  cette  valeur  dans  (i3),  on  obtient 

[(/>■- î»)»- 14«'(/>'-  ?')-  3a<»*]' 

—  »i6a'jn'y'(/»* —  7'+  a<i*)=  o 

et  déBnitivement 

x[(^*— 9'+aa')(/>*  — y*  — i6a' — ai6a*/)*y' =  o]. 
Le  lieu  se  compose  donc  de  l'hyperbole  équilatère 


et  de  la  courbe  du  sixième  degré 

(p*—q*+ta*)(p*—q^ — 16a')»— 2i6a'^»g'*=  o, 

qu'il  est  facile  de  construire. 

IV.  B.^M.  Rayais,  bdcicd  <léve  de  l'École  Centrale,  nous  «envoyé 
aussi  une  solution  de  la  traisième  Partie. 


AfiRÉSATION  DES  SCIENCES  lATflÉIATItlIlS 

(COKGOURS  DE  1890). 

SALirnON  DE  LA   OVESTIO?!  DE   HATDÉiATIfUES 

ÉLÉMENTAIRES: 

Par  m.  E.  GROSSETÊTE, 

Professeur    au    lycée   de   Nevers. 


On  donne  dnux  droites  xOx',  yOy,  qui  se  cou- 
pent en  un  point  O,  el  sur  ta  première  un  point  A, 
sur  la  seconde  un  point  B.  Une  droite  mobile  ren- 
contre xOx'  en  M  et  yOy  en  K,  et  l'on  suppose  t/ue 
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ta  longueur  MA  est  égale  à  la  somme  ou  à  la  valeur 
absolue  de  la  différence  des  longueurs  AM  et  BN . 

i"  Démontrer  qitil  y  a  deux  séries  de  droites  çui 
satisfont  à  cette  condition.  Trouver  combien  on  peut 
faire  passer  de  ces  droites  par  un  point  donné  P  du 
plan.  Construire  ces  droites  et  distinguer  parmi  ces 
droites  celles  pour  lesquelles  la  longueur  MN  est  la 
somme  des  longueurs  AM  et  BN  de  celles  pour  les- 
quelles elle  en  est  la  différence. 

a"  Soit  MIV  une  droite  appartenant  à  l'une  des 
deux  séries;  démontrer  que  te  lieu  du  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  OMN  est  une  conique  qui  a  un 
foyer  au  point  O,  et  que  l'enveloppe  du  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  OMN  est  un  cercle. 

1°  Prenons  pour  Ox  la  direction  OA  et  pour  Oy  la 
direction  OB,  et  soit  0  l'angle  AOB.  Désignons  OM 
par  Ç,  ON  par  v],  Ç  étant  positif  dans  la  direction  Ox, 
n^atif  dans  la  direction  contraire,  T|  étant  positif  dans 
la  direction  Oy  et  négatif  dans  la  direction  contraire. 
Soit  encore  OA  =  a,  OB  =  h.  On  a,  dans  tous  les  cas, 

ÂM  =  Î  — a,        BN'  =  ti  — 6; 

et,  dans  le  triangle  OMN, 

Mn'  =OM*  +  ÔN'-20M.0Nco5e, 

MN  étant  égal  à  la  somme,  ou  a  la  valeur  absolue  de  la 
diAérence  des  longueurs  AM  et  BN,  on  aura,  dans  tous 
les  cas, 

[Ê  -  a  ±(71  -  *)]*=  e'  +  V-  5Ï1  CMfl 

10        aïr,{cos6  +  i)-a(S±ii)(a±6)-t.(a  +  6)>  =  o. 

Les  signes  supérieurs  doivent  être  prisaimultanément; 
il  en  est  de  même  des  signes  inférieurs.  La  relation  pré- 
Ann.  de  Malhémat.,  3-  série,  i.  X.  (Juin  1891,)  18 
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c^ente  permet  de  conclure  que  les  points  M  et  N  tra- 
cent sur  Ox  et  Oy  deux  divisions  hooiograpUiques.  On 
peutdouoer  à  lardat!oa{i)  une  autre  forme.  Posons 

ÂM=j:  =  Ï— a,         m=y^ii  —  b. 

\  étant  positif  dans  le  sens  Ox  et  négatif  en  sens  con- 
traire, ^  étant  positif  dans  le  sens  OjT'i  on  obtient 

(a)  aay-(cos6  rt  i)  =  ix{a—bco&^)-v-  iy(,b  ~  a  cosO)  -i-  /', 


Considérons  les  deux  divisions  homograpliiques  tra- 
cées sur  O^  etO^  et  déGnîes  par  la  relation 

(3)   a37>'(cos0  4-i)  =  ajr{a  — 6cos9)-i-a^(fc  — acosS)-!-/'. 

Soit  M  un  point  de  x'Ox  correspondant  à  une  valeur 
de  :r,  la  valeur  correspondante  de  j  déterminera  sur 
yOj  un  point  N.  Deux  cas  peuvent  se  présenter  : 

1°  La  valeur  àejr  est  de  même  signe  que  celle  de  x^ 
alors  la  droite  MN  est  telle  que  sa  longueur  est  égale  à 

a"  La  valeur  de  y  est  de  signe  contraire  à  x;  MN  est 
telle  que  sa  longueur  est  égale  à  la  valeur  absolue  de  la 
diiTérence  ÂM  —  BN . 

Considérons  en  second  lieu  les  deux  divisions  homo- 
graphiques  tracées  sur  Ox  et  Oy  et  définies  par  la  re- 
lation 

(3')  2a:/(cosO  — 1)  =  ^^(a  — 6  cosO) -(- 2j-(6  — acosO)-4-  /«. 

A  uu  point  M  diî  a'Ox  correspondant  à  la  valeur  j- 
répond  un  point  N  s\u- y'Oj'  déterminé  par  (3'). 

i"  La  valeur  de  y  est  de  mùme  signe  que  celle  de  x-, 
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alors  la  droite  MN  est  telle  que  sa  longueur  est  égale  à 
la  valeur  absolue  àe  la  dilTércnce  AM —  BJV  ; 

3°  La  valeur  de  y  est  de  signe  contraire  à  x  ;  MN  est 
telle  qun  sa  longueur  est  la  valeur  absolue  de  la  somme 
ÂM  +  BÂ". 

Voyons  combien  on  peut  faire  passer  du  ces  droitos 
par  un  point  P  du  plan.  Considérons  les  deux  divisions 
homographiques  déQnies  sur  OA  et  OB  par  la  relation 

(3)  aJC^(cos9  +  i)  =  aT<a  -  i  cosO)+  3j'(&~a  cosO)  ■+■  l*. 

Si  l'on  joint  le  point  P  aux  points  de  ces  deux  divi- 
sions, on  obtient  deux  faisceaux  homographiques  de 
même  sommet.  Les  droites  doubles  de  ces  faisceaux 
sont  les  droites  telles  que  MN  qu'on  peut  faire  passer 
par  le  point  P.  En  général,  il  y  a  deux  droites  réelles 
passant  par  le  point  Pet  correspondant  à  la  formule  (3). 
La  formule  (3')  en  donnerait  deux  autres.  Construisons 
les  droites  passant  par  le  point  P  et  correspondant  à 
la  formule  (3)  ou  à  la  formule 

(O     aEl(cosO  +  i)-a(ï  +  t,)(a  +  é)  +  (o  +  é)»=o. 

Pour  cela,  déterminons  sur  O^  et  O^  trpis  couples 
(le  points  homologues  :  au  point  O,  considéré  comme' 
appartenant  à  O^,  correspond  sur Oar  un  pointa  (^g.  i) 

situé  à  une  distance  de  O  égale  à  ■ -;  de  même,  au 

point  Ode  Ox  correspond,  sur  Oy,  un  point  p  situé  à 
une  distance  de  O  égale  aussi  à ;  au  point  à  l'in- 
fini sur  Ox  correspond,  sur  O^,  un  point  situé  à  une 

distance  de  O  égale  à r>  En  joignant  P  à  ces  trois 

couples  de  points  homologues,  on  obtient  trois  couples 
de  rayons  homologues  des  deux  faisceaux   homogra- 
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pIliquHs.  Si   l'on  fait  passer  une  nirconfércDce  par  le 
]>oint  P,  elle  coupera  les  rayons  homologues  en  (a,  a'), 
(A,  h'),    {c,  c').    Les    droites   a'h,    ah'  d'une  part,  «t 


(oc')  et  (o'c)  se  couperont  en  deux  points.  La  droite 
qui  joindra  ces  deux  points  pourra  rencontrer  la  cir- 
conférence en  deux  points  e^J";  les  droites  Pe,  Pf  se- 
ront les  rayons  doubles  cherchés.  On  trouve  PM  et 
PU',  L'un  d'eux  PN  est  une  droite  de  la  première  série, 
puisque  AM  et  BN  sont  de  même  signe,  l'autre  PN'  est 
de  la  seconde  série  puisque  BN'  et  AM'  sont  de  sigucs 
contraires.  On  verrait  de  la  même  manière  la  cou- 
struction  et  la  situation  des  rayons  doubles  correspon- 
dants à  la  relation  ('S'). 

Soit  MN  une  droite  appartenant  à  l'une  des  séries, 
et  C  un  cercle  circonscrit  au  triangle  OMN~,  cherchons 
le  lieu  du  contre  0  de  ce  cercle.  Prenons  la  figure  po- 
laire réciproque  du  cercle  G  par  rapport  à  un  cercle  di- 
recteur ayant  O  pour  centre  et  i  pour  rayon.  C,  passaul 
par  le  centre  O  du  cercle  directeur,  aura  pour  figure 
polaire  réciproque  une  parabole  ayant  pour  foyer  O  et 
pour  directrice  la  polaire  otp'  du  centre  C  par  rapport 
au  cercle  directeur;  au  point  M  du  cercle  C  corres- 
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pond  une  tangente  à  la  paraliole,  la  pulaïre  de  M  par 
rapport  au  cercle  directeur;  elle  passe  par  un  point  jx 
de  OM,  tel  que,  si  l'un  désigne  O^x  par  j:|,  on  a 

Le  symétrique  de  O,  par  rapport  à  cette  tangente, 
est  le  point  cp,  où  OA  rencontre  la  directrice  de  la  para- 
bole. Soit  Oe  =  x',  un  aura 


donc  ^et  jf  sont  liés  par  la  relation 

De  même,  en  appelant  y,  la  distance  de  l'orïgîue  O  à 
la  polaire  f  de  N  et  par^  la  distance  0(f' de  O  au  point 
où  la  directrice  rencontre  yOy,  on  aura 

IJi  =  I        et       y  =  a/i  ; 
donc 

Or  ^  et  1]  vérîtient  la  condition 

2Er,(cosfl±i)-3(ï±r,}(«±6)  +  («±*)*  =  o; 
donc  ou  aura,  entre  x*  et  j',  la  relation 

ce  qui  prouve  que  la  directrice  de  la  parabole  trace  sur 
deux  droites  fixes,  Ox,  Oy,  deux  divisions  liomogra- 
phitjues;  par  suite,  la  directrice  euveloppcune  conique. 
Cette  conique  est  un  cercle.  En  effet,  considérons  la 
directrice  tpîf'  qui  trace  sur  x'Où:,yOy  des  divisions 
Komographiques  définies  par 

(  i')     /?^*\Vy_(j,'+y)(«  H-  h)  +  ^(00*0-;-.)  =  o. 
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Les  valeurs  de  x' ,y  corrtsspondauUss  aux  poiuls  de 
ODtact  de  la  conique  avec  Ox  etOj'  sont 


Ces  points  sont  à  égale  dislancc  de  O.  Si  la  conique 
est  un  cercle,  le  point  de  contact  y  de  <py'  avec  ce  cercle 
doit  être  tel  que 

?Y  =  ?«.        ?'7  =  ?'?- 

Par  suite,  »?'=  *?  -t-  Pç';  et  réciproquement,  si  celte 
condition  est  remplie,  les  droites  ^ip'  restent  à  une 
distance  constante  du  point  u,  intersection  des  perpen- 
diculaires occD  et  ^(ii  à  Ox  et  Oy.  Or 

—         ,  r  ,      a{ct>sfl  -i-ill 


»(c»»»-n)1 


Si  la  conique  est  un  cercle,  on  devra  avoir 


4(n. 


^îî-i— Va^y— (i'+y(a-i-i)  +  2(cosO-M)  =  o, 

qui  n'est  auire  chose  que  la  relation  (4')  i  laquelle  sa- 
tisfont X  <i\.y'  ;  donc  tp»'  enveloppe  un  cercle. 

On  verrait  de  la  même  manière  que  tpy'  enveloppe  un 
cercle  lorsqu'on  considère  la  deuxième  relation  qu'on 
déduit  de  (4). 

Si  donc  on  prend  la  ligure  polaire  réciproque  de  ce 
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cercle  par  rapport  au  cercle  directeur  de  centre  O,  à 
l'enveloppe  da  la  directrice  correspondra  le  lii^u  du 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  OMN.  Ce  lieu 
est  donc  une  conique  ajant  pour  foyer  le  point  O  et 
pour  directrice  la  polaire  de  c»,  c'est-à-dire  nne  perpen- 
diculaire sur  la  bissectrice  O  u  de  l'angle  des  axes. 

Cela  posé,  pour  avoir  l'enveloppe  du  cerrie  circon- 
scrit au  triangle  OMN,  il  snfiit  de  chercher  sur  la 
figure  polaire  réciproque,  l'enveloppe  des  (wraboles 
ajant  même  foyer  et  telles  que  la  direclrice  soit  con- 
stamment tangentK  à  un  cercle. 

Considérons  alors  deux  paraboles  voisines  ayant  pour 
foyer  O  {fig-  a)  et  pour  directrices  deux  tangentes  au 
cercle ci>.  Soit  Mua  poinld'întersection*,  ce  pointcsttel 
que  MO  =  MH  =  MH',  MH  et  MH'  étant  les  distances 


de  M  aux  deux  directrices.  Si  l'on  suppose  que  la  se- 
conde parabole  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  la  pre- 
mière, le  point  de  contact  ^  de  la  directrice  ç  H  avec  lu 
cercle  w  sera  la  limite  du  point  d'intersection  C  dos 
deux  directrices,  car  les  directrices  enveloppent  le 
cercle  w.  Lorsque  les  deux  directrices  se  rapprochent. 
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l'angle  diminue  de  plus  en  plus  ;  alors  MH'  tend  vers  la 
même  limite  queMH;orMH  tend  à  devenir  la  perpendi- 
culaire menée  par  le  point  <f  à  CH;  cette  droite  passera 
paru,  ce  qu'où  pouvaitdu  reste  prévoir  ('),  et  le  point  M 
tendra  vers  une  position  limite  M',  telle  que  M'o^  M'O- 
Or  M'<p  est  la  distance  du  point  M'  à  la  circonférence  bi. 
On  peut  donc  dire  que  le  lieu  du  point  M'  est  le  lieu 
géométrique  des  points  tels  que  leur  distance  â  un 
point  iixe  et  à  une  circonférence  fixe  est  la  même.  On 
sait  que  ce  lieu  est  une  conique  ayant  pour  foyer  le 
point  fixe  O.  L'enveloppe  di^s  paraboles  est  donc  une 
conique  ayant  pour  foyer  le  |>oînt  O. 

Si  maintenant  on  prend  ta  figure  polaire  réciproque 
de  cette  conique,  on  trouve  un  cercle  ;  donc  les  cercles 
circonscrits  au  triangle  OIVIN  enveloppent  un  cercle. 


AGREGATION  BES  SCIENCES  HUTHEMATIOUES 

(CONCOIRS  DE  1890). 

SOLUTION  fiÉOMÉTBIQIlE  DE  LA  OUESTION  DE  MATHÉMATIOVES 

SPÉCIALES; 

Par  m.  Maurice  LiROUX, 
Élève  au  lycée  de  Lille. 


On  donne  un  triangle  ABC  et  un  point  P  dans  son 
plan. 

Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  S  inscrites 
dans  le  triangle  ABC  et  vues  du  point  P  sous  un  angle 
droit. 

(')  M  est  toujours  situé  sur  la  bissectrice  de  l'angle  HCIl',  laquelle 
pas»  par  le  centre  u. 
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Démontrer  que  tes  coniques  sont  vues  sous  un  angle 
droit  d'un  autre  point  P' ;  montrer  que,  si  Pse  déplace, 
la  droite  PP'  passe  par  un  point  fixe  I  et  que  le  pro~ 
duitl?. IP"  est  constant. 

La  démonstration  géométrique  de  cette  question  re- 
pose tout  entière  sur  la  proposition  suivante  :  Les  cer~ 
des  de  Monge  relatifs  aux  coniques  inscrites  dans  un 
quadrilatère  ont  même  axe  radical,  et  sur  ce  tliéorème 
de  Steiner  :  Les  directrices  des  paraboles  inscrites  dans 
un  triangle  passent  par  le  point  de  concours  des  hau- 
teurs du  triangle. 

Transformons  par  polaires  réciproques  en  prenant  le 
point  P  pour  pôle. 

Les  coniques,  vues  du  point  P  sous  un  angle  droit,  se 
transforment  en  des  hjperboles  équilaières  circonscrites 
à  un  triangle;  d'après  un  théorème  connu,  ces  hyperboles 
passent  par  un  quatrième  point  fixe;  donc  les  coniques, 
dont  elles  sout  les  transformées,  sont  tangentes  à  une 
quatrième  droite  fixe  :  elles  sont  donc  inscrites  dans  un 
quadrilatère. 

Si  nous  considérons  les  cercles  de  INlonge  relatifs  à  ces 
coniques,  ils  ont,  d'après  le  premlt'r  théorème  rappelé, 
même  axe  radical;  et,  comme  les  diagonales  du  quadri- 
latère sont  des  coniques  iadéfinîment  aplaties,  leurs 
cercles  de  Monge  sont  les  cercles  décrits  sur  elles  tomme 
diamètres;  ces  cercles  se  coupant  en  un  point  P  se  cou- 
peront en  un  autre  point  P*  fixe  :  c'est  ie  second  point 
ciierché. 

Si  nous  remarquons  que  le  centre  du  cercle  de  Monge 
coïncide  avec  le  centre  de  la  conique,  nous  voyons  que, 
pour  obtenir  le  lieu  des  centres  des  coniques,  il  suflit 
d'élever,  par  le  milieu  de  PP',  la  droite  perpendiculaire 
àPP*. 
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Aux  quatre  droites  du  quadrilatère,  joignons  la  droite 

de  l'infini  :  il  n'y  a  qu'une  conique  qui  est  inscrite  dans 

ces  cinq  droites  ;  donc  une  seule  parabole  pour  chaque 

position  du  point  P. 


Or  le  point  P  est  un  point  de  la  directrice  de  cette  pa- 
rabole, le  point  P*  en  est  un  autre  ;  donc  PP*  qui  est  la 
directrice  passera,  en  vertu  du  théorème  de  Steîner, 
par  le  point  de  concours  des  hauteurs  des  quatre  trian- 
gles que  l'on  peut  former  avec  le  quadrilatère,  et,  eu 
particulier,  du  triangle  ARC 

Supposons  tracée  la  quatrième  droite  DEF  du  quadri- 
latère; considérons  les  cercles  décrits  sur  lus  diagoualcs 
BE  etCF  comme  diamètres  :  ils  passent  par  P,  l**  et  par 
le  pied  d'une  hauteur. 

Or,  le  cercle  décrit  sur  BE  comme  diauièlrc,  donne 
PI.PI'  =  Br.6f  =  const. 


Remabque.  —  La  démonstratiou  précédente  donne  le 
moyen  de  construire  la  quatrième  droite  du  quadrila- 
tère. Faisons  passer  uu  cercle  par  le  {winl  P,    [>ar  un 
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lomincl  Bdu  ti-iangle  ei  par  lu  pied  b  de  laliaulour  cor- 
reïpondantc  ;  ce  cercle  coupera  le  côté  AC  en  un  sccoud 
poini  E  qui  appartient  à  la  droite  cherchée;  on  agira 
de  même  avec  une  autre  hauteur  du  triaugle  et  l'on 
joindra  les  deux  points  obtenus. 


NOTE  SUR  U  QUESTION  PRÉCÉDENTE; 

Pau  h.  LEMAIRE. 


Soit  le  triangle  ABC,  P  un  point  de  son  plan,  S  une 
conique  inscrite  dans  le  triangle  et  vue  du  point  P  sous 

un  angle  droit  DPE.  Joignons  PC  ;  soit  C|  le  point  ou  la 
perpendiculaire  en  P  à  cette  droite  coupe  AB,  et  Cj  lïi 
U  seconde  tangente  issue  de  Ct  à  la  conique. 

Les  trois  couples  de  droites  (PD,  PE),  (PC,  PC,), 
(PB,  PB|)  l'orment  une  involulion;  les  rayons  de  deux 
couples,  étant  rectangulaires,  il   en   est  de  même  des 

rayons  PB  et  PB,  du  troisième  couple.  L'angle  PBP, 
est  donc  droit,  et  la  droite  B,  C,  fixe  ;  celle  droite  passe 

d'ailleurs  parle  point  A,  deBC,  tel  que  APA,  soit  droit. 

Les  coniques  S  sont  donc  inscrites  dans  un  quadrila- 
tère fixe. 

Le  lieu  de  leurs  centres  est,  d'aprt-s  le  théorème  de 
Newton,  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  diagonales 
AA,,BB,,  CC|  de  ce  quadrilatère. 

P  est  l'un  des  deux  points  communs  aux  cercles  dé- 
mts  sur  ces  diagonales  comme  diamètres. 

L'autre  point  P",  commun  à  ces  cercles,  jouit  de  la 
même  propriété  que  P. 

En  effet,  les  tangentes  menées  de  P*  à  la  conique  S 
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forment,  avec  les  deux  couples  de  droites  (PB,  P'Bt) 
et  (P'C,  PC,),  une  involution;  les  rayons  de  ces  deux 
couples  étant  rectangulaires,  il  en  est  de  même  des 
rayons  du  iroiaième,  c'est-à-dire  des  tangentes  à  S  issues 
de  P. 

11  est  aisé  de  voir  que,  si  P  se  déplace  dans  le  pian 
du  triangle,  PP'  passe  par  un  point  fixe. 

En  elTet,  soit  B'  le  point  commun  au  cercle  BPB,  et  à 
AC,  et  C  le  point  commun  au  cercle  CPCi  et  à  AB. 

BB'  et  ce  sont  hauteurs  du  triangle  ABC  ;  soit  I  leur 
point  commun. 

BC  et  B'C  étant  antiparallèles  par  rapport  à  l'angle  I, 
on  a 

IB.IB'=IC.IG'. 

Parconséquent  lest  sur  l'axe  radical  des  deux  cercles. 
Aussi  PP'  passe  par  le  point  de  rencontre  des  hau- 
teurs du  triangle  ABC. 
On  a  d'ailleurs 

IP.IP'=  IB.lB'^const. 

Si  P  décrit  une  courbe,  P'  décrira  une  transformée  de 
cette  courbe  par  rayons  vei^eurs  réciproques  . 

Transformons  la  figure  par  polaires  réci|>roques  en 
prenant  pour  cercle  directeur  un  cercle  quelconque  O. 

Les  coniques  S  se  iransformenteu  coniques  S|  passant 
par  trois  points  Qxes  et  déterminant  sur  une  droite  lîxe 
Pi  un  segment  vu  d'un  point  ù\e  O  sous  un  angle  droit. 

Nous  voyons  donc  que  : 

1°  Les  coniques  S|  passcntpar  unquatrièniepoîntiixc. 

-2"  Il  existe  uni;  seconde  droite  P',  telle  que  les  seg- 
ments déterminés  sur  elle  par  les  coniques  S|  soient  vus 
de  O  sous  un  angle  droit. 

3°  Si  la  droite  P,  se  déplace,  le  [loint  de  rencontre 
de  P,  et  de  P.  décrit  une  droite  fixe. 


1.;.  Google 


Remarque.  —  Si  la  droite  V,  est  la  droite  dt;  l'iiifini 
du  plan,  les  coniques  S|  ne  sont  autre  cliose  que  les 
hyperboles  équilatércs  passant  par  trois  points  Qxes. 

On  retrouve  la  proprie'té  de  ces  hyperboles  de  passer 
par  ua  quatrième  point  lixc. 


MHARQUES  SUR  LR  NÉME  PROBLÏNE  ; 

pab  m.  marchand, 

Professeur  ta  lycée  de  Versailles. 

I. 

La  métliode  des  caractéristiques  de  Chasies  permet 
lie  retrouver  tous  les  résultats  géométriquement  et  de 
se  rendre  compte  du  degré  de  difficulté  de  quelques-uns 
des  problèmes  les  plus  simples  que  l'on  peut  se  pro- 
poser sur  les  coniques  S.  Je  m'appuierai  sur  ces  résul- 
tats connus  :  <i  Lorsque,  dans  un  système  de  coniques 
satisfaisant  à  quatre  conditions,  il  y  a  ji  coniques  qui 
passent  par  un  point  donné,  et  v  qui  touehi;nt  une 
droite  donnée,  on  dit  que  [i  etv  sont  les  caractéristiques 
du  système.  Le  lieu  du  pôle  d'une  droîtt"  donnée  par 
rapport  à  un  système  dont  les  caractéristi(|U(.'S  sont  ]j. 
et  V  est  une  courbe  de  l'ordre  v.  Si  l'on  nxamîne,  en 
ftffet,  en  combien  de  points  ce  lieu  peut  couper  la  droite 
donnée,  on  voit  qu'il  ne  peut  la  rencontrer  qu'autant 
que  cette  droite  contient  son  pôle,  c'est-à-dire  qu'au- 
tant que  cette  droite  est  tangente  à  l'une  des  coniques 
du  système;  et  comme,  par  bypotbèse,  ce  contact  ne 
peat  s«  produire  que  dans  v  cas,  le  liou  est  du  degré  v.  n 
(G.  Salmon,  Sections  coniques;  a'  édition,  p.  670  et 
67..) 
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Od  est  ramené  à  délcrmincr  la  caractéristique  v  des 
conit^ues  S.  Si  l'angle  w  est  quelconque,  il  suffilde cher- 
cher combien  il  y  a  de  coniques  tangentes  à  une  droite 
quelconque  PQ  passant  par  le  point  P.  Ou  voit  qu'il  y 
en  a  deux,  tangenies  retpectivement  à  BC,  CA,  AB,  PQ 
et  à  l'une  de»  deux  droites  passant  par  P  et  faisant  un 
angle  w  avec  PQ.  La  caractéristique  est  a;  le  lieu  du 
centre  est  une  conique  S.  Ou  trouve  aussitôt  six  points 
de  cette  conique,  savoir  les  six  points  de  rencontre  avec 
les  trois  côtés  du  triangle  DEF  obtenu  en  joignant  les 
milieux  des  câtés  du  triangle  ABC.  En  eflTet,  une  co- 
nique S  ne  peut  se  réduire  à  deux  points  que  si  l'un  de 
SCS  points  est  un  des  sommets  du  triangle  ABC,  par 
exemple  A;  en  joignant  alors  PA  et  menant  par  P  les  deux 
droites  qui  font  un  angle  u  avec  PA  de  part  et  d'autre, 
on  obtiendra  deux  points  A|  et  A,  situés  sur  BC,  ct^ 
chacun  d'eux  associé  avec  A  donnera  une  conique  satis- 
faisant aux  conditions  de  l'énoncé.  Les  intersections  de 
AAt  et  de  AAj  avec  EFsont  deux  points  du  lieu. 

Si  l'angle  est  droit,  les  deux  droites  faisant  de  pari  et 
d'autre  un  angle  droit  avec  PQ  se  confondent.  La  carac- 
téristique est  1  ;  le  lieu  du  centre  est  une  droite  A  ;  on 
construit,  comme  il  a  été  dit  précédenimcnt,  ses  intersec- 
tions avec  les  trois  côtés  du  triangle  DEF. 

En6n,  si  l'angle  tu  devient  nul,  on  est  rameué  au  lien 
des  centres  des  coniques  inscrites  à  ABC  et  passant 
par  P.  Il  semble  qu'il  n'y  ait  qu'une  conique  inscrite 
au  triangle  ABC  el  tangente  à  une  droite  PQ  en  P; 
mais  ici  encore  la  caractéristique  reste  égale  à  deux, 
comme  on  le  voit  en  prenant  au  lieu  de  PQ  une  droite 
quelconque  II  ne  passant  pas  par  P;  il  y  a  en  effet  deux 
coniques  tangentes  à  quatre  droites  BC,  CA,  AB,  H  et 
passant  par  uu  point  donné  P.  Considérant  l'angle  nul 
lonime  la  limite  d'un  angle  u  quelconque,  on  voit  que 
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les  deux  poînls  de  rencontre  du  lien  du  centre  avec  EF 
vieDuent  se  eoafondre  au  point  de  rencontre  de  PA  et 
de  EF.  Donc  le  lieu  T  du  centre  relatif  à  un  angle  nul 
est  une  conique  inscrite  au  triangle  DEF,  qui  se  trouve 
déterminée  p«r  trois  points  et  les  trois  tangentes  en  ces 
points. 

Il  est  maintenant  facile  d'établir  que  toutes  les  co- 
niques S  lieux  des  centres  sont  bitangentes  entre 
(.'Iles.  En  eiTet,  appelons  1  et  J  les  points  circulaires;  la 
droite  PI  faisant  avec  elle-même  un  angle  indéterminé, 
le  centre  de  la  conique  inscrite  à  ABC  et  tangente  en  P 
à  PI  appartiendra  au  lieu  géométrique,  quel  que  soit  ta  ; 
de  même  pour  PJ.  Toutes  les  coniques  S  ont  donc  deux 
points  communs  et  ces  poiuts  sont  nécessairement  ima- 
ginaires;  en  effet,  si  le  centre  O  de  la  conique  ABCPI 
était  réel,  la  conique  aurait  plus  de  quatre  tangentes 
réelles,  savoir  :  BC,  CA,  AB  et  les  droites  symétriques 
par  rapport  à  O;  elle  serait  réelle  et  le  point  de  contact 
avec  une  tangente  passant  par  I  serait  imaginaire,  ce  qui 
n'a  pas  lieu.  Les  coniques  S  ne  peuvent  avoir  aucun 
autre  point  commun,  car  à  un  centre  donné  O  corres- 
pond une  seule  conique  Inscrite  à  ABC,  et  par  suite  un 
aogle  tu  bien  déterminé.  Alors  deux  coniques  S  étant 
deui  coniques  réelles  qui  n'ont  en  commun  que  deux 
points  imaginaires  conjugués  sontuéeessairemeut  bitan- 
gentes, que  l'angle  soit  quelconque,  droit  ou  nul. 

Ou  peut  dire  que  le  lieu  du  centre  est  une  conique 
biiangente  à  la  conique  fixe  T  aux  points  ou  cette  co- 
nique est  rencontrée  par  la  droite  Use  A.  La  droite  A  et 
la  conique  T  ont  été  -  déterminées,  mais  il  est  facile  de 
déterminer  plus  complètement  la  conique  T.  Si  l'on 
mène  une  droite  K  parallèle  à  AB  et  équidistante  de  Alt 
et  du  point  P,  cette  droite  sera  tangente  à  la  conique  F 
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et  son  point  de  conlacl  avec  F  se  déterminera  facile- 
ment. Ed  efi'et,  pour  que  le  centre  d'une coni(|iie  S  soit 
sur  la  droite  K,  il  faut  que  l'une  des  deux  tangentes 
menées  de  P  à  S  soit  parallèle  à  AB;  la  seconde  tan- 
gente sera  l'une  des  deux  droites  qui  passent  par  P  et 
font  avec  AB  des  angles  -|-  di  et  —  »>>.  A  ces  deux  coni- 
ques correspondent  deux  centres  situés  sur  K,  qui  se 
confondront  en  un  seul  lorsque  l'angle  bi  deviendra 
nul,  c'est-à-dire  lorsque  le  lieu  du  centre  sera  la  co- 
nique r.  Donc  F  est  tangente  à  K  et  le  point  de  contact 
sera  le  centre  d'une  conique  inscrite  à  ABC  et  tangente 
en  P  à  une  parallèle  à  AB;  le  cas  particulier  du  tliéorême 
de  Brianclion,  relatif  au  quadrilatère  circonscrit,  don- 
nera le  point  Q  de  contact  avec  AB  ;  la  droite  QP  ren- 
contre K  an  point  cherché.  Ou  a  ainsi  pour  F  six  tan- 
gentes parallèles  deux  à  deux  avec  leurs  points  de 
contact.  On  en  tire  aussiiâl  le  centre,  et,  eu  appliquant  la 
méthode  de  construction  d'une  conique  par  le  théorème 
de  Pascal,  deux  diamètres  conjugués  et,  par  suite,  les 
axes. 

Si  le  point  P  vient  sur  un  des  c6tés  du  triangle  ABC, 
sur  BC  pour  préciser,  on  est  ramené  h  trouver  le  lieu 
du  centre  des  coniques  de  deux  faisceaux  tangenûels 
déterminés  par  BC,  CA,  AB  et  par  les  deux  droites  me- 
nées par  P  et  faisant  respectivement  avec  BC  des  augles 
H-  (0  et  —  ta.  On  a  deux  droites  qui  se  confondent  pour 
ta^^o,  de  sorte  que,  la  conique  F  se  i-éduisant  à  une 
droite  double,  on  peut  toujours  la  considérer  comme 
inscrite  au  triangle  DEF. 

II. 

Il  parait  bien  facile  de  trouver  la  caractéristique  [x  : 

«  av  —  ^3.  coniques  du  système  se  réduisent  à  un  couple 
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de  droites  el  5  ji  —  v  à  un  couple  df  poitils  (Salmon, 
p.  673).  »  Comme  on  a  irouvé  facilement  qu'il  y  avait 
sii  coniques  S  se  réduisant  à  deux  points,  21*  —  v  =  6  ; 
d'où  [*  =  4-  Pour  w  =  -  ,  a  =  a. 

Pour  me  liniiler,  je  me  bornerai  à  chercher  le  degré 
dn  lieu  des  foyers  des  coniques  S  lequel  dépend  seule- 
menl  de  la  caraclérisiitjue  v.  n  L'ordre  du  lieu  desfoyers 
des  coniques  du  système  (ja,  v)  est  3v,  el  le  lieu  passe 
par  des  points  I  el  J  qui  sont  d'ordre  v  {voir  S*lmon, 
pour  la  démonstration,  p.  G-  1).  » 

Lorsque  l'angle  <>>  est  quelconque  le  lieu  des  loyers 
des  coniques  S  est  d'ordre  3v  ;i^  6.  Une  courbe  d'ordre  6 
est,  en  général,  déterminée  par  vingt-sept  points;  il  est 
faciled'obtenir,  dans  le  cas  artuel,  un  nombre  supérieur 
di  points.  On  sait  d'aboni  que  1  et  J  soni  deux  points 
doubles.  On  voit  aussi,  en  considérant  comme  pins  liant 
les  deux  coniques  AA,  et  AAj  réduites  à  deux  points, 
que  les  points  A,  cl  Aj  appaitiennent  au  lieu  gt-omé- 
Irique  et  que  le  point  A  est  un  point  double.  Les  tan- 
gentes au  point  double  A  s'obtiennent  facilement  conime 
limite  de  ce  théorème  :  «  Les  tangentes  menées  d'un 
point  à  une  conique  ont  mêmes  bissectrices  que  les 
droites  qui  joignent  ce  point  aux  deux  foyers.  0  Consi- 
dérant la  conique  AA|  comme  la  limite  d'une  conique 
qui  s'aplatit  de  manière  à  se  réduire  à  une  droite,  on 
voit  que  la  tangente  AA'  au  point  A  au  lieu  du  foyer 
doit  faire  avec  AB  le  même  angle  que  fait  AA,  avec  AC, 
dans  le  sens  convenable. 

On  a  déjà  cinq  points  doubles  dont  trois  accompagnés 
de  leurs  tangentes,  ce  qui  fait  1 5  +  6  ^  al  conditions  ; 
en  outre,  les  six  points  A,,  Ag,B|,  13],  C,,  C^,  ce  qui  fait 
vingt-sept  conditions. 

Enlin,  si  l'on  considère  la  conique  inscrite  à  AltC  et 

Aan.  de  JWaHiémat.,  3*séric,i.  X.  (Juin  1891,)  iij 
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laDgcule  eu  P  à  PI,  ses  quatre  fuyers  sont  des  points 
du  livu.  Ih:  même,  si  l'on  prend  PJ,  on  aura  qualrc 
points  du  lieu,  ce  qui  donnera  en  tout  37  +  8  ^  35  con- 
ditions. 

Si  l'on  prend  deux  angles  h>  et  to'  diflërents,  on  a  deux 
courbes  du  sixième  dej^ré  admettant  en  commun  les 
cinq  points  doubles  A,  B,  C,  J,  J  ainsi  que  les  huit  points 
correspoïKlaul  aux  coniques  ABC,  PI  et  ABC,  PJ.  Ces 
courbes  ne  peuvent  pas  se  rencontrer  en  un  autre 
point Q,  car  toute  conique,  inscrite  à  ABC  et  admettant  Q 
comme  foyer,  est  déterminée  par  cinq  tangentes  et  alors 
l'angle  u  en  résulte  sans  ambiguïté.  Cela  semble  indi- 
quer que  les  huit  pointa  communs  donnés  plus  haut 
sont  points  de  contact.  EneiVet,  deux  courbes  du  sixième 
degré  ont  trente-six  points  communs  et  cinq  points 
doubles,  plus  Unit  points  simples  avec  leur  tangente 
équivalant  flf)X4  +  ^X8=  36.  Si  u  =  <d',  la  démon- 
stration semble  indiquer  que  la  courbe  lieu  des  foyers  ne 
peut  admettre  aucun  point  <Jouble  en  dehors  de  A,  B, 
C,  I,J. 

On  peut,  comme  dans  la  première  question, déterminer 
les  points  de  contact  par  les  courbes  particulières  rela- 
tives iKi>=^o  elti»^  -- 

Pour  (o  =^  o  le  lieu  est  encore  du  sixième  degré;  mais 
A|  et  A}  se  confondant,  le  lieu  admet  BC  comme  tan- 
gente et,  de  plus,  les  deux  tangentes  au  point  double  A 
se  confondent.  La  courbe  est  tangente  aux  trois  côtés 
du  triiingle  ABC  et  admet  les  trois  sommets  du  triangle 
comme  points  de  rebroussement. 

Pour  (i>  ^  ~  le  lieu  s'abaisse  au  degré  3,  puisque  v  3=  i; 

on  a  une  cubique   passant  par  ABC,  y  admettant  des 
tangentes  déterminées  et  reucontraiit  en  outre  les  trois 
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cètés  (lu  triangle  ABC  un  trois  points  faciles  h  construire. 
Comme  celte  cubiijuc  passe  par  les  points  cycliques,  elle 
est  anallagmatique.  Lt;  raisonnement  fait  plus  haut  pour 
déterminer  l<;s  points  communs  à  deux  lieux  de  foyers 
semble  d'ailleurs  établir  qu'elle  n'admet  pas  de  point 
double,  n'est  jamais  unicursale. 

Enfin,  si  le  point  P  vient  sur  un  dese6tés  du  triangle 
ABC,  le  lieu  se  décompose  en  deux  points  du  troisième 
dt^gré  dont  chacune  est  le  lieu  géométrique  des  foyers 
des  coniques  d'un  faisceau  tangeiitiel. 

On  obiiendraît  une  discussion  du  même  genre  en 
s'appuyant  sur  ce  résultat  connu  :  «  Si  l'on  mène,  d'un 
point  Bxe,  toutes  les  tangentes  possibles  aux  courbes 
d'un  système  ([*,  v),  le  lieu  des  points  de  contact  de  ces 
tangentes  est  une  courbe  de  l'ordre  [a  -f- v  ayant  au 
point  fiieun  point  multiple  d'ordre  y.,  h 

Il  est  à  peine  nécessaire  de  remarquer  que,  tout  ce  qui 
précède  s'appliquant  dès  que  v  :=  2,  on  obtiendrait  de 
même  le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  au 
Iriangle  ABC  et  tangentes  à  deux  rayons  homologues  de 
deux  faisceaus  homographiques  ayant  même  centre  P. 
Si  les  rayons  doubles  de  l'homographie  sont  réels,  ou 
aura  des  coniques  bitangentes  en  deux  points  réels;  au 
cas  de  l'angle  droit  correspond  le  cas  de  l'involulion. 
Quand  les  rayons  doubles  de  l'hontograptie  sont  réels, 
ils  peuvent  devenir  parallèles  à  un  ou  deux  côtés  du 
triangle  ABC,  l'un  d'eux  pouvant  même  passer  par  un 
des  sommets  du  triangle. 

Pour  terminer,  je  mebonieraî  à  la  remarque  suivante  : 
au  lieu  de  rendre  réels  les  points  doubles  de  l'homogra- 
phie, on  peut  rendre  imaginaires  deux  c6tés  du  Iriangle 
ABC  et  l'on  est  amené  à  étudier  ce  problème  :  lieu  des 
centres  et  des  foyers  des  coniques  S  admettant  un  point 
A  comme  foyer  et  une  droite  I3C  comme  tangente.  Par 
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apiilicatioii  du  principe  du  cori-csj)Oii<laiicc  de  Cliasles, 
on  Iruuvc  facilement  que  le  lieu  du  foyer  devient  alors 
une  conique. 


RÉALISATION   ET  USAGE  BES  FARHES   IVAGIVIIRES 
ï\  GÉOMÉTRIE. 

Cl)NFliRI!NCES  DONMiES  PAR    M.   M\MIIILIB>'  MARIE 

Ci>llù|;c  Stanislas,  à  Sainte-Barbe,   i   l'École  Sainte-Gencviô' 

ei  â  rftcole  Monge  {'). 


26.  Détermination  de  la  coiirhe  la  plus  générale 
(lu  troisième  degré  tjiiarrabh  algébrirjuement.  —  Les 
trois  asymptotes  de  celtt;  courbe  doivent  la  couper  cha- 
cune eu  trois  points  situes  à  l'infini,  par  conséquent 
elle  doit  avoir  trois  diamètres  recti lignes,  respective- 
ment conjugués  des  cordes  parallèles  à  ses  trois  asym- 
ptotes; ces  diamètres  seront,  d'ailleurs,  les  médianes  du 
triangle  des  asymptotes  ;  la  courbe  doit,  en  outre,  avoir 
un  point  double,  lequel  ne  pourra  se  trouver  qu'au 
point  de  rencontre  des  trois  diamètres, 

Son  équation,  ra|>porlée  à  l'une  des  médianes,  prise 
pour  axe  des  x,  au  point  double,  pris  pour  origine,  et  à 
la  parallèle  â  l'asymptote  parallèle  aux  cardes  conju- 
guées de  l'axe  des  x,  prise  pour  axe  des  i',  est 


a  désignant  la  moitié  du  côté  du  triangle  des  asymptotes 
qui  est  parallèle  à  l'axe  des  >  ,  et  m  le  tiers  de  la  mé- 
diane correspondant  à  ce  côté  pris  pour  base. 
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La  quadralricc  est 

La  courbe  rcprés«iilée  [>ar  réquatîoii 

a  ta  figure  ci-joinle. 

Ji;  lui  ai  donné  lu  nom  de  lièjle,  n  laus 
lonlus  SCS  conjuguées,  <)ui  sont  du  sixiér 

Pig,    22. 


de  sa  forme  ; 
i;  degré,  sauf 


le  folîuui  de  Oescartes,  sont  également  fjuanablus  alj^é- 
briqucmeut.  On  savait  depuis  longtemps  que  le  folium 
était  quarrable  algébriquement,  mais  on  n'avait  pas 
l'explicaliou  du  fait.  On  vériliera  aisément  que  les  trois 
asymptotes  de  cette  courbe  la  coupent  aussi  chacune  en 
trois  points  iiicués  à  l'infini^  seulement  deux  d'entie 
elles  sont  imaginaires. 

Cet  exemple  est  très  propre  à  faire  toucherdu  doigt 
bieo  des  choses  que  j'ai  énoncées  comme  évidentes, 
parce  qu'elles  le  sont  en  effet,  mais  qui  paraissent  avoir 
été  peu  comprises. 
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La  (lénioastralion ,  entre  autres,  de  ce  tliéorème  (]uo 
la  fonnatiou  d'un  nouveau  point  double  dans  une  courbe 
algébrique  entraîne  une  réduction  de  deuic  unités  dans 
le  nombre  des  périodes  de  la  quadralrîce,  celte  démon- 
stration d'un  fait,  pourtant  si  imprévu,  n'a  excité  au- 
cun iutérët,  parce  que  l'analyse  pure  ne  peut  pas  four- 
nir, par  elle-inéme,  une  notion  exacte  de  la  continuité 
et  que  les  analystes  cultivent  généralement  très  peu  la 
Géométrie. 

Il  est  facile  de  montrer  conibien  étaient  mal  fondées 
les  préventions  avec  lesquelles  ma  démonstration  a  été 
reçue. 

Menons  au  trèfle  TaT'UèU'VcV'  deux  tangentes 
Fig.  îî. 


parallèles  DE,  TVE',  dont  la  direction  soit  celle  d'une 
droite  comprise  dans  l'intérieur  de  l'angle  A,  par 
exemple,  du  triangle  BAC  des  asymptotes;  une  parallèle 
à  ces  deux  tangentes  et  comprise  entre  elles  ne  coupera 
la  courbe  qu'en  un  seul  point  réel;  les  deux  tangenles 
DE,  D'E' comprendront  donc  enlrc  clli's  une  conjuguée 
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ilu  trèlle;  celtu  conjuguée  sera  formée  il<!  louLes  paris, 
ce  qui  ëlait  prévu,  les  trois  asymptoLcB  de  la  courbe 
réelle  éUDt  réelles.  Soit  C  la  caraciéristique  de  cette 
cODJuguée  ou  le  coefficient  angulaire  uoiiiniun  de  DE, 
iïïL';  la  conjuguée  C  passera  au  poîut  double  O;  les  élé- 
ments du  Heu  en  ce  point  Oseront  fournis  par  l 'équation 

les  coefficients  angulaires  des  tangentes  à  la  conjuguée 
C,  au  point O,  seront  donc,  d'après  une  formule  connue, 

a  Tm* 

±  - — ^  H —  ■ 

En  conséquence,  les  brandies  de  la  conjuguée  consi- 
dérée se  couperont  au  point  O  sous  un  angle  et  elles 
fermeront  une  boucle  en  forme  de  huit;  cette  conjuguée 
aura  une  forme  telle  que  octle  qu'indique  i»  figure:  si 
l'Algèbre  entendait  la  continuité  auti-ement  que  moi, 
si  elfe  la  comprenait,  par  exemple,  comme  l'ont  com- 
prise MM.  Caucliy  et  Puîseux,  dans  leur  tbéorie  de  la 
série  de  Taylor;  ou  si  l'Algèbre  consî lierait  le  chemin 
ONHiMO  comme  fermé,  sous  le  préteste  que  le  pniut 
mobile  [j-,  _7'],  parti  de  O,  serait  revenu  en  O,  c'est- 
à-dire  que  la  fonction  _/  et  sa  variable  .r  seraient  en 
même  temps  revenues  à  leurs  valeurs  initiales,  mais 
sans  que  les  dérivées  initiales  et  finales  de  tous  les 
ordres,  de  la  fonction^,  fussent  les  mômes  au  départ  et 
à  l'arrivée,  l'intégrale 

J   îmV    -r—'n 
idmettrait  pour  période  le  produit  par  \  —  i    de  l'aire 
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de  la  IducIi:  HMONH;  elle  adoiL-ttrait.  du  môinu  pour 
périodi!  le  [)roduit  par  \J —  i  da  l'aire  de  la  houclu 
OM'H'N'O;  mais,  nelte  înlû^rale  étant  algébritjue  n'a 
pas  de  périodes;  donc  l'Algèbre  entend  la  continuité 
comme  je  l'ai  entendue  partout  dans  la  théorie  de  la  sé- 
rie de  Tajior,  comme  dans  la  tliéoiie  des  intégrale.t. 

Maintenant,  pourquoi  la  quadratrice  du  trcile  est-elle 
algébiiquf,  quuicjue  ses  conjuguées  soient  toutes  fer- 
mées, sauf  celles  dont  les  cordes  réelles  sont  parallèles 
aux  trois  directions  asymptotîques  et  quï  sont  des  fu- 
lïumsP  C'est  parce  que  tes  deux  boucles  de  l'une  quel- 
conque d'entre  elles,  tuâme  des  trois  qui  sont  des  fo- 
liums,  entourent  des  aires  égales,  counno  on  le  vérifierait 
aisément,  puisqu'on  a  la  formule  de  quadrature  et  que 
c'est  le  produit  par  /^  de  la  dillerence  de  leurs  aires 
quï  forme  la  périoJe;  parce  que  la  continuité  exige  que 
les  deux  boucles  soient  pareonrucs  dans  le  sens  indiqtié 
par  les  flèches,  ou  dans  le  sens  eoniraire. 

Quant  n  la  raison  pour  laquelle  les  deux  aires 
OMHMO  et  ON'H'M'O  sont  égales,  dans  le  cas  actuel, 
elle  est  facile  adonner  :  si  l'on  déformait  inliniment  peu 
la  courbe,  de  manière,  d'une  part,  à  supprimer  le  point 
doubir,  qui  serait  alors  remplacé  par  un  petit  anneau 
réel,  et,  du  l'autre,  à  faire  en  sorte  que  les  trois  asym- 
ptotes cessassent  d'être  d'inflexion,  en  premier  lieu,  la 
conjuguée  ONHMON'lI'iM'O  se  segmenterait  en  deux 
anneaux  séparés,  compris,  l'un  entre  la  brancbe  UU'  et 
l'anneau  l'éel,  qui  aurait  remplacé  le  (joint double,  l'autre 
compris  entre  ce  même  anneau  réel  er  la  brancbe  VV; 
en  second  lieu,  les  aires  enveloppées  parles  deux  an- 
neaux de  la  conjuguée  cesseraient  d'être  égales;  mais, 
en  troisième  lieu,  la  quadratrice  de  la  courbe  ne  coin- 
|K>rtant  que  deux  périodes  elliptiques,  la  dillerence  des 
deux  aîrcscnquestion,  lorsqu'elle  n'existerai t,  ne  pour- 
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rail  olre  <[ue  l'air*:  correspond 3 m  à  l'unti  des  trois  pé- 
riodes cycliques. 

La  réùpparilion  du  potiit  double,  iion  accompagnée 
de  l'aimulalioii  dus  trois  pét  toiles  cycliques,  aurait  alors 
[Miur  elTots,  d'abord,  de  réduire  à  néant  la  période  ellîp- 
Lk]uc  l'éelle;  eu  second  lieu,  du  réduire  à  une  seule  ap- 
parence les  deux  ligures  de  la  période  ultracj'rlique 
imaginaire;  en  troisième  lieu,  de  supprimer,  par  sous- 
tractiou,  la  partie  commune,  elliplique,  des  deux  repré- 
sentations de  la  période  ultracyclique  imaginaire;  enfin 
(le  lie  laisser  subsister,  à  la  place  des  deux  figures  de  la 
période  ultracjclique  iuiaginaire,  qu'une  forme  acces- 
soire de  l'une  des  périodes  lycliques. 


SVK    LA    RECTIFICATION     DES    COURBES    PLinES. 

Les  intégrales  rectifîcatrices  de  l'enveloppe  réelle  et 
dt;  l'enveloppe  imaginaire  réalisée  d'un  même  lieu  ont 
les  mantes  périodes,  au  facteur  ^—  t    près. 

La  période  réelle  de  la  rectllicatrice  d'une  hyperbole 
csl  la  (lillérence  entre  la  Kmgueur  totale  de  cette  hyper- 
bole et  la  longueur  totale  de  ses  asymptotes  (les  extré- 
mités ayant  inèmcs  abscisses);  la  période  imaginaire  de 
la  même  rectifie  a  tri  ce  est  te  produit  par  ^ — i  de  la 
(lidëreuee  entre  la  longueur  totale  de  l'Iiyperbole  sup- 
plémentaire et  la  longueur  totale  des  asymptotes  com- 
munes. 

Ces  deux  derniers  théorèmes  s'étendent  aux  courbes 
de  tous  les  ordres,  en  y  considérant  les  dîlTérents  cycles 
fermés,  composés  de  branches  convenablementgroupées 
des  deux  enveloppes  et  de  leurs  asymptotes  commuDcs. 

I^es  démonstrations  de  ces  ihéorèines  se  trouvent  dans 
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le  Toiniî  n  tl(!  ma  77iéuiie  des  /onctions  de  variables 
imaginaires;   <;lles  n'ont  pas  élé  doniiéos  aux  Confé- 
rences. 


27.   Précis  d'une  théorie  rationnelle  des  fondions 
circulaires  directes  et  inverses.  —  Si  Ton  pose 


j  sera  par  déGiiilion  le  sinus  de  S  el  S  l'ace  dont  le  sîuus 
est  j-;  x=^  ^'i  — y*  sera  le  eosiiius  de  S  et  S  l'arc  dont 
le  cosinus  est  x  =  y^i  — _j ';  -  sera  la  tangente  de  S, 
-  en  sera  la  colaiigente,  -  la  sécante  et  —  la  cosécaiite. 
On  aura  évidemment 


i'S+  costS  = 


lang5=  —-g, 


rci^ëtantles  coordonnées  d'un  point  «jueiconquedu 
rie  x^-hy'  =  I  ou  de  l'une  de  ses  conjuguik-s,  il  sera 


toujours  facile,  par  la  théorie  des  aires,  de  savoir  c< 
que  sera  S,  quand  miVtne  x  et_;>^  seraient  imaginaires. 

Supposons  d'abord  _j  réel    oi  moindre  que  i,  xser. 
aussi  réel  et  moindre  que  i  ;  le  poini  [.r,  y]  apparlten 
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-cit.-  :  soit  M  co  jwint, 

-7*-*-7')'^r 


=  [~y^T. 


■eOAMP  — saireOPM 
«  secteur  AOM  +  a*it  = 


Si  t  «st  imaginaire  sans  parlie  lëvlle,  x  sera  l'éel  et 
|)lus  grand  tiiie  i ,  le  puint  [x,  y\  apparLi«ndra  à  la  con- 
jugua à  abscisses  léfUcs  du  cercle  :  soit  M  ce  point, 

^  /    '^y  ^1  — J*  sera  imaginaire  sans  partie  réelle,  et 

représcniLTa  le  produit  par  yj —  ■  de  l'aire  OAMP;  d'un 


(W 


autre  côté,  — J*  V'  — y*  représentera  le  double  du  pio- 
Juii  par  yj —  I  de  l'aîre  du  triangle  OMP;  par  consé- 

qoeiii  /  -    ■^-  ■■  ou  S  représeniera  le  double  du  produit 

J  VI— y' 
par  y' —  1  de  l'aire  du  secteur  AOM,  cl  l'on  pourra  y 
ajouter  un  nombre  entier  de  fois  3n,  parce  que,  avant 
(ie  faire  parcourir  l'arc  AM  an  point  [x,  ^'],  on  pourra 
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lui  faire  parcourir,  autaut  du  fois  <jue  l'on  voudra,  la  cir- 
cuiiférciicu  ABCDA,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre. 


Sij  etaoïit  t-espertivetrii.<>il  pour  valeurs  a' ^-  ^'^  —  i 
el  a-h  fi  \f—  I,  le  point  [  r,  j  ]  appartiendra  à  la  conju- 
guée C  =  '„-  du  cercle  :  soil  M  ce  point,  a  et  a'  seront 
les  coordonnées  du  point  N  milieu  de  la  torde  réelle 
MINM'  de  la  conjuguée,  c'est-à-dire  OQ  et  QN,  p  sera 
égal  à  —  NR  et  fl'  à  -(-RM,  de  sorte  que  x  et  y  auront 
respt'clivetneiit  pour  valeurs 


7 


-OQ-NR/— 
:  QN  -t-  RM  \/- 


RM  _  M!V 
Ot  ~  OB  ' 


mais  la  figure  donne  les  analogies 

QN  _  ON 
BT  ~  Ôïi 
c'est-à-dîre 

QK  =sin(a\OB)cos(aBOM  /^) 
et 

RM  i/^  =  co6{2AOB)  sin  {2BOM  /^)  ; 


d'0( 


y=       sin(iAOB)coHîBOM  y/— 1) 
+  cos(:j.AOI!)sin(-jnOM  /^h 
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d'un  autre  côté,  si  l'on  chercliail  la  valour  ilt:  f~^*^ 
on  trouverait 

S  =-  a  {  AOB  -(-  BOM  /— T)  -+-  ikiz  ; 
ou  en  conclut 

7  =  sin  S  =       sin(2  AOB  +  a  BOM  v^=T) 

=       sin(iAOB)cos(aBOMi/^) 
+  eos(aAOB)sin(aBOMv/^): 
on  trouverait  de  même 


;r=cosS 

=      co5(2AOB  +  aBOMi/=7) 

=      cos(ïA0B)cos{2B0Mi/^) 

-5in(2AOB)sin(aBOM/:=7) 

La  formule 

donne 

dS             1                1 

dy        /r^ip-cnsS' 

d'où 

|-=D(,inS,.co.S. 

d'un  autre  côté 

<i%     d?,  dy 

di-dyS^^T^ 

is  Tfr  =  ss  "27r~  "  ^?  " 

|-D(c..S,— ,i„S. 
ilte  par  la  formule  de  Maclauriii 

sinS  =  S— -^ 


(|ui;l  que  soit  S. 


D,s,t,..d:,i.  Google 


(  »86) 
28.   Piécis  d'une  théorie  rationnelle  des  fonctions 
exponentiflla  et  logarithmique.  —  Si  l'on  pose 


<?• 


S  sera  l'aire  Je  l'hyperbole  étjiiiUtèrc  r=  -i  complee 
du  soiumct  A  jusiju'à  un  point  quelconque  d'une  con- 
juguéi!  quelconiiue  el  s'appellera  le  logarithme  de  x. 

Si  9(^)  désigne  uue  fouclion  de  x  assujettie  seule- 
ment n  prendre  la  valeur  i  pnur  x  ^  i ,  on  aura  idenli- 
queiueiil 

c'est-à-dire 

f{x)  pouvant  preudre  une  valeur  quelconque  lorsque  j 
n'est  pas  égal  à  i ,  On  en  conclut 

L(a6)=L(a)  +  L(A), 


I.c  demi-axe  OA  de  l'hyperbole  est  \/a;  par  coiiséfjueni, 
l'aire  de  la  conjuguée  cii-ctitatre  est  ît:  et  la  [lériotle  de 
l'intégrale  /  —  est  awy' —  i,  e'esl-à-dire  qne 

/      ^  =  /      ~~  ^  aireaAMm-t-  a^n/— i 
Si  M'  d(=sigiie  le  point  de  l'hyperbole  diamétralemeiil 
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opposé  à  M, 


I  par  conséfiuenl, 


Si  M,  désigne  lu  point  do  l'kjpcrbole  supplémcnlairi 
syinélrif|ue  de  M  par  rap)»ort  à  l'axe  dfiy. 


L-ii  cllut,  lorsque  lu  poitil  tnobilu 

parcourt  la  conjuguco  il  du  lieu  xj  =:  i.  -^-  conserve  la 
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»alourC;  mais 

.'*?■/—=_, 

.-J/TTT 

+  ?/-,-     •■-?• 

do  sorte  que 

Kl  qoi',  par  conséqi 

jcni, 

conserve  une  valour  cun.siaiite  C,  oii  <[ue  *(/* -H  ^  (/[i 
reste  conslaniineiil  nul.  11  t-ii  résnlle  (jiie 

/^_     /"f/a  +  ifay/^  /"la  — 3  v^^'irrfi  +  rf^t/^l 

==—  C  Aa  (/ï  +  3  (/p)  —  C  v'^  /(M»  +  "Z?) 
rtste  imaginaire  sans  partie  réelle.  Or  la  i>arlie  imagi- 
naire Je  (  --  est  —  '-y'~  I,  rar,  l'ordonnée j'dnjtoiiit 
Mi  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du  IJeu 
étanl  imaginaire  sans  partie  réelle,  l'expression  ^  du 
l'aire  du  triangle  à  introduire  à  la  limite  M,,  pour  rap- 
porter le  lieu  au  même  axe  des  j:  et  ;i  une  parallèle  anv 
cordes  réelles  de  ta  conjuguée  MM,,  sérail  réelle. 
Il  en  résulte 

et,  de  la  même  manière, 
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Comme  S  croiten  progression  arithmétique,  lorsque  x 
croît  en  progression  géométrique  «l  que,   d'ailleurs, 
T-  =  -  pari  de  la  valeur  i ,  lorsque  x  =  i  et  S  =  o,  il 
en  résulte  que  les  deux  progressions  sont,  pour  x, 

rt  pour  S, 

3  pouvant  être  réel  ou  imaginaire. 

Si  l'on  veut  déterminer  la  base  du  système,  il  faut 
supposer  a  réel  et  prendre  na  =  i ,  d'où   n  =  -  et  la 

base  est 

Les  logarithmes  dont  il  s'agit  dans  ce  qui  précède 
sontdonc  les  logarithmes  ni^périens;  et,  un  conséquence, 
on  peut  poser 

pourvu  qu'il  soit  enieudu  que  lea  exposants  S  se  com- 
porteroiil,  dans  toutes  tes  opérations,  comme  s'ils  étaient 
réels. 
L'équation 


toutes  les  dérivées  de  x  par  rapport  à  S  se  réduisent 

donc  à  e*,  et  ont  la  valeur  i ,  pour  S  ^  o  ;  il  en  résulte, 

Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  X.  (Juin  1891.)  a» 
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par  la  formule  de  Maelaurii), 


Remarque.  —  Il  n'est  pas  élonn^nt  <]uu  les  fonctions 
circulaires,  directes  et  inverses,  se  ramènent  aux  fonc- 
tions exponentielles  et  lngarithinir|ues,  puisque  les  unes 
ont  leur  origine  dans  la  quadratrice  du  cercle  et  de  ses 
conjuguées,  qui  sont  des  hyperboles  cquilatères,  et  les 
autres  dans  la  quadralrice  de  l'hyperbole  équilatére  et 
de  ses  conjuguées,  dont  l'une  est  un  cercle. 


SUR    LES    FONCTIONS    EU.IPTIQVB5. 

Le  second  Volume  de  ma  Tltéorie  des  fonctions  de 
variables  imaginaires  contient  la  théorie  élémentaire 
des  fonctions  elliptiques,  établie  d'après  les  mêmes  prin- 
cipes que  les  deux  précédentes. 


GÉOMÉTKIE    DANS    1.  ESPACE. 

Le  temps  n'a  permis  de  traiter  que  bien  imparfaite- 
ment les  questions,  analogues  aux  précédentes,  que 
comporte  la  Géométrie  à  trois  dimensions. 

Nous  ne  ferons  guère  non  plus,  ici,  qu'indiquer  les 
solutions. 

On  trouvera  les  explications  complémentaires  qui 
seraient  jugées  utiles  dans  tes  deux  premiers  Volumes 
de  la  Théorie  des  Jonctions  de  variables  imaginaires; 
mais  le  lecteur  pourrait  toujours  y  suppléer  aisément. 

1 .  J'appelle  conjuguées  d'une  surface  représentée  par 
une  équation 
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les  lieux  des  points 


correspondant  à  toutes  les  solutions 

de  l'équation  proposée,  où  les  parties  imaginaires  ^,  ^' 
et  ^'  seraient  comme  des  eoustaotes 

G,     C    et    C, 

c'est-à-dire,  telles  que 


3.  La  situation  dans  l'espace  du  point  [^,,^0  Zi]i 
qni  représente  une  solution  imaginaire,  reste  la  même 
quelle  que  soit  la  transformation  de  coordonnées  qu'on 
fasse  subir  au  lieu  considéré  et,  par  suite,  à  la  solution 
représentée. 

En  ell'et,  si  les  formules  de  transformation,  résolues 
par  rapport  aux  nouvelles  coordonnées,  sont 


«'=  a"-!-  m'T-¥  n'y  -^-p' z 

les  valeurs  des  nouvelles  coordonnées  x 
respondent  à 

sont 
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de  sorte  que  les  coordonoées  x, ,  y, ,  Z|  du  point  repri- 
seaUlif  de  la  première  solution  étant 


et  les  coordonBées  ^',,^', ,  2',  du  point  représentatif  de 
la  seconde  solution  étant 

2',  =  0-+ m-(n- p)+ «'(a'-.- P')+;''C<^+ P') 
ou 

x\  =  a  +  mxy  ■+■  nyi  +  ps,, 

*;  =  (ï'+  m'x,-hny,-*-p'z,, 

il  est  clair  que  les  deux  points  (x,,j-t,Zi)et{x',^j\,  z,) 
coïncident,  puisque  leurs  coordonnées  sont  reliées  entre 
elles  par  les  formules  de  la  transformation  cQéctuée. 

Le  mode  de  construction  adopté,  pour  obtenir  les 
coordonnées  du  point  représentatif  d'une  solution,  est 
d'ailleurs  le  seul  qui  assure  la  fixité  dans  l'espace  de  ce 
point,  puisque,  par  exemple,  pour  assurer  la  fixité  du 
point  dans  l'espace,  il  faudrait,  au  moins,  assurer  celle 
de  sa  projection  sur  le  plan  des  xj,  si  l'on  ne  faisait 
changer  que  les  directions  des  axes  des  x  et  des  j ,  dans 
l'ancien  plan  des  x^  et  que,  pour  cela,  il  faudrait, 
d'après  ce  qu'on  a  vu  en  Géométrie  plane,  représenter 
la  solution 


3.  Une  droite  réelle 
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n'est  capable  que  dv  solutions  <lu  système  [C,  C,  C]  ;  de 

sorte  que  la  conjuguée  [C,  C,  C]  d'un  lieu  f{x,y,  z)  =  o 

est  le  lieu  des  intersections  idéales,  réalisées,  de  ce  lieu 

et  de  la  suite  des  droites  représentées  par  les  équations 

j  —  d        v~^       z  -^  (V      'iw       311         -  -Il 

— ^ —  =:  s-s;—  =  — j^ï—  ,  on  a,  a  et  a"  seraient  variables 

i  volonté. 

Ces  droites  sont  les  cori/es  réelles  de  la  conjuguée, 
elles  joignent  deux  à  deux  ses  points  imaginaires  conju- 
gaés. 

4.  En  rendant  l'nu  des  axes  de  coordonnées  parallèle 
aux  cordes  réelles  d'une  conjuguée,  ou  rendrait  en 
même  temps  réelles  les  deux  autres  coordonnées  de  tous 
ses  points. 

5.  I)  en  résulte  que,  par  un  choix  convenable  d'axes, 
on  peut  toujours  ramener  l'ordonnée  z^  par  exemple, 
d'une  conjuguée  à  être  une  fonction  de  deux  autres  va- 
riables X  et^,  réelles. 

6.  Les  conjuguées  d'une  surface  réelle  lui  sont  géné- 
ralement inscrites  ou  circonscrites  et  la  courbe  de  con- 
tact, pour  chacune  d'elles,  est  la  courbe  de  contact  avec 
la  même  surface  réelle  du  cylindre  qui  lui  serait  cir- 
conscrit parallèlement  aux  cordes  réelles  de  la  conju- 
guée en  queAion.  Une  surface  réelle  est  donc  l'enve- 
lojtpe  de  ses  conjuguées. 

Les  conjuguées  d'un  cône  réel  sont  les  cônes,  de 
même  sommet,  ayant  pour  directrices,  dans  un  plan 
quelconque,  les  conjuguées  de  la  section  du  cône  par  ce 
plan. 

Les  conjuguées  d'un  cylindre  réel  sont  les  cylindres 
ayant  pour  directrices,  dans  un  plan  quelconque,  les 
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conjuguées  ()e  la  soclinn  du  cjlindre  par  ce  plan  et  leurs 
génératrices  pai'allèl<:s  à  celles  du  cjlindre  proposé. 

7.  Les  conjuguées  des  surfaces  du  second  degré  sont 
d'autres  surfaces  du  second  degré,  aisées  à  définir  dans 
tous  les  cas. 

8.  Les  conjuguées  d'un  Iieuy(X,Y,Z)=  o  oui  géné- 
ralement une  féconde  enveloppe  imaginaire,  lieu  des 
points  du  lieu  où  les  rapports  deux  à  deux  des  trois  dé- 
rivées partielles  fx^fy^fc  *'^"'  réels. 

En  eflct,  les  éléments  du  licu/"(X,Y,  Z)^  o  aux  en- 
virons d'un  de  ses  points  {x,y^z)  sont  définis  par 
l'équation 


rf:  =  - 

-P'~ 

■i^r 

c'esl-à-dire 

iU  = 

(r,^nr 

-.)rf»+ 

{p  +  qy/~ 

T)*-, 

si  m  +  n  1  ~ 
valouu  du  - 

i    et   /)  -f 

.  auijoin 

sont  resp. 

œlivc 

Si  l'on  r.it 

<fr  = 

rfa  -t-<^ 

v/=rT. 

d}  = 

i.'+rf?'/^, 

ds  = 

(/«'-t-  rf3' 

\^^"', 

l'équation  précédente  donne 

dt^'^nid-x—  nd'^  +  pda'—qd'f 
et 

d'^'^md'^-i-  ndi-i-pd^'+i/da'; 
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c'est-à-dire 


'  da  -*-  rf3 


Pour  que  le  point  [j^tj",  z]  appartini  à  l'enveloppe  des 
conjugales,  il  faudrait  que  tous  ces  élétnents  fussent 
compris  dans  un  même  plan,  qui  serait  le  plan  tangent 
à  l'enveloppe  au  point  [a:,^-,  a];  pour  cela,  il  faudrait 
que  dz,  ne  dépendit  que  de  dx,  ut  de  dji ,  et,  par  con- 
séquent, fàt  indépendant  de  ^  et  de  ~)  •  Cela  exigerait 
les  deux  conditions 

m-^-n  _  m— n  ^^  p -*- g  ^   p  —  ç  ^ 

c'est-à-dire  n  ^  o  et  ^  =  o. 

Ainsi,  tout  point  de  l'une  ou  l'autre  enveloppe  est 
nécessairement  tel  qu'en  ce  point 

A  /■ 

soient  reeJs. 

Mais  chaque  conjuguée  ne  touche  l'enveloppe  imagi- 
naire qu'en  quelques  points  et  non  plus  suivant  une 
courbe.  6n  effet,  les  solutions  des  trois  équations 


/<r,y.i)^ 


4?  =  réel,         4  = 
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où  l'on  ferait  x=<x  +  pC)/^^,  y=a.'+pC)/—i, 
z^a^+  PC^/ —  1,  seraientdéterDiinées,  puisque  a,  «', 
0."  et  P  seraient  liés  entre  eux  par  quatre  conditions. 

Exemples.  —  L'enveloppe  imaginair'e  des  conjuguées 
ellipsoïdales  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe 


est  rbyperboloïdc  à  deux  nappes  supplcincntaii'cs 

X*  _y»  «»   _ 

lequel  est  fourni  par  les  solutions  de  la  forme 

de  l'équation  —  +  -ij- î  ^^  '■ 

L'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du  lieu 
{:r-a-b  /:^)V(7  -a'-  b-  v^^D" 

est  la  sphère 

9.  Les  conjuguées  du  lieu 

-1- (  R  +  S /^  a  +  D  +  E  y/— 1  =  o 

sont  tous  les  plans  qui  passent  par  la  droite  représentée 

par  les  équations 

Ma'-t-Pj'+R3-H-D  =  o        et         N:c^- Q^  +  Sa  +  E  =  o. 

10.  Un  plan  réel  ne  peut  couper  que  les  conjuguées 
dont  les  cordes  réelles  lui  sont  parallèles. 

{^.mivre.) 
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GSNCOURS  POUR  LES  lOlIRSKS  DE  LICENCE  (PARIS,  1889)- 
SoLurros  p*b  M.  le  Capitaine  BARISIEN. 

1°  Construire  La  courbe  définie  par  l'équation 

2*  Si  l'on  coupe  celte  courbe  par  une  parallèle  à 
l'axe  des  x  et  si  l'on  désigne  par  a  l'abscisse  de  l'un 
des  points  d'intersection,  les  abscisses  des  cinq  autres 
points  d' intersection  seront 


Distinguer  sur  la  figure  les  points  qui  correspondent 
aux  formules  précédentes,  en  supposant  que  a  soit  la 
plus  grande  des  abscisses  des  points  d'intersection. 

3"  La  résolution  de  l'équation  (i),  oit  l'on  regarde 
y  comme  un  nombre  donné  et  x  comme  l'inconnue, 
peut,  de  diverses  manières,  ftre  ramenée  à  la  résolu- 
tion d'une  équation  du  troisième  degréet  d'une  équa- 
tion du  second  degré. 

4°  Lieu  de  la  projection  du  point  d'intersection  des 
tangentes  à  la  courbe  (i),  en  des  points  dont  les  ab- 
scisses sont  inverses  l'une  de  l'autre,  sur  la  droite  qui 
joint  ces  deux  points. 

I.  La  courbe  représentée  parréqiialton  (i)  esi  symé- 
trique par  rapport  à  la  droite  x  =  ^.  Elle  a  pour 
asymptotes  les  droites  ^  =  o  et  x  =  i  et  deux  brandies 
pvaboliques  :  elle  est  .située  tout  entière  au-dessus  de 

Ann.  de  .«athémat..  %•  série,  t.  X.  (Juillet  iSgi.)  2i 
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la  droite  j  ="(;la  Iroîs  points  de  conlacL  aïcc  cuIIl- 
drohe  (fig.  i). 


II.  On  remarque  que  la  valeur  j  de  (i)  ne  change 
pas  lorsqu'on  change  x  en  -  ou  ou  i  —  x,  ou  ea  i  —  - 
et  aussi  en  leurs  inverses  -^ ,  — ^-;  ce  qui  indique  bien 
que,  ni  l'une  des  abscisses  d'înterseclîon  par  une  paraî- 
tre à  l'axe  des  x  est  a,  les  autres  sont 


Si  a  est  la  plus  grande  abscisse  de  ces  points  d'inter- 
section, c'est  forcément  la  valeur  positive  la  plus  grande. 

Donc  -  est  la  plus  pctiti!  valeur  positive,  (  i 1  est  la 

deuxième  valour   positive,  — -—  la  troisième.    La   pins 


i^iGooglc 


(  »99  ) 
grande  valeur  iiégalive  est  (i  —  a)  vi  la  plu.i  petite  csl 


m.  Ces  abscisses  d'inttsrsfsction,  étant  deuxàdeux  in- 
verses l'uni-  de  l'autre,  montrent  que  l'équation  (i),  du 
sixième  degré  en  x,  doit  être  réciproque. 

En  effet,  si  l'on  écrit  l'équation  (i)  sous  la  forme 


eisil'o 


pose 


d'où 

(3)  :E>+l  =  -r. 

en   portant  cotte   valeur  de  (x^~h  i)  dans   (a),   on  eu 
déduit 

(i)  (i-i)'-7i.:-s)  =  o. 

Ou  est  donc  ramené  à  la  résolution  de  l'équation  du 
troisième  degré  (4)  et  à  celle  du  deuxième  degré  (3). 

Un  autre  moyeu  d'arriver  :i  ce  résultat  consiste  à 
])05er 

(i)  devient  alors 

ell'on  a  à  résoudre  (6),  puis  (5). 
Ou  peut  aussi  poser 


L'ésoudre  l'éqnntiun  du  troisième  degré 
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IV.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  précédemment,  U 
dt-oitn  joignant  deux  points  tels  que  les  abscisses  soient 
récipioques  ne  peut  être  qu'une  parallèle  à  l'axe  des  x. 

Il  suffit  donc  de  chercher  les  tangentes  relatives  aut 
points  ayant  pour  abscisses  a  et  -  ■ 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe  (i) 
est 


L'équation  de  la  tangente  au  point  dont  les  coordon- 
nées sont 

est  donc 

lï-'--'-^')' 
(8)  1 

( «•(»-.)■ "'~°'- 

Celle  de  la  tangente  au  point  ayant  pour  abscisse  -  est 


(9) 


(^■-a-4-il- 
o'(a-i). 


1  .,„-.,  ^(-=> 

En  retranchant  (  8  )  et  {9),  on  obtient 

Pour  avoir  le  lieu   demandé,  il  suffit  d'éliminer  a 
entre  (10)  et 


(II) 


D,s,t,..d:,i.Googlc 
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De{io),  oii  tire 


Kii  portant  dans  (iil,   H  vient  pour  l'équation   du 
lieu 


C'est  une   courbe  du   quatrième  degré   a^-ant  pour 
asymptotes  les  trois  droites 


Elle  est  dessinée  sur  \ajîg-  a. 


D,s,t,..d:,i.Googlc 
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TAKGBNTBS  COlNURiES  A  BBliX  CONIQUBS  ; 

Pau  m.  J.-S.  COLLIN. 

Ancïcii  élÉve  de  l'École  Polytechnique, 

Professeur  à  l'Kcole  Albert-le-Grand  (Arcucil). 


La  reeherchu  des  tangcnU^s  ooininunes  à  deux  coni- 
<[ucs  se  fait  liabituellument  par  l'emploi  des  coordon- 
nées tangentielles  (Salmon,  Géométrie  analytique, 
Iradiiction  Resal,  j>.  48'^i  «^t  Picquet,  Géomtitrie  ana- 
lytique, p.  4^S  et  509);  nous  allons  l'exposer  d'une 
manière  plus  élérnenlaire  en  faisant  intervenir  unique- 
ment l'équation  aux  coefficients  angulaires  des  tau- 
gentes. 

Soient  donc  les  deux  coniques 


/(^. 

y)- 

-Xx^  +■ 

îBt/ 

+  C7' 

+ 

aDa- 

-!-■ 

.Ey 

+ 

F 

M^ 

■.7)  = 

=  A,3-I+' 

KYiyry 

---  Uy* 

+ 

aD.j^ 

■+■: 

•  E,r 

H- 

F, 

et  désigtions  par  f  et  a,  les  parties  homogènes  du  second 
degré  dey  et  y, ,  et  par  f^,  f,.,,  .  - .,  les  rfs/ni -dérivées. 

Problème  J.  —  Trouver  l'équation  des  langenles 
communes  aux  deux  coniques  J'^=  o  ety,  =:  o. 

Cela  revient  évidemment  à  trouver  le  lieu  des  i>oints 
])ar  cliacun  desquels  on  peut  mener  aux  deux  coniques 
une  tangente  commune,  c'est-à-dire  deux  tangentes  jia- 
rallèles.  Or,  si  (x,  ^)  est  un  point  de  ce  lieu,  les  fais- 
ceaux de  tangentes  issues  de  ce  point  aux  deux  couiques 
seront  respectivement 
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OIE  Y  =  I  ;  et  par  suiu;  les  vquatioiis  aux  coefficients  an- 
giiUin-s  m  de  ces  tangentes  seront  elles-mêmes 

c'est -à-dire 

«.»[C/(^,p)-/^'l 

+  -im[B/(«.  p)-/;/p]+A/(a.3)-/;^-n, 
"'•[G,/,(,,3)/;^] 

ou,  par  abréviation, 

.t,mi  -HaU!.m    -^  £  =  o, 

.\.,/n»-t-  aifo,«i  -r-  £,  =  o. 

Mais,  si  le  poitil  (a,  P)  est  uit  point  du  lieu,c(fs  deux 

é(|uations  doivent  avoir  une  racine  commune,  ce  qui 

impose 

(  -l,S,  —  £=V,  )'—  i(^\,V\,,  —  DÎ.A)  ((fi>3,  —  3il!.,  )=  o, 
ou  bien,  ce  qui  revient  îdeutiquement  au  même, 
(,V3,-i-3-.l.,  — -iiMÎ.,)»— 4(il!.»— XC)(il!.î— cl.,Si)=o. 
Telle  (ist  donc  l'équatiou  du  lieu  des  poîitis  (a,  fl), 
c'tfst-à-dire  l'équation  des  tangentes  communes,  à  condi- 
tion d'y  remplacer  <t,  ^  pat-  les  coordonn<'es  courantes 

Reman/uff  I.  —  Sï  l'on  désigne,  coutme  d'ordinaire 
par  a;  ,  .  .  . ,  F;  a;  ,  . .  . ,  F;  les  coefficients  de  A,  ... , 
F,  A,  .  . . ,  F,  dans  les  développements  respectifs  des 
iliscrimiiiants  d  ei  A,  deyety,,  on  a 

.\.    =  F;r»  — aD'a^-h  A, 

Dl,  =  —  Vxy  -y-  K'a-  +  D^j  —  B', 

C    =F>«  — ■iEj-HC; 

A,  =  F',x'  — aD'i^-i-A',, 

H!,,  =  —  f;  jy  +  e;  j:  -H  d;  ^  —  b;  , 

3,  -  F;,-!_aR;t-^-G',  ; 
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d'où 

j.Si-4-e=Vi— lit!.  >i!.,  =  i>(F'g,-i-c'f;  —  iE'e;  )+...; 

et  ainsi  celle  expression,  en  apparence  du  quatrième 
degrë,  n'est  en  réalité  que  du  second.  Cette  même 
expression  est  d'ailleurs  le  premier  membre  de  l'équa- 
tîon  que  l'on  trouverait  immédiatement  en  cherchant 
le  lieu  des  points  par  où  l'on  peut  mener  à  l'eusemhlc 
des  deux  coniques  /  et  /,  des  tangentes  formant  un 
faisceau  harmonique  :  avec  Salmou  nous  la  représente- 
rons par  F. 

Remarque  II.  —  On'a,  d'autre  part, 

ift,»-AC=(B/-/;/;.)'-(C/-/i.')(A/-/;') 

=  (B«-AC)/> 

+/{A/;'  +  c/;'-2B/;/;) 

=  (B'— AG)/>-+-^ 

x[(AG— B«)(/— F)+ AE'4-CD'  — aBDEJ 
— /4, 
et  de  même  par  analogie  on  aurait 

llï.î-.1,,Si  =  -/iA,. 

Conclusion.  —  L'équation  aux  tangentes  communes 
peut  donc  s'écrire  également  sous  la  forme  connue 

qui  n'est  que  du  quatrième  dt-gré,  et  l'on  voit  ainsi 
que  : 

1°  Deux  coniques  ne  peuvent  avoir  plus  de  quatre 
tangentes; 

2"  Les  huit  points  de  contact  de  deux  coniques  et  de 
leurs  tangentes  communes  sont  tous  sur  la  conique 
F  =  o. 

Remarque.  —  Le  principe  de  cette  solution  pourrait 
Hlre    employé    pour    la    recherche    de    l'équation    aux 


1.;.  Google 


(  3<,5  ) 
asymptotes  et  aux  sécantes  communes  à  deux  coniques, 
et  peut  aussi  bien  servir   pour  deux  courbes  quelcon- 

ProblèmiîII.  —  Déterminer  les  points  d'intersection 
fies  tangentes  coTnmunes. 

Ces  points  ne  sont  autres  que  ceux  d'où  l'on  peut 
mener  aux  coniques  deux  tangentes  comntunesj  donc 
pour  CCS  points  l'on  a  généralement 


et   par  suite  ces  points  sont  les  points  communs  aux 
trois  courbes 

J.>th,— ill.ll,,  =  o,  HS.3,—  OUI,  ^  o.  XC,  — S-Jl,,  =  o. 
Ainsi  qu'on  le  voit  presque  immédiatement,  ces 
courbes  sont  des  cubiques,  et  l'on  vérifierait  aisément 
qu'elles  n'ontque  six  points  communs  à  distance  finie, 
ce  que  l'on  pouvait  prévoir,  car  les  quatre  tangentes 
communes  ne  peuvent  se  rencontrer  en  plus  de  six 
points. 


CONCOURS  D'ABMISSrON  A  L'fiCOLI  POLYTECHNrgUB  BN  1891. 


Composition  en    yfathématiques. 
On  donne  une  paralxilc  P;  nn  porte,  à  partir  de  charun  de 

action  fixe  A,  des  longueurs  ét^ales  à  la  distance  de  ce  point 
j  lo\CT  de  la  parabole  : 
1°  Trouver  le  lieu    des  cxirëniités  de   ces  tonpueurs;  mon- 
■er  qu'il  se  compose  de  dpiix  parabole»  P|  el  1',,  et  donner  la 
lisoniii-ce  drdonblenient. 


1.;.  Google 


(  3«*>  ) 

■i°  Démontrer  que  les  axes  des  paraboles  P]  et  Pt  sont  per- 
pendiculaires l'un  à  l'autre,  qu'ils  pivotent  autour  d'un  même 
point  indépendant  de  la  direction  i,  et  que,  quelle  que  soit 
celte  direction,  la  somme  des  carrés  des  paramètres  des  deux 
paraboles  est  constante. 

3°  Trouver  el  construire  le  lieu  décrit  par  les  sommets  des 
paraboles  P|  et  Pt,  lorsqu'on  fait  varier  la  direction  A. 

On  prendra  comme  axes  de  coordonnées  l'axe  et  la  tangente 
au  sommet  de  la  parabole  donnée,  on  désignera  par/)  son  pa- 
ramètre, et  par  0  l'angle  de  A  avec  l'axe  des  r. 

D'un  cylindre  de  révolution  supposé  plein,  limité  par  deux 
plans  de  profil,  on  enlève  la  portion  située  à  l'intérieur  d'un 
hyperboloTde  de  révolution  à  une  nappe  dont  l'axe  est  vertical. 
Représenter  par  ses  projections  le  solide  obtenu. 

La  distance  entre  les  plans  de  profil  est  de  a3"°. 

Le  centre  de  l'hyperboloïde  se  projette  horizon  taie  ment 
à  i3°'°du  plan  de  profil  de  droite,  à  lo'"  au-dessus  du  bord  in- 
férieur de  la  feuille,  et  à  ai™  au-dessous  de  sa  projection  ver- 
ticale :  les  génératrices  reclilignes  font  un  angle  de  45°  avec  le 
plan  horizontal  :  le  rayon  du  cercle  de  Rorge  est  de  3™. 

Le  cylindre  a  6'**  de  rayon;  son  axe  est  de  front  et  sa  pente 
est  de  3™  de  base  pour  i™  de  hauteur;  on  s'élève  sur  cet  axe 
en  allant  de  droite  à  gauche  et  il  rencontre  l'axe  de  l'hyper- 
boloïde  à  i""  au-des>:ous  du  plan  du  cercle  de  gorge. 

On  indiquera  seulement  les  constructions  nécessaires  pour 
déterminer  :  t"  un  point  quelconque  de  l'intersection  el  la  tan- 
gente en  ce  point;  a"  les  points  remarquables  àc  l'intersectioii 
et  les  tangentes  en  ces  points. 

Les  constructions,  les  tangentes  et  les  parties  enlevées  seront 
en  trait  rou{;e  continu  :  la  représentation  du  solide  sera  seule 
en  noir,  trait  plein  pour  les  parties  vues,  points  ronds  pour  les 

Composilion  de   Trigonomclrie. 
On  donne  le*  trois  côtés  d'un  triangle 

n  -  vi\->»'' ,-S\        A  ^  tU'.yC, -->■>.        r  ~-  3ja3«",8î. 
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Composition  de  Physique  et  de  Chimie. 

Physique.  —  i.  Lunette  astrimomique. 
II.  Mesure  de  la  tension  de  la  vapeur  d'eau  aux 
tures  élevées  par  la  méthode  de  Rcgnault. 

Chimie.  —  Action  du  chlore  :  sur  l'ammoniaque,  ) 
sulfureux,  sur  le  bicarbure  d'hydrogène. 


Composition  française. 

■  11  y  a,  dit  Sénèque,  des  gens  qui  regardent  la  douleur 
comme  le  plus  grand  des  mau:i,  d'autres  qui  ne  rappellent 
mâtnc  pas  un  mal.  Celui-ci  considère  les  richesses  comme  le 
premier  des  biens,  celui-là  soutient  qu'elles  ont  été  inventées 
pour  le  malheur  des  humains,  o 

Que  faut-il  penser  de  ccUe  diversité  de  jugements? 


Composition  de  langues  vivante). 

L'officier  qui  commande  une  colonne  détachée  ne  doit  jamais 
désespérer;  fût-il  cerné,  il  ne  doit  jamais  capituler  :  en  pleine 
campagne,  il  n'y  a  pour  de  braves  gens  qu'une  manière  de  se 
rendre,  c'est,  comme  François  I"  et  le  roi  Jean,  au  milieu  de  la 
mêlée  et  sous  les  coups.  Capituler,  c'esi  chercher  à  sauver  tout 
hors  l'honneur  ;  mais,  lorsqu'on  fait  comme  François  I",on  peut 
du  moins  dire  comme  lui  :  Tout  est  perdu,  fors  l' honneur  ! 
On  peut  citer  de  grands  exemples,  tels  que  celui  du  maréchal 
Mortier,  à  Krems,  et  un  grand  nombre  d'autres  (|ui  remplissent 
nos  Annales,  pour  prouver  que  des  colonnes  armées  ont  trouvé 
moyen  de  se  faire  passage  en  cherchant  toutes  leurs  res- 
sources dans  leur  courage.  Quiconque  préfère  la  mort  à  t'igno- 

liréfèrela  vie  meurt  en  se  couvrant   de  honte. 

N\POLkoN,  1809. 
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Eïécuiion  à  l'encre  de  Chine,  à  leinles  plaies,  ou  à  leintc^ 


Tondues  {à  volonté),  le  lavis  du  quart  de  rond  droit,  dont  le 
trait  est  donné  ci-dessus  («  heures  i). 


COUCOIIRS  rADMISSIOU  1  L'ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE 

m  tm. 


"/' 


(T). 


Le  Syndic  de  Chambéry  remet  au  général  Monlesquiou  le» 
clefs  de  la  ville  (»4  septembre  179'!). 

Le  31  sc|>iembrc  1792,  les  Français  pénétrèrent  sans  combai 
dans  la  Savoie  :  «  Ce  ne  fut  rien  autre  chose  qu'un  mutuel  élan 
de  fraternité  n,  écrit  Michelet  ;  "  dcus  frères  longtemps  séparés 
sa  retrouvent,  s'embrassent  ;  voilà  celte  simple  et  jurande 
bistoire.  n  Les  Savoislens  saluaient  en  la  France  une  sccur  ainée  : 
■  Nous  ne  sommes  pas  un  peuple  conquis,  mais  un  peuple  déli- 


Vniis  ferc 


irler  t.-  Syndic  de  Chambérv 
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Mathématiques  (de  8" 45"°  à  il"). 
I.  Dans  uD  triangle  BAC  rectangle  en  Aon  connaît 
leur  A  abaissée  sur  l'hypoténuse  et  h 
met  B.    DétermiDer   l'hypoténuse   p 
eonsLructioD  du  triangle. 

i  parallèles,  une  pcrpendi 


édiane  m  issue  du  soid- 
le  calcul.  Discussion; 


II.  On  doi 


AB- 


angle  droit  A'OB' 
i"  Que  le  produit  \A' 


0  de  AB.  On  fait 
O.  Démoi 


2°  Que  A'B'  est  constamment  égale  à  AA'+  BB'; 

V  Que  la  droite  A'B'  reste  tangente  à  un  cercle  fixe. 

4°  Par  le  milieu  I  de  la  hauteur  011  on  mène  une  parallèle 
à  chacun  des  eûtes  du  triangle  A'OB',  et  l'on  considère  les 
points  oii  elle  rencontre  les  deux  autres  côtés.  Démontrer  que 
les  six  points  ainsi  obtenus  sont  situés  sur  une  même  circon- 
férence. 

S*  Minimum  du  rayon  de  celte  circonférence. 

Calcul  logarithmique  (de  ■j^Zo"  à  8''3o"). 
On  donne  dans  un  triangle 

A  =  ni°28'47',1,        6  =  26734,        c  =  96879. 
Calculer  B,  C  et  a. 

Épure  {1  heures  et  demie). 
lInlétraédreSABC,dontranglc  trièdreSesttrirectangle,asa 
base  ABC  sur  le  plan  horixonlal.  AB  est  sur  la  ligne  de  terre 
(A  vers  la  gauche)  et  a  pour  longueur  140°"".  La  projection 
horiiontale  du  sommet  S  est  un  point  s  dont  les  distances  aux 
points  A  et  B  sont  A*  =  loS""  et  B*  =  49-". 
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tétraèdre,  puis  son  inlcrseclion  avec  la  sphère 
ayani  S  pour  rentre  et    pa!>sant  par  le  centre  de  la  sphère 
inscrite  au  tétraèdre. 

Dans  la  mise  i  l'encre,  on  représentera  la  partie  do  volume 
(lu  tétraèdre  extérieure  à  la  sphère  S. 

Laver  soit  à  teintes  plates  superposées,  soit  à  teintes  fondue: 
la  projection  verticale  d'un  tronc  de  cône  droit  à  bases  circu- 
laires parallèles,  posé  par  sa  petite  base  sur  le  plan  iioriiontal 


rallélépipède  rectangle 
c  à  la  base  supérieure 
uDe  face  latérale  est  de  front. 

Les  rayons  lumineux  sont  parallèles  à  i 
deuK  projections  font  des  angles  de  ^^°  avi 
de  la  ligne  de  terre. 
Le  parallélépipède  porte  sur  le  tronc  un 


la  droite  ab  e 
point  de  perte  d  s 


dont  la   base  infé- 
du  tronc,  et  dont 


le  droite  dont  tes 
la  partie  gauche 


ombre  limitée  par 


n  segment  d'ellipse  bcd  que  l'on  arrête  ai 
'  la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de 
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Hour  le  lavis  à  tciiiti^s  plates  su|>erposi-cs, 

lig&es  [fc  teinte!'  indiqut-ca  sur  le  croyais  n" 
Les  parties  claires  et  les  parties  foncées  s 

le  croquis  n°  3. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  NORHALB  SIJPfiRIBlIRfi 
BK  1891. 


.\talhi-matiques. 
Soit  (E)  une  ellipse  qui,  rapportêi?  ù  su 


et  soient  Xo,  ya  'es  coordonnées  J'un  point  M  du  plan  île  cetti; 
ellipse;  on  considère  le  cercle  (C)  passant  par  le  point  M  el  les 
points  tie  contact  P,  Q  des  tangentes  à  l'ellipse  issues  du 
point  M. 

1°  Le  cercle  (G)  rencontre  l'ellipse  en  deui  autres  points 
P',  Q';  prouver  que  les  tangentes  à  l'ellipse  en  ces  deu\  points 
se  coupent  en  un  point  M'  situé  sur  le  cercle;  montrer  que,  par 
M,  M'  et  les  deux  foyers  réels,  on  ]>eul  faire  passer  un  cercle  ; 
de  même  par  M,  M'  et  les  deun  foyers  imaginaires. 

3°  Soient  1, 1',  I"  les  points  où  se  coupent  respectivement  les 
droites  PQ,  P'Q',  les  droites  PQ',  P'Q,  enfin  les  droites  PP', 
QQ';  on  suppose  que  le  point  M  reste  fixe  et  que  l'ellipse  (E) 
se  déforme  en  gardant  les  mêmes  foyers  :  on  demande  les  lieu\ 
décrits  par  les  points  I,  1',  1';  on  propose  enfin  de  montrer  que 
tout  cercle  passant  par  les  points  I',  I'  est  orthogonal  au  cercle 
décrit  sur  MM'  comme  diamètre. 

Physique. 
I.  Dans  une  boîte  rectangulaire  de  4""  de  longueur,  une  face 
est  formée  par  une  glace  dépolie  carrée  de  i'''"  de  côté;  au 
centre  de  la  face  opposée  est  percé  un  petit  trou  circulaire.  On 
mei,  à  égale  distance  du  trou  el  de  la  glace,  un  dessin  trans- 
parent dont  l'ombre  se  /orme  sur  la  glace  quand  on  expose  le 
trou  en  face  d'un  mur  blanc  vivement  éclaire. 
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Un  ilcmanile  quujs  clianfiemi-nts  seront  produits  dans  l'cclai- 
remcnt  et  dans  les  dimensions  de  l'ombre  par  l'introduction 
d'une  lentille  achromatique  convergente  sur  l'axe  de  la  bolie, 
dans  l'une  des  posilion<t  suivantes  : 

1*  Entre  le  dessin  et  le  trou  ; 

a'  Entre  le  trou  et  le  mur. 

Le  diamètre  de  la  lentille  est  é<;al  it  >^  de  décimètre,  et  sa 
distance  focale  à  i'". 

II.  Une  éprouveilc  cylindrique  pleine  d'eau  peut  tourner 
d'un  mouvement  uniforme  autour  de  son  axe 
de  figure  supposé  vertical;  une  potence  liée 
à  réprouvelle  supporte  sans  frottement  une 
poulie  de  dimensions  négligeables,  placer 
exactement  sur  l'a^e  de  rotation.  Un  poids  P 
|35")  est  altuclié  à  un  bout  d'un  (il  non  pe- 
sant qui  passe  sur  la  poulie  et  vient  s'attacher 
par  l'autre  bout  à  un  aréomètre  dont  la  tige 
a   une  section  de    i"<.  Section  droite  de   l'é- 

Au  repos,  lorsque  l'équilibre  est  établi,  la 
partie  du  (il  comprise  entre  la  poulie  et  le 
poids  P  a  une  longueur  l  =  So"". 

Quel  est  le  déplacement  vertical  de  l'aréo- 
mètre quand  tout  l'apiiareil  tourne  avec  une 
vitesse  angulaire  tu,  ce  qui  projette  le  poids 
P  latéralement? 

On  admet  que  l'aréomètre  reste  cxacle- 
que  la  surface  libre  de  l'eau  reste  liorizonialc. 

f  =  98o(C.G.S.). 


CORRESPONDANCE. 


e  Lettre  de  .V.  Gomei  Teix 


Dans  une  Noie  Sur  la/ormtde  tie  S/irling,  qui  a 
insérée  dans  les  Comptex  rendus,  l.  CX,  p.  SiS;  i8 
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vous  démontrez  d'une  nianièrv  bien  simple  la  formule 

6p 

"  •     ?("+/*) 

où  9  représente  un  nombre  compns  entre  o  et  i,  et  où 
l'on  a 


(') 


i> 


Ensuite,  au  moyen  de  cette  formule,  vous  trouvez  la 
formule  de  Stîrling,  qui  donne  le  produit  r(n-l-i), 
qaand  n  est  un  nombre  très  grand.  Vous  supposez, 
dans  votre  analyse,  que  n  est  un  nombre  positif  entier. 

En  étudiant  votre  démonstration,  je  viens  de  remar- 
quer qu'on  peut  la  modîGer  de  manière  à  considérer  le 
cas  oâ  n  représente  un  nombre  quelconque,  rationnel 
ou  irrationnel.  Je  remarque  premièrement  que  votre 
démonstration  de  la  formule  (a)  a  lieu  quand  n  est  frac- 
tionnaire, ainsi  que  la  démonstration,  basée  sur  la  for- 
mule de  Wallis,  que  Voua  donnes  de  l'égalité 

iim  <f(p)  =  i/^. 

p  =  * 

Ensuite  je  modiâe  t'analyse  que  vous  employez  pour 
déduire  de  (a)  la  formule  de  Stirling  de  la  manière  sui- 
vante. 

Je  tronve  premièrement  au  moyen  de  la  formule  (i) 

"■    '<'■'        '=-r(f  +  ,).-c»,.,~+,)"'*s 
01  ayant  égard  aux  égalités 

r(«+p  +  .)=n(/n- !)...(« +;>)r(n), 
r(/7-t-.)=i.a.3...;>. 
Ânn.  de  Mathémat.,  3-  série,  t.  X.  (Juillet  i8ç^.)  22 
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j'écris  celle  formule  d'aburd  de  la  manière  suivante 

et  ensuite,  ajrant  égard  à  la  déiinitioii  de  Gauss  de  la 
fonction  T(n), 


je  l'éuria  de  la  manière  suivante 


et,  par  conséquent, 

liinç(/n-;,)=  lim  «(/.)  = /ïi. 

Si  l'on  remarque  maintenant  que  la  formule  (2)  donne 


?(">     =  ,i,- 


et  par  conséquent 
on  trouve 


(o<0<i). 
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tt  IVgalilù  (i)  (Jotiiiu  LMisuîttt  la  runiuilo  <Ic  Slîrltiig 

(I 


Pour  plus  de  clarté,  je  c^i-nis  devoir  reproduh-c  iei  la 
d«inonstralioa  que  j'ai  donnée  dans  les  Comptes  rendus 
et  à  laquelle  se  rapporte  la  lettre  de  M.  Texeira. 

La  relation  bieo  connue 


log{  n  +  I)  —  logn  =  --^-     '  "*"  T 


où  j«  désigne  un  nombre  entier  positif  quelconque,  et  0  u 
nombre  compris  entre  o  et  i,  peut  s'écrire 

^-(/.-^;)[log(n  +  l)-loB/ll. 


iafl(n+i) 
Elle  devient 

— ,Y„— -^  =logo(/i)-lo{;?(«-+-ij, 
quand  on  pose 

II)  ''"'*'  '''.l'r- 

On  conclut  de  lu 

lo(;ç(n)>logç(rt  +  ,) 
ei 

\ag-^(n)—~  <logo(/n-i)-  — -i-— ; 

en  d'autres  termes,  des  dcu)>  fonctions 

o(n),     ?(«)."'", 

la  premicrc  est  décroissante  et  la  seconde  croissante,  lorsqut 
l'entier  n  croit.  Si  donc  on  dcsigne  par/*  un  nombre  cnliei 
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positif  quelconque,  on  a  les  inégalités 

<f(")>T(n-t-/>), 
que  l'on  peut  rempUcer  par  l'égalité 


<f(n-hp)  " 


(a)  fV..  aeH-W-^pi, 


danï  laquelle  6  désigne  un  nombre  compris  entre  o  et  i. 

It  est  bien  aisé  de  déduire  de  cette  relation  la  formule 
célèbre  de  Stirling  pour  l'évaluation  approchée  du  produit 
i.a.3.../i  lorque  n  est  un  grand  nombre. 

En  effet,  la  relation  (a),  appliquée  au  cas  où  n  est  égal  à  p, 
montre  immédiatement  que  le  rapport 

tiP) 

a  pour  limite  l'unité,  lorsque^  croit  indéGniment.  On  a  donc, 
pour /)  =  «., 

Iimip{p)  =  lim5i£ï 
ou,  d'après  (i), 


lin 

?{/>)  =  " 

.^4.î.|.|.î.. 

■ip—A 
ip-l 

et  enfin, 

en  vertu  du  théorème  de  Wal 

i., 

\imf(p)  =  /^ 

Dèslo 
croître  p 

rs,  si  dan 
indélinim 

la  formule  <  a)  on 
ent,  on  obtient 

•m    A 

aisse  n 

Hxe  en 

faisant 

st-ù-dire,  d'après  la  iléfinition  de  o(n), 
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t  la  formule  de  Stirling,  qui  donne  deux  Kmites 

e  lesquelles  est  compris  le  produit  i.a.3...n.        (E.  R.) 


Rebal  (H.),  Membre  de  l'Inslitut.  —  Exposition  de 
la  théorie  des  surfaces ;i  toI.  in-8",  de  xiii-171  pages, 
ovec  figures  dans  le  texle.  Paris,  Gauthier-ViIJars  el  fils, 
1891.  Prix  ;  4'',5o. 

La  théorie  analytique  des  surfaces  ne  figure  guère  dans  la 
littérature  mathématique  didactique  qu'à  titre  d'application 
des  principes  de  l'Analj'se,  ce  qui  n'est  pas  asscE,  vu  son  impor- 
laoce.  Nous  ne  parlons  pas,  bien  entendu,  de  l'ouvrage  ma- 
gistral (')  où  M.  Darboux,  grftce  au\  ressources  de  l'Analyse 
la  plus  élevée,  fouille,  dans  ses  moindres  détails,  ce  vaste  champ 
de  connaissances  jusqu'aux  plus  extrêmes  limites  qu'ait  pu, 
quant  à  présent,  atteindre  l'esprit  humain.  Un  tel  livre  va  bien 
au  delà  des  besoins  courants  de  l'étudiant,  candidat  à  tel  ou 
tel  examen,  ou  simplement  amateur.  M.  Resal,  que  son  expé- 
rience de  i'enseign'ement  de  la  Mécanique  a  pénétré  de  l'im- 
portance des  principes  fondamentaux  de  la  théorie  des  surfaces 
à  ce  point  de  vue  spécial,  s'est  trouvé  amené  i  en  faire  pour 
ses  élèves  un  exposé  d'ensemble;  c'est  celui-ci  qu'il  nous  livre 
aujourd'hui  sous  la  forme  d'un  petit  volume  que  vient  d'im- 
primer avec  son  soin  ordinaire  la  maison  Gauihier-Villars.  On 
y  retrouve  les  qualités  d'élégance  et  de  clarté  qui  distinguen 
toutes  les  productions  du  savant  académicien.  Aucune  partie 
essentielle  de  la  théorie  n'est  d'ailleurs  omise,  l'auteur  passant 
successivement  en  revue  les  propriétés  générales  relatives  à  la 
courbure  et  i  la  cambrure  des  lignes  tracées  sur  une  surface, 
celles  des  lignes  de  courbure,  des  asymptotiques,  des  géodési- 

(')  Leçon»  tur  ta  théorie  générale  det  aur/aeet,  3  vol.  in-8°.  Paris, 
Gauthier-Villars. 
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ques,  eic,  voirenxîme  Im  notions  fondamentales  relaliv< 
l'application  des  surfaces  les  une^  sur  les  autres  et  aux 
faces  minima.  Cet  excellent  petit  livre  constituera  certainet 
la  meilleure  préparation  à  la  lecture  des  importants 
dont  la  théorie  des  surfaces  a  été  l'ohjet  en  cette  dernière 
moitié  du  siècle,  et  particulièrement  à  celle  du  grand  Traité 
de  M.  DarbouK  qui  les  résume  si  admirablement.  Notons,  i 
titre  de  détail,  l'heureuse  substitution  faite  par  M.  Resal,  dans 
l'étude  des  courbes  gauches,  du  terme  de  cambrure  à  celui  de 
tortion,  dont  l'usage  doit  être  limité  a  celui  que  l'on  en  fait 
dans  son  acception  mécanique.  M.  u'OctGNB. 


SUR  m  CBRCU  RENIR91IABLE 
m  PASSB  PAR  DEIX  P«I»TS  PrXBS  B'UlliE  CONlOilB; 

Pau  m.  GENKSE, 
Professeur  i  Abcrystwyth  (provinre  de  Galles). 

SoimU  Atï  tiiie  roideJlje.iVunecoiiujur,  C'iin  />6/r, 
P  un  point  vnnnble-  de.  la  courbe;  par  C  on  mène  une 
droite  antiparaUêlK  à  AB  par  rapport  à  l'angle  APB 
rencontrant  PA,  PB  en  Q,  Q'.  Alors  les  points  A,  B, 
Q',  Q  sont  sur  un  même  cercle.  Ce  cercle  est  invariable, 

Nommons  a,  ^,  -^  les  pcrpeiidiculain-s  abaissées  du 
poiut  P  sur  B&,  bK,  AB.  La  t;u»it|ue  a  pour  équation 

-Ç  =  t'         (une  constante). 


sinPBft  _  sin<i8(»'-CBQ')  _  sinCBQ'. 
sinPB.\  ~   sin(iao°- AQC)        sinCQA' 


inCAQ 
inCQ'B' 
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nCBQ' 
iiGQ'B  * 


inCAQ 
inCQA 


CQ'       GQ 
'  GB  ^  CA ' 


On  voit  tnaîn tenant  qnela  puissance  de  C  par  rapport 
au  cercle  ABQ'Q  a  une  «a)«ur  constante.  Delà,  enpro- 

Fig.  1.  Fig.  ». 


longeant  la  droite  BC,  on  trouve  encore  un  point  fixe 
du  cercle.  Donc  le  cercle  est  complètement  déterminé. 


Inversement,  la  conii/ue  est  déterminée  par  le  cercle 
ABQ'Q  et  le  point  C.  On  mène  la  sécante  QCQ';  le  lieu 
du  point  (P)  d'intersecuon  des  droites  QA,Q'B  est  la 
conique.  Les  droites  QB,  Q'A  se  rencontrent  en  P',  un 
point  de  la  même  courbe. 

Les  droites  Q^',  PP'  sont  homologues  par  rapport  au 
cercle,  et,  puisque  QQ'  passe  par  un  point  fixe,  il  en  est 
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de  même  avec  PP.  Nommons  T  ce  point  fixe  de  la 
droite  PP"  ;  le  point  T  est  le  pôle  de  la  droite  AB  par 
rapport  au  cercle. 

On  peut  vérifier  les  théorèmes  précédents  par  la  mé- 
thode de  la  projection.  Que  la  conique  et  le  cercle  se 
renconireni  encore  aux  points  I,  J,  et  projetons  de  façon 
à  rejeter  (/,  la  projection  de  IJ,  à  l'infini.  On  ohtient 
deux  cercles.  Eu  se  servant  de  petites  lettres  pour  dési- 
gner les  projections  des  lettres  majuscules,  les  angles 
apb,  aifb  sont  coasUnls,  et,  par  suite,  l'angle  yi/ 
(=  ?af')  est  constant.  Il  faut  alors  que  c  soit  le  centre 
(lu  cercle  ijab;  autrement,  yy'  toucherait  un  cercle 
concentrique,  au  lieu  de  passer  par  ud  point  fixe.  Puis, 
i'angle  paji^  étant  droit,  pp'  passe  par  ie  centre  (t)  du 
cercin  pap'b.  De  plus,  c  étant  le  pôle  de  ab  par  rapport 
au  cercle  t,  les  deux  cercles  se  coupent  orthogonal ement 
et  t  est  pâle  de  ab  par  rapport  au  cercle  C. 

Enfin,  c,  t  sont  les  pâles  de  la  droite  à  l'infini  ij;  donc 
C,  T,  dans  la  ligure  originale,  sont  les  pâles  de  IJ  aussi 
bien  que  de  AB  (^g.  2  ). 

On  voit  immédiatement  que  le  poiutTjouitdela  pro- 
priété suivante  ;  TPP"  étant  une  iécante  variable  de  fa 
conique,  la  somme  (avec  une  certaine  convention)  des 
angles  APB,  AP'B  est  invariable.  (En  effet,  dans  la 
fig,  I ,  c'est  la  dill'érence  qui  est  constante .)  M.  Gaston 
Tarry  a  remarqué  qu'il  y  a  deux  points  qui  jouissent  de 
cette  propriété.  Une  analyse  assez  compliquée  m'a 
mnniré  qu'il  n'y  a  que  deux  points  réels  qui  en  jouis- 
sent, et  que  Test  un  des  points  remarqués  par  M.  Tarry. 
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RSMARQUES  SUR  LE  PROBLÉNB  DE  N^CANfOUB 

PROPOSÉ  A  L'AGRÉGATIOK  EK  188»! 

pab  m.  marchand. 


Les  ^uations  de  Lagrange  permettent  évidemment 
de  résoudre  analjtiquement  toutes  tes  questions  que  l'on 
traile  habituellement  par  les  formules  du  mouvement 
relatif.  Voici  en  particulier  comment  elles  peuvent  rem- 
placer les  formules  de  Rivais  et  deCoriolîs  pour  la  mise 
es  équations  du  problème  de  l'agrégation. 

Désignant  par  £,  t^,  ^  les  coordonnées  par  rapport 
aux  axes  Gxes,  par  x,y,  z  les  coordonnées  par  rapport 
ans  axes  mobiles  adoptés  par  M.  de  Saînt-Germaiii,  les 
formules  de  Lagrange  s'écriront 


S  =  ,(.,^,>,0 

',  =  +(»,^,=,') 

T 

=  "(!'■ 

i:  =  »(»,^,',<) 

diW) 

àx  " 

.X  +  N 

dT 

Y  +  N 

a  (3?)  - 

dT 

Y+N 

On  est  ramené  à  exprimer  T  ou,  ce  (|uî  revient  au 
même,  le  cari-é  de  la  vitesse  du  point  mobile,  en  fonction 
de  x,y,  z,  x*,  y,  z".  Le  carré  de  la  vitesse  éunt  la 
somme  des  carrés  de  ses  projections  sur  les  trois  axes 
Qiobiles,  on  aura 
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Comme,  dans  le  problème  aetuel, 

»/■; 

u 

ii.i,r°''  '"^'  '"'  " 

7»' 

"-^[(s-^y 

f^)']' 

et  les  équations  de  Lagrange  donnent 

d  Id^       .^\        o,    (dy       m.       »/:    \ 

~di\-X     jj)     Ji\d,*  ji       ji'j- 

X  H-  N  cos<i 

d   (dy        ,.T        „/î     \ 

<«   (dr        <.>y\        <„A  /rf*        tu/â    N 

=Y+Ncos6 

d(d..r^\.r^(dy^,.,   ,.Jl  \ 

=  Z+Nco!.c 

Il  n'y  a  <ju'h  réduire  pour  retrouver  les  furmules  (a) 
de  M.  de  Saint- Germain. 


REHARQIES  SUR  LB  PROBLÈHB  DB  MiTHËMATIOUES 

SPÉCIALES  DE  L'AGRÉGATION  RE  I8S9; 

PiH  M.  MARCHAND. 


Si  l'on  transforme  l'énoncé  par  le  principe  de  dualité, 
à  trois  surfaces  inscrites  dans  un  cône  C  correspondront 
trois  surfaces  passant  par  la  même  courbe  plane.  Si 
cette  courbe  plane  devient  le  cercle  imaginaire  de  l'in- 
fini, l'énoucé  est  remplacé  par  le  suivant  : 

On  donne  deux  splières  A,    A';  on   considère   une 
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Sphère  variable  S  tou<:hant  les  deux  S|jlières  (luniiéL'&  en 
des  points  pour  lesquels  a.  et  oc'  sonl  les  plans  tangents. 

1°  La  droite  ixa'  d'i n ter xec lion  des  plans  tangents  est 
situéti  dans  un  plan  fixe,  que  l'un  sait  ëlre  le  plan  radi- 
cal de  A  et  A'; 

3"  La  di'oite  qui  joint  les  points  de  contact  des  plans 
tangents  oc  et  %'  passe  par  l'un  des  centres  de  similitude; 

3"  Démontrer  que  l'enveloppe  du  plan  polaire  d'un 
point  ijxe  P  par  rapport  à  la  sphère  S  se  compose  de 
deux  quadriques  bitangentes; 

4°  Trouver  le  lieu  de  la  droite  d'intersection  des  plans 
tangents  communs  k  ces  deux  quadriques  bitangentes 
lorsque  le  point  P  décrit  une  droite  isotrope. 

La  quatrième  Partie  ne  pouvant  avoir  lieu  pour  des 
éléments  réels  parait  peu  intéressante  dans  ie  cas  de  la 
sphère.  Restent  les  trois  premières  parties  dont  les  deux 
premières  expriment  des  tliéorèmes  bien  connus. 

La  solution  du  problème  du  concours  général  nous 
apprend  que  l'enveloppe  du  plan  polaire  d'un  point  fixe 
par  rapport  à  toutes  les  sphères  tangentes  à  deux  sjihèies 
lises  se  eoaipose  de  deux  qnadriques  bitangentes. 

Laissant  de  côté  la  démonstration  analytique  de  cette 
proposition,  je  me  bornerai  à  signaler  quelques-unes  de 
Ks  conséquences  géométriques.  Il  est  évident  d'abord 
<pie  les  sphères  tangentes  à  deux  sphères  fixes  A  et  A'  se 
divisent  en  deux  groupes  :  le  pi-omîer  groupe  s'obtient  en 
considérant  les  rayons  des  sphères  comme  de  ntème 
signe;  le  second  en  considérant  les  rayons  des  sphères 
comme  de  signes  contraires,  la  théorie  des  cycles  s'éten- 
dant  évidemment  aux  sphères  aussi  bien  qu'aux  cercles. 
Je  ne  considérerai  que  l'un  de  ces  groupes  dans  tout  ce 
qui  suit. 

Si  P  est  le  point  Qxe,  pour  que  son  plan  polaire  le 
contienne,  il  faut  que  la  sphère  S,  par  rapport  h  laquelle 
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on  prend  \o  plan  poiRÎre,  passe  par  P.  Comme  S  est  tan- 
gente d^jà  à  A  el  A'  et  que  P  peut  être  assimilé  n  une 
sphère  de  rayoQ  nul,  la  sphère  S  engendrera  unec^clidc 
de  Dupin  ajantle  point  P  comme  point  double.  Le  cône 
lieu  des  tangentes  en  P  à  la  cyclide  étant  de  révolution, 
on  voit  que  le  cône  enveloppe  des  plans  du  lieu  passant 
par  P  est  du  second  degré  et  de  révolution  ;  la  première 
partie  de  la  proposition  s'accorde  bien  avec  ce  qui  a  été 
dit  que  l'enveloppe  était  une  quadrique;  la  seconde 
montre  que  P  est  une  des  focales  de  la  quadrique. 

Je  cherche  le  cylindre  circonscrit  à  l'enveloppe  paraU 
lèlement  â  une  direction  D,  c'est-à-dire  les  plans  polaires 
qui  soient  parallèles  à  D;  ils  <;orrespondeDt  évidemment 
aux  sphères  ayant  leurs  centres  dans  uu  plan  Q  mené 
par  P  perpendiculairement  à  D. 

Les  sphères  tangentes  à  A  et  A'  et  ayant  leurs  centres 
dans  le  plan  Q  ont  leurs  centres  situés  sur  une  conique 
admettant  A  et  A'  comme  foyers  daus  IVspace.  Ces 
sphères  enveloppent  une  cyclide  de  Dupin,  et,  comme  le 
cylindre  parallèle  à  D  doit  être  du  second  degré,  on  est 
conduit  à  ce  théorème  : 

«On  considère  toutes  tes  sphères  S  appartenant  à  l'un 
des  modes  de  génération  d'une  cyclide  de  Diipin  et  un 
point  F  dans  le  plan  des  centres  des  sphères  S.  L'enve- 
loppe des  plans  polaires  du  point  P  par  rapport  aux 
sphères  S  est  un  cylindre  du  second  degré,  n 

Le  tore  n'étant  qu'un  cas  particulier  de  la  cyclide,  le 
même  théorème  lui  est  applicable. 

Si  l'on  applique  la  transformation  par  rayons  vecteurs 
réciproques  de  manière  à  obtenir  toujours  une  cyclide 
de  Dupin,  on  généralisera  facilement  cette  dernière  pro- 
position. En  efFt^t,  à  une  sphère  et  aux  plans  tangents 
menés  par  un  point  P,  ou  fera  correspondre  une  sphère 
et  les  sphères  tangentes  passant  par  le  pôle  d'inversion 


1.;.  Google 


(  3.5  ) 
et  par  le  point  transformé  de  P.  Comme  un  cercle  se 
transforme  en  un  cercle,  les  points  de  contact  d'une 
sphère  avec  toutes  les  sphères  passant  par  deux  points 
fixes  seront  dans  nn  mâme  plan,  lequel  se  substituera, 
dans  l'énoncé,  au  plan  polaire. 

On  obtiendra  donc  sans  aucune  difficulté  un  nouvel 
énoncé  dans  lequel  interviendront  des  sphères  passant 
par  deux  points  Ëxes  situés  tous  deux  dans  le  plan  des 
centres  des  sphères  S  qui  constituent  un  des  modes  de 
génération  de  la  cjclide  de  Dupin. 


suit  m  rONCTIONS  SYMITRIQIES; 

P*a  M.  WORONTZOFF. 


Soit 

U  =  PCa^i.a;»,  ...,!■„;=  *(a.),  Œ],  ...,«„) 

une   fonction   symétriqa»  rationnelle   et   entière    des 
racines  de  l'équation 

/{a:)=  a,x"-t-  aix"-'  -\-  a^x"-*  -t- . .  .-i-a„^,x  •i-a„=  o. 

On  sait  que 


Nous  nous  proposons  ici  de  généraliser  ce  théorème. 
Comme 


ir,;G00g\C 


(  3»6  ) 

OÙ 

=  /to«a-r'  -H  (rt  —  Oct,!*"'  -•-■  ■  ■-t-nn-ia^*+  a«-i 


Posons,  pour  abrégrr, 

_  („  _  r  -  m  +  i)fl^™_,  +>[^a,^.,„_,S,-, 

(')  So[l,  par  eicmple,  U  ~S,.  alors  de  la  formule  (i)  on  HnJuil 

(A'ooveWei  Annale»,  p.   38î;  i888),  oii  la  somme  Va^J' ...ij'  *c 
rapporte  A  toulcs  les  solutions  .entières  positives  de  l'éqiialion 
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don 

HS,"'  =  o,        H^."'  =  —  (rt—  r  -H  i)ar-i,        li'r"  =  rar, 

Maîiittsnaiil,  en  prenant  successivement  dans  IVga- 
lité(i), 

A,  =  o,         Ai  =  —  nao.         ■ .  ■  i 
OU 

A,  =  — na,.        A,  =  -(/!- Ont. 

A.  =  -(n-r)ar A„=o. 

Ae=o,         A,=  .!n,— 2î,  ..., 

Af  =  (r  — i)Om-i—  ^^.  ■■•. 


A(==  H],        A|=  3ai,         . . ,,        \r  =  {r-hi)a, 
Aa=o,        A|=  Hi,"" Ar^Hi."', 


A^=HS.""-<I;.-Sm-i, 

et  eo  remarquant  que 

on  trouve  respectivement  les  Formules  suivantes 

du  du  du  da  _ 

"  (/Og  '  rfa,       "  '         ""'  da„-i  "  da„ 


D,s,t,..d:,i.  Google 


(  3.8  ) 
et 

^^        du  r        du       ,  ,       du 

du  du 

-l-aOn-l  T- t-Œn-i   T— 

2f/a  du  du 


\         du       ,  ,       „_ 

/  ««-iCTiX      du    ,      /      a,a,\   du 

\      "  °t      I  dan-i       \        11)    /  rfan 


Exemples.  —  i  °  Si  l'on  pose  U  =  S,,  i  ^  «,  on  a 


'^•*-'°-5S- 


l-(l.— l)n.-, 


dl, 
da„-, 


D,s,t,..d.iGoo'^lc 


(  3=9  ) 
a"  Soil  u  r=  -2,  on  obtient,  pour  m  >  i. 


RfcUISATieN  BT  VUGi  DSS  FORMES  IMAGIKAIRKS 
EN  GÉOMÉTRIE. 

CONPBBENCBS  DONnÉBB  PAR  M.  Maiimilibn  MARIE 

u  Collège  StaoEsUs,  A  Sainte-Barbe,  i    l'École  Saiate-GenevièTe 

et  à  l'École  Monge  {'). 


11.  La  section  complète  d'un  lieu/{x,y,s)=^  o  par 
un  plan  réel  se  compose  de  la  section,  par  ce  plan,  de 
la  surface  réelle  et  des  sections  effectives,  par  ce  même 
plan,  de  toutes  les  conjuguées  du  lieu  dont  tes  cordes 
réelles  lui  sont  parallèles. 

Les  sections  par  le  plan  considéré  des  conjuguées  du 
lieu  qu'il  peut  couper  sont,  dans  ce  plan,  les  conjuguées 
de  la  section  de  la  surface  réelle,  si  elle  est  effectivement 
coupée;  et  la  section  de  la  surface  réelle  est  l'enveloppe 
réelle  des  sections  des  conjuguées  que  le  plan  coupe. 

Ces  dernières  sections  ont  le  plus  souventvne  autre 
enveloppe,  imaginaire;  mais  cette  seconde  enveloppe 
u'est  généralement  pas  la  section  par  le  plan  considéré 
de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du  lieu  pro- 
posé. 


DCotr  t.  X,  p.  3f,. 

Ann.  de  Mathémat.,  3-  série,  l.  X.  (Juillet  1891.) 
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Ainsi,  par  exemple,  l'enveloppe  imaginaire  des  cou- 
juguées  du  lieu 

a'  "*"  ï«  "^  c*  ~     ' 
esl  l'ellipsoïde 


représenté  par  les  solutions  de  la  forme 

de  l'équation;  mais,  si  l'on  coupe  le  lieu  par  un  plan 
g^h,  les  conjuguées  de  la  section  ont  pour  enveloppe 
imaginaire  l'ellipse 


qui  n'appartient  pas  à  la  surface  enveloppe  imaginaire 
des  conjuguées  du  lieu. 

Cela  lient  à  ce  que  celles  des  cordes  réelles  de  la  sur- 
face enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du  lieu,  qui 
seraient  parallèles  au  plan  sécant,  ne  seront  générale- 
ment pas  dans  ce  plan,  ou  ne  s'y  trouveront  qu'eu 
nombre  limité. 

Ainsi,  dans  l'exemple,  les  cordes  réelles  de  la  surface 
enveloppe  imaginaire,  qui  seraient  parallèles  au  plan 
z^h,  seraient  comprises  dans  le  plan  ^  =  0,  deux 
points  imaginaires  conjugués  de  la  surface  enveloppe 
imaginaire  étant  les  extrémités  d'un  même  diamètre  de 
la  surface. 

En  un  point  X  =  ^y/ —  1,  jf  =  PV — ■>  s  ^  A  de 
l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  de  la  section 


"  ïï" 
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(:)3, 

) 

léo 

,  mai,  ni 

ù 

r, 

°4 

i 

el. 

nais 

Î 

a' 
h 

L-l 

^ 

'  if  soiU  :  en  clTet, 


ne  lu  sont  pas. 

12.  Lorsqu'un  plan  sécant  rcci  donne,  dans  la  surface 
réelle,  une  section  comprenant,  entre  autres  branches, 
nn  anneau  fermé,  si  le  plan  se  déplace  parallèlement  à 
lui-même,  cet  anneau  se  réduit  à  un  point  au  moment 
oùle  plan  devient  tangent  à  la  nappe  fermée  de  la  sur- 
face nielle,  et  est  ensuite  remplacé  par  un  anneau  d'en- 
veloppe imaginaire  des  conjuguées  de  la  section. 

13.  Le  plan  tangent  à  une  conjuguée  {C,CI,C)  d'un 
lieu/(X,  Y,Z)  =  o  en  un  point  (x,j'.^)  de  cette  con- 
jugnée  est  la  conjuguée  (C,  C,  C")  de  l'onglet  de  plans 

14.  Si  le  premier  membre  de  l'équation  d'un  lieu  est 
décomposé  en  groupes  de  termes  homogènes  et  repré- 
senté par 

?(X,Y,Z)  +  ^-(X,Y.Z)  +  j.(X,Y,Z)+..., 
i'équalion  générale  des  plans  asymptotes   à  la  surface 
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réulle  el  à  ses  conjuguées  est 

f .  X  +  ip^  Y  +  ?^  Z -h  4- (  «,  p,  f  )  =  o, 

a,  P,  Y  formant  une  solution  réelle  ou  imaginaire  de 
l'équation 

Les  conjuguées  des  cônes  asjm|)tote3  des  surfaces  du 
second  degré  sont  les  càncs  asymptotes  des  conjuguées 
de  ces  surfaces. 

15.  Le  contour  apparent  d'uni!  surface/"(X,Y,Z)  3=  o, 
par  rapport  au  plan  des  xy  et  parallèlement  à  l'axe  des 
z,  a  pour  équations 

/ix,y,z)  =  o        et       /:(x,y,^)  =  o, 

qui,  par  l'élimination  de  z,  fourniraient  l'équation 

F(X,Y)  =  o 

du  contour  apparent  proprement  dît. 

Le  lieu  F(X,  Y)=:o,  construit  dans  le  plan  des 
[X,  Y],  se  composera  en  général  d'une  courbe  réelle  el 
de  toutes  ses  conjuguées.  La  courbe  réelle  formera  le 
contour  apparent  proprement  dit  de  la  surface  réelle 
représentée  par  l'équation /(X,  Y,  Z)  =o;  mais  les 
conjuguées  de  cette  courbe  F(X,  Y)  =  o  ne  seront  pas 
les  contours  apparents  des  conjuguées  de  la  surface 
/"(X,  Y,Z)^o,  parce  que  dans  les  solutions  correspon- 
dantes des  équations 
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le  rapporl  ^  des  parties  iinaginatres  de  x  ei  de  y  sera 
bien  constant,  mais  non  pas  les  rapports  g  «t  £7  (')■ 

16.  Toutes  celles  des  conjuguées  d'une  même  surface 
qui  la  touchent  en  un  même  point  (ce  sont  celles  dont 
les  corde»  réelles  sont  parallèles  au  plan  tangent  en  ce 
point)  y  ont  pour  indicatrices  les  conjuguées  de  l'indi- 
catrice de  la  surface  réelle  au  même  point. 

Les  autres  questions  relatives  â  la  courbure  des  sur- 
faces imaginaires  se  résolvent  par  les  mêmes  méthodes 
que  l'on  emploie  pour  les  surfaces  réelles. 

17,  De  la  cubatwe  des  surfaces,  et  des  périodes  des 
intégrales  doubles.  —  On  trouvera,  dans  le  second 
Volome  de  la  Théorie  des  Jonctions  de  variables  ima- 
ginaires, tous  les  théorèmes  préliminaires  qui  peimet- 
leat  d'établir  l'équivalence  des  chemins  qui  peuvent  se 
substituer  les  uns  aux  autres  sans  que  la  valeur  de  l'in- 
tégrale double  soit  altérée. 

Ces  propositions  ne  présentent  d'autre  intérëi  que 
celui  de  rendre  possible  la  démonstration  a  priori  d'un 


(')  s;  l'on  coupait  un  1ieD/(X,  Y,  Z)  ^  0  par  uac  série  de  plaos 
réels,  parallèles  entre  eux  et  ï  l'aie  des  s,  les  points  critiques  de 
chique  section  seraient  les  points  d'intersection,  par  le>  plans  consi- 
dérés, du  contour  apparent  de  la  surface /(X,  Y,  Z  )  =  0,  par  rapport 
ta  plan  des  [X.YJi  et  pour  instituer,  relativement  aui  intégrales' 
doubles,  une  méthode  analogue  à  celle  que  Cauchy  a  fondée  pour  les 
intégrales  simples,  il  faudrait  faire  jouer  au  contour  apparent  de  la 
SDrfaee  à  cuber  le  mtme  rûle  factice  que  Caucby  avait  attribué  aux 
coBloan  apparents,  par  rapport  à  l'axe  des  ^,  des  courbes  iquarrer. 

J'ai  réalisé  cette  idée  en  1875,  dans  un  Mémoire  qui  a  paru, 
ttrs  1874,  dans  le  XLIV  Cahier  du  Journal  de  l'École  Polyteclinique 
clqne  l'on  trouvera  dans  le  troisième  Volume  de  ma  Théorie  des  fonc- 
tion! de  variables  imaginaires. 
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fait  que  l'on  peut  regarder  comme  évident  :  c'est  qu'une 
intégrale  double  est  déterminée,  à  des  constantes  près, 
par  ses  limites,  tandis  qu'elle  serait  complètement  indé- 
terminée si  elle  variait  dune  manière  continue  avec  le 
chemin  superficiel  suivi  pour  rejoindre  les  limites. 

Nous  omettons  ici  ces  tliéorèmes  et  nous  réduisons 
toute  la  théorie  à  sa  plus  simple  expression. 

La  quadratrice  de  la  section  d'un  liouy(X,  Y,  Z)^=  o 
par  un  plan  réel  admei  :  i°,  comme  périodes  réelles,  t», 
o)',  (!>",  ...  les  aires  des  anneaux  fermés  de  la  section  de 
la  surface  réelle,  lorsqu'elle  existe  et  qu'elle  est  efTecti- 
vcment  coupée  par  le  plan  réel  considéré;  a",  comme 
périodes  imaginaires,  w , y/ —  i ,  ti>\\/ — i,  tii', y/ —  i  les 
produits  par  y/ —  i  des  aires  des  anneaux  fermés  des 
sections  faites  dans  les  conjuguées  du  lieu  dont  les  cordes 
réelles  sont  parallèles  au  plan  sécant,  mais  les  aires  de 
tous  ceux  de  ces  anneaux  fermés  qui  sont  compris  entre 
les  deux  mêmes  branches  de  la  section  réelle  sont  égales; 
3°,  comme  périodes  généralement  mixtes,  Uj  ■+-  Wj  y/ —  i , 
Wj  +  ti»'j  y/ —  I ,  ...  les  valeurs  de  l'intégrale  quadratrice, 
acquises  dans  le  parcours  dos  anneaux  fermés  de  l'en- 
veloppe imaginaire  des  conjuguées  de  la  section  ;  4°  ^n- 
iin,  comme  périodes  cyoHques,  itd  <i/ — i,  Tîrf*  >J —  i, 
Tcrf"  v' —  ",  ■  .  .  les  produits  par  y/ —  i  des  aires  des  par- 
ties elliptiques  évanouissantes  des  conjuguées  dont  les 
cordes  réelles  sont  parallèles  aux  asymptotes  de  la  section. 

18.  Si  l'on  a  coupé  le  lieu  par  une  série  de  plans 
parallèles  entre  eux  et  distants  les  uns  des  autres  de  la 
quantité  dk  et  que  il  soit  l'une  des  périodes  de  la  qua- 
dratrice de  la  section,  Ùdh  sera  un  élément  d'une  des 
péi-iodesde  la  cubatrice  de  la  surface  ei,  pour  obtenir 
cette  période,  ii  faudra  prendre  l'inlégrale  /ûrf/i,  entre 
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deux  valeurs  de  h  pour  lesquelles   Û  s'annule,   v'est- 
^ire  enire  deux  plans  tangents  au  lieuy(X,  Y,Z)  =  o. 

19.  Si  la  période  considérée  est  l'aire  d'un  anneau 
fermé  de  la  section  réelle,  elle  engendrera  un  volume 
enveloppé  par  une  nappe  de  la  surface  réelle,  i'ennée 
dans  tous  les  sens  parallèles  au  plan  sécantj  et,  si  cette 
nappe  se  ferme  encore  dans  un  nouveau  sens,  non  paral- 
lèle au  plan  sécant,  la  période  engendrée  sera  le  volume 
enfermé  par  une  nappe  sphéroïdalc  de  la  surface  réelle. 

âO.  Si  la  période  considéréu  est  le  produit  par  yj —  i 
de  l'aire  d'un  anneau  fermé  de  conjuguée  de  la  section 
et  si  cet  anneau  engendre  une  nappe  fermée  de  conju- 
guée de  la  surface  proposée,  la  période  engendrée  sera 
le  produit  par  <J —  i  du  volume  enfermé  dans  la  nappe 
fermée  de  la  conjuguée  en  question. 

21.  Toutes  les  conjuguées  fermées  d'une  même  sur- 
face, inscrites  dans  la  même  nappe  de  la  surface  i  éclle, 
enveloppent  des  volumes  égaux.  —  En  elfet,  compa- 
rons d'abord  entre  elles  celles  de  ces  conjuguées  dont  les 
cordes  réelles  sont  parallèles  n  un  même  plan  parallèle 
à  t'axedes  z  :  d'une  part,  les  sections  faites  dans  toutes 
ces  conjuguées  par  un  même  plan  quelconque,  parallèle 
au  plan  considéré,  auront  toutes  même  aire  et,  d'autre 
part,  ces  sections  s'évanouiront  toutes  dans  les  mêmes 
plans;  car  les  courbes  de  contact  de  toutes  ces  conjuguées 
avec  la  surface  réelle  ne  seront  autre  chose  que  les  cour- 
bes de  contact,  avec  cette  même  surface  réelle,  de  tous 
les  cylindres  qui  lui  seraient  inscrits  parallèlement  aux 
cordes  réelles  de  toutes  les  conjuguées  considérées,  c'est- 
à-dire  à  toutes  les  droites  parallèles  à  un  môme  plan. 
Or,  toutes  ces  courbes  se  couperont  aux  mêmes  points  de 
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ta  surface  réelle,  lesquels  seront  les  points  de  contact 
avec  cette  surface  réelle  de  ses  plans  tangents  parallèles  au 
plan  considéré;  de  sorte  que,  déjà,  toutes  les  conjuguées 
en  question  envelopperont  des  volumes  égaux  et,  en  par- 
ticulier, égaux  au  volume  enveloppé  par  la  conjuguée 
dont  les  cordes  réelles  seraient  parallèles  à  l'axe  des  z. 

Mais  un  plan  parallèle  ji  l'axe  des  z  pourra  être  dirigé 
parallèlement  aux  cordes  réelles  d'une  conjuguée  quel- 
conque, non  comprise  parmi  les  précédeutes,  et  le 
volume  enveloppé  par  celte  nouvelle  conjuguée  fermée 
sera  encore  égal  au  volume  enfermé  par  la  conjuguée 
dont  les  cordes  réelles  seraient  parallèles  à  l'axe  des  z. 

La  démonstration  du  théorème  énoncé  s'étend  donc  à 
toutes  les  conjuguées. 

11  en  résulte  que  le  produit  par  <ij —  i  du  volume  en- 
veloppé par  l'une  quelconque  des  conjuguées  fermées 
d'une  surface  réelle  f{x,jr,z)  =  o,  inscrites  dans  la 
même  nappe  réelle  de  cette  surface,  est  l'une  des  pé- 
riodes de  l'intégrale  cubatrice  de  cette  surface. 

Ces  propositions  se  trouvaient  déjà  dans  mon  Mémoire 
de  iS53  et  Cauchy  les  énoncedans  son  Rapport  de  i854 
sur  ce  Mémoire. 

22.  Si  la  période  considérée  correspond  au  parcours 
d'un  anneau  fermé  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conju- 
guées de  la  section  faîte  dans  la  surface  par  le  plan  réel 
qui  se  déplace  parallèlement  à  lui-même,  cette  période 
s'annulera  lorsque  le  plan  sécant  deviendra  tangent  soit 
à  la  surface  réelle  et  à  l'enveloppe  imaginaire  des  conju- 
guées de  cette  surface,  si  elles  coexistent,  soit  à  celle 
qui  subsistera  seule.  D'ailleurs  l'intégrale  fH  dh,  évalnée 
entre  deux  valeurs  de  h  pour  lesquelles  le  plan  mobile 
deviendrait  tangent,  soit  à  la  surface  réelle,  soit  à  l'enve- 
loppe imaginaire  de  ses  conjuguées,  fournira  une  pé- 
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riode,  geu«raleineiil  imaginaire,  de  l'intégrale  cubatrice 
du  lieu  considéré. 

Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  rapporte  un  hyperboloïdc 
Àdenx  nappes  à  trois  de  ses  diamètres  conjugués,  dont 
l'un,  l'axe  des  z,  soit  le  diamètre  iransverse,  l'équation 
de  la  surface  sera 


Si  l'on  coupe  la  sorface  par  un  plan  z^h,  compris 
entre  les  plans  tangents 

«  =  —  c'        el        »  =  +c', 
la  section  totale  aura  pour  équation 

«'«       6'»       c'»        ' 
et  cette  équation  représentera  une  infinité  d'tjperboles 
ayant  pour  enveloppe  imaginaire  une  courbe  qui,  réa- 
lisée, sera  l'ellipse 

£i      Xl  _   _!^ 
a'*  "^  i'i  ^  '      c't' 

la  période,  réelle  dans  ce  cas,  de  la  quadratrice  de  la 
section  sera 

Û  =  ita'A'sin(XOV), 

et  la  période  de  la  cubatrice  du  lieu,  engendrée  par  cette 
période  superficielle,  sera 

f       Tra'é'sin(3-ty-)rfAsin(Z,  XOY), 
c'est-à-dire  le  volume  de  l'ellipsoïde 
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!!,£,(.'    désignant  les   axtis  de  l'Iiyperboloïde  proposé; 
car  tous  les  ellipsoïdes,  tels  que  ^  +  n^  -H  ^  =  i ,  se- 
ront équivalents,  en  volume,  comme  on  le  sait. 

De  sorte  que,  dans  ce  cas  particulier,  le  fait,  analogue 
n  celui  de  l'équivalence  en  volume  des  conjuguées  fer- 
mées d'une  même  surface,  inscrites  dans  une  même 
nappe  de  celte  surface,  se  présente  de  lui-même  relati- 
vement aux  lieux  des  enveloppes  imaginaires  des  sections 
faites  dans  la  surface  par  des  plans  purallèles  de  direc- 
tion arbitraire;  dans  le  cas  particulier  qui  vient  d'être 
examiné,  les  nappes  fermées,  lieux  de  ces  enveloppes, 
entourent  des  volumes  égaux. 

Cette  proposition  pourrait  être  généralisée.  Elle  n'est 
pas  indiquée  dans  ma  Théoiie  des  fonctions  de  variables 
imaginaires,  où  la  question  des  intégrales  doubles  a  été 
prise  à  un  tout  autre  point  de  vue. 

33.  Enfin,  si  la  période  considérée  est  une  des  périodes 
cycliques  de  la  quadratricc  de  la  section  faite  dans  la 
surface  par  le  plan  mobile,  c'est-à-dire  le  produit  par 
^ — 1  de  l'aire  d'une  ellipse  indélîniment  allongée  dans 
un  sens  et  indélîniment  aplatie  dans  l'autre,  elle  s'an- 
nulera dans  deux  plans,  et  l'intégrale  correspondante 

évaluée  entre  ces  deux  plans  prendra  une  valeur  numé- 
rique qui  sera  le  produit  par  \/ —  i  du  volume  Cnî  d'un 
ellipsoïde  ayant  un  axe  infini,  un  axe  fini  et  un  axe 
infiniment  petit. 

J'ai  donné  le  nom  de  périodes  spltériijues  à  ce  genre 
de  périodes  de  l'intégrale  cubatrîce  d'une  surface. 

Soit 
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l'é({uaLÎoii  de  lasurlacela  plus  générale  de  degré  «i, dé- 
composée en  groupes  de  termes  homogènes,  de  sorte  que 
7,  i(,  •^,  ...   soient  des  polynômes  homogènes  de  degrés 
m,  m —  I,  m  —  a,  .  .  ,, 
Soient  d'ailleurs 


les  équations  d'une  dircciiou  asymptotique,  de  sorte  que 


<.     -     p 

soient  les  équations  d'une  parallèle  à  cette  direction  :  si 
l'on  veut  fevoir  les  intersections  do  cette  parallèle  avec  ta 
surface,  on  pourra  remplacer  dans  l'équation  proposée 
T,y  ei  z  par 

aro-t-ap,    ^o4- pp     el     p, 
ce  qui  donnera 

p™î(a,  P,  I)  -\-  p'"-'[(^e?«+rii?^+  +(«'  p.  01 

mais  le  terme  en  p™  disparaîtra  de  lui-même,  (p(a,  p,  i) 
étant  nul  par  hjpoihèse. 
Si  l'on  veut  exprimer  que  la  droite 


est  elle-même  une  asymptote,  il  faudra  poser 

ce  qui  donnera  une  relation  entre  les  coordonnées  Xq, 
Yt  de  la  trace  sur  le  plan  des  xj  d'une  asymptote  paral- 
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lèle  il  la  direclion  -  ^  ^  =  -j  d'où  l'on  voit  que  lei 
«sjDuplotcs  parallèlea  à  une  même  direction  asjmpto- 
tique  sont  généralement  dans  un  même  plan. 

Si  l'on  voulait  déterminer  les  asymptotes,  parallèles  « 
la  même  direction,  qu!  rencontrent  la  surface  en  trois 
poinU  situés  à  l'inânï,  il  faudrait  poser  la  nouvelle  con- 
dition 

d'où  l'on  voit,  comme  cela  avait  été  annoncé,  que,  parmi 
toutes  les  asymptotes  parallèles  à  une  même  direction, 
il  y  en  aura  généralement  deux,  et  deux  sealetnent,  qui 
rencontreront  la  surface  en  trois  points  situés  à  l'infini, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  que,  si  un  plan  quelconque- 
se  déplace  parallèlement  à  lui-même,  chacune  des  pé- 
riodes cycliques  de  la  quadratrïce  de  la  section  de  la 
surface  par  ce  plan  mobile  s'annulera  deux  fois  et  deux 
fois  seulement.  (^ A  suivre.) 


Page  117,  lignes  la  et  33,  remplacez  les  limites  înKrieures  des 
int^gralea  par  □,  1,1,  3,  ....  n. 
Page  ilo,  ligne  30,  au  lieu  de  n,  lUes  x. 

»  lignes  11  cl  1-),  au  lieu  de  p,  lUez  |i. 

«  ligne  a8,  au  lieu  de  p',  lîtei  11'  et  au  lieu  de  —  ^  aqp, 

lites  —  iaq\i. 


.;.  Google 


(34i    ) 


HULTIPLICATieii  BBS  BÉT8RIINANT&  ('); 

Pai  m.  e.  garvallo, 

EximioBteur  d'admission  i  l'Ecole  Poljtechoique. 


i.  Problèxe.  Représenter  le  produit  de  deux  déter- 
minants d'ordres  m  et  n  par  un  déterminant  d'ordre 
m  -i-n.  —  Considérons  les  déteraimaots  des  deax  svs- 
lèmes 

s:a]x,-i-a\xi-i-a\x,, 


f)  7» 


fit 


ion  que  j'ai  donnée  des  déter- 

0  [^.r.j.l=te5S|["->'.!- 


On  a,  d'après  la  définïl 
minants  (<), 

et  en  opérant  la  muitipUcation  extérieure  sur  les  deux 
membres  de  ces  égalités, 

Cette  formule  exprime  que  le  produit  des  deux  déter- 
minants ~^^^^  i  r—^  >  déGnis  par  les  systèmes  (i) 

(')  Cet  article  (ait  saite  i  celui  que  j'ai  publié  rfccmment  (JVouv. 
Ana.,  3*  série,  t.  X;  mai  i8gi)- 
Ann.  de  Mathemat.,  J-  série,  t.  X.  (Aoùi  i8qi.)  2^ 
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et  (3),  est  égal  au  détenninaDt  uniqui 


du  cinquième 


ordre  l/'-^'-^'-^^-'v  qu'on  obtient  en  regardant  (■)  et  (a) 
comme  formant  un  système  unique  de  cinq  fonctions j^ 
à  cinq  variables  x. 

Itemarque.  —  Si  dans  ]es  seconds  membres  du  sys- 
tème (a),  par  exemple,  on  introduit  des  termes  en  x, , 
ara,  x,,  ceux-ci  douneront  dans  la  formule  (a')  de  aou- 
veaux  termes  en  [x,  Xa], ...,  etc.;  mais,  dans  la  multipli- 
cation de  (■')  et  (2'),  ces  termes  disparaîtront.  La  for- 
mule (S)  subsiste.  Ou  peut  donc,  dans  le  déterminant 
[Z!ZîZiZi^  de  celle  formule,  introduire  des  éléments 
arbitraires  dans  les  colonnes  i ,  3,  3  des  lignes  4î  à  {')■ 


2.  Problème.  Représenter  le  produit  de  deux  déter- 
minants de  même  ordre  par  un  déterminant  de  mente 
ordre,  —  Soient  A  et  B  les  valeurs  des  déterminants  des 
deux  systèmes 

7,=  a\x,-i-  a\xt  +  a^x,, 
j'i-aixi-halxt-^alxi, 
s,  -  A{j-,  ■+-iî_y,-t-éî_yj, 

a,=  b't^x  -*-  blyt-4- èlyt. 
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Od  a,  d'après  ma  délinilion  des  détermiaaDts, 

et  par  suite 

(3)  [«i3,a,]=B.A.[af,«,a:j]. 

Celte  formule  montre  que  le  produit  B.A  est  égal  à  la 
valeur  C  du  déterminant  obtenu  en  exprimaal  les  z  en 
fonction  des  x.  Il  suffit  de  remplacer,  dans  les  for- 
mules (a),  les^j'parleurs  valeurs  (i).  L'élément  qui  est  à 
la  ligne  />  et  à  la  colonne  q  de  ce  nouveau  déterminant 
C  est  visiblement  le  coefficient  de  x^  dans  l'expression 
de  Zp.  C'est 


Remartfues.  —  i°  La  méthode  s'étend  au  produit  de 
plusieurs  déterminants. 

a°  Elle  ne  suppose  pas  (ju'on  ait  le  même  nombre  de 
variablesdansles  formules  (i)  et  (2).  SI,  par  exemple,  les 
formules  (i)  donnent  seulement  jTi,  y»  en  fonction  de 
X, ,Xi,  J7s;  si,  déplus,  lesformules(2)donnont  s,,  z^,  Zs 
en  fonction  de  jy, ,  y^,  la  méthode  montre  que  le  déter- 
minante est  nul. 

3°  Le  théorème  s'exprime  intuitivement  par  la  for- 
mule i^^  =  [fi^  [ZlZlZil.  On  reconnaît  le  théo- 
rème  des  fonctions  de  fonctions  pour  les  dérivées  et  les 
déterminants  foncliosnels. 

3.  Déterminants  RtciPROQuES.  —  Je  suppose  que  dans 
le  système  (2)(n°â),  Â^soitégal  au  déterminant  mineur 
de  l'élément  a^.  Le  déterminant  Best  alors  appelé  le  reci- 
/iroçue  du  déterminant  A  ('}.  La  formule  (4)  offre  alors 

(  •)  Salmoîi,  Leçons  d'Algèbre  tuperieure. 
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deux  cas.  Si  ^  ^p,  cj=^  ^pif-t-ij^a  +  ^p^i  i^prc- 
sente  le  développe  me  ni  du  déterminant  A  suivant  les 
éléments  de  la  colonne  p.  Si  q  est  différent  de  p,  cj  est 
le  développement  du  môme  déterminant  où  l'on  a  rem- 
placé la  colonne  p  par  ta  colonne  q.  Ce  nouveau  déter- 
nioant  est  nu!  comme  ayant  deux  colonnes  identiques. 
Ainsi,  le  déterminant  C  se  réduit  aux  éléments  de  la 
première  diagonale  et  l'on  a 

(5)  ^1=  Ail,        'i=  A-jf],        lj=  A*). 

On  en  conclut  C=  A*.  Plus  généralemenl,  s'il  s'agit 
de  déterminants  d'oi'dre  /i,  on  a  C  =^  A",  et,  en  rempla- 
çant C  par  sa  valeur  BA, 

(6)  B  =  A"-'. 

D'autre  part,  s!  l'on  porte  les  valeurs  (5)  dans  les 
formules  (a),  on  obtient 

kxi=  b\yt-irbly^-\-kly,. 

jàimi,  des  formules  (i)  on  déduit  les  formules  (a')- 
Je  peux  opérer  de  même  sur  les  formules  (a').  Si  je 
représente  par  des  lettres  d  les  éléments  du  détermi- 
nant D,  réciproque  de  B,  j'aurai,  en  appliquant  la  mâme 
règle, 

Byt=diA.x,-hdiA.Xt  +  diA.Xt, 
By,  =  dl  Xx,  ■+■  dl  Aa;,  +  dî  Ax,. 

En  comparant  ces  égalités  (■')  aux  égalités  (i),  on  en 
conclut 
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Cl,  en  remplaçant  B  par  sa  valeur  A""', 

(7)  d;  =  X'-'al. 

Les  formules  (6)  et  (7)  s'énoncent  rcspecliveuieDl 
ainsi  : 

1"  Le  réciproque  d'un  déterminant  A  d'ordre  n  a 
pour  valeur  A"~'; 

2"  Le  réciproque  du  réciproque  d'uu  déterminant  A 
d'ordre  n  apouréléuentsccuxde  A  multipliés  par  A"''. 


sun  m  GiJttuiiisKïm  w  umtm  m  projbctions; 

PaI  m.  e.  carvallo, 

ExamiDatcur  d'admission  à  l'École  Polytechaique. 


i .  Il  s'agit  d'une  conséquence  immédiaie  du  théorème 
des  projections.  Elle  est  bien  connue,  très  employée  en 
Mécanique  pour  évaluer  le  travail  d'une  force,  et  pour- 
tant elle  est  généralement  omise  dans  tes  cours  de  Mathé- 
matiques spéciales.  Serait-elle  donc  de  peu  d'usage  eu 
Trigonométrie  et  eu  Géométrie  analytique?  Je  veux 
montrer  ici  qu'au  coutraire,  dans  les  deux  cas,  elle  peut 
rendre  de  grands  ^rvîces  et  simpliiJer  beaucoup  les 
démonstrations.  1!  me  suffira  de  prendre  un  exemple 
simple  dans  chacune  de  ces  matières.  Voici  d'abord 
l'énoncé  : 

i.  Théorème.  —  1$/  deux  segments  A  et  R  sont  les 
résultantes  de  plusieurs  autres,  A,,  Aj,  Aj,  . . .,  B, ,  Bj, 
Bj,  .. .,  le  produit  des  valeurs  nlgébn't/ues  de  ces  seg- 
rnents  par  le  cotinus  de  l'angle  des  axes  sur  lest/nels 
ils  sont  comptés  est  égal  à  la  somme  des  produits  ifu'on 
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obtient  en  combinant  toutes  les  composantes  du  plu- 
mier segment  avec  toutes  les  composantes  du  second. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  si  évidente  et  si  bien 
connue  du  théorème  des  projections  que  je  me  dispense 
de  le  démontrer.  Ou  le  représente  commodément  parla 
formule 

(A,+  A,+...)  I  (B,-+-  B,+  ...)  =  SA,|  Bj,        (i,j  =  .,î, ...), 

en  désignant  par  A,  +  Aj,  ...  la  résultante  A,  et  par 
A|B  le  produit  des  deux  segments  par  le  cosinus  de 
leur  angle.  Cette  formule  est  très  mnémonique,  étant 
identique  à  celle  de  la  multiplication  algébrique  d'une 
somme  par  une  somme. 

3.  Première  apflic&tio».  —  Distance  d'un  point  à 
l'origine.  —  Soient  X,  Y,  Z  les  vecteurs  qui  forment  les 
trois  composantes  de  OM  sur  les  irob  axes  Ox,  Oy,  Oz\ 
soient  x,^,  z  leurs  valeurs  algébriques,  X,  [ji,  vies  angles 
des  axesj-Or,  zOx,  xOj.  Oo  a 

ÔM*  =  OM|OM  =  (X -«- Y -t- Z)!  (X -!- Xh- Z) 

=  X|X-+-Y[Y+Z|Z+iY|Z-4-2Z|X-HaX|  Y 

-I-  lyz  eosX  +  az3:ros(i  +  ^xy  cou. 

4.  Deuxième  APPLICATION.  —  Formule  fondamentale 
de  la  Trigonométrie  sphérique 


Soient  le  triangle  spliérique  ABC,  O  le  centre  de  la 
sphère.  Je  dois  évaluer  cosa  =:  OBj  OC  Pour  cela,  je 
décompose  le  segment  OB  en  deux  autres,  OH  et  HB, 
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UTOir  : 


;  suivant  OA, 
suivant  la  perpendicu 


à  OA,  dans  le  plan  AOB. 


Je  décompose  de  même  OC  suivant  OK  et  KG.  J'aurai 

cosa  =  OB  I  OC 

=  (OH  +  HB ) ](0K -+.  KG) 

=  OH  I  OK  +  OH  I  KG  +  HB  1  OK  +  HB  I  KC 


AGRÉGATION  BES  SCIENCES  MATHÉHATrOUES 
(OONCOIiaSBB  1891). 


',  langeâtes  à 


Mathimatiquet  élémentatret. 

Od  donne  une  spb^e  S  et  deux  droites  D,  £ 
cette  sphère. 

1°  Par  un  point  qtelconque  de  la  droite  D  on  mène  les 
droites  G  et  G'  qui  touchent  la  sphère  S  et  rencontrent  la 
droite  D';  démontrer  que  les  points  de  contact  des  droites  G 
et  G'  avec  la  sphère  S  décrivent  deux  cercles  G  et  G'. 

1'  Démontrer  que  Jes  droites  G,  qui  touchent  la  sphère  S 
en  des  points  situés  «ur  le  cercle  C,  sont  tangentes  à  une  infi' 
niléde  sphères  ï. 
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3°  Trouver  combien  il  y  a  de  sphères  £  tangeotes  à  un  plan 
doDné  Q.  Discuter  le  problème  et  trouver  le  lieu  des  traces 
des  droites  G  sur  le  plan  Q. 

Mathématiquei  spéciales. 

Étant  donnés  un  triangle  ABC  et  deun  points  F  et  Q  situés 
dans  son  plan,  on  considère  les  coniques  S  qui  toucheot  le 
côté  GA  en  A  et  passent  par  les  points  P  et  Q;  on  considère 
de  même  les  coniques  S'  qui  touchent  le  cftié  GB  en  B  et  pas- 
sent par  les  points  P  et  Q. 

1°  Soient  M  et  N  les  points  d'intersection  d'une  conique  S 
avec  les  droites  CP  et  CQ;  M'  et  N'  les  points  d'intersection 
d'une  conique  S'  avec  les  mêmes  droites.  Démontrer  que  la 
droite  MN  passe  par  un  point  fixe  A|  et  la  droite  M'N'  par  un 
point  fi\e  B|,  quand  les  coniques  S  et  S'  varient. 

a"  En  substituant  le  triangle  G  A,  B,  au  triangle  CAB  dans  la 
définition  des  deux  séries  de  coniques,  on  obtiendra  deux, 
nouveaux  points  A^,  B|  et  ainsi  de  suite;  trouver  l'équation 
de  la  droite  A^Bn  et  chercher  sa  positioi  limite  quand  n  dc- 

3*  On  suppose  que  les  coniques  S  et  S'  varient  de  manière 
que  les  deuxièmes  tangentes  menées  du  point  C  à  ces  courbes 
soient  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  droites  CP  et 
CQ  ;  trouver,  dans  cette  hypothèse,  le  lici  du  point  d'intersec- 
tion des  polaires  d'un  point  donné  H  par  rapport  à  ces  coni~ 

4°  Lorsque  les  coniques  S  et  S'  varient  en  restant  tan- 
gentes, trouver  le  lieu  de  leur  point  de  contact. 

Composition  lur  l'Analyse  et  ses  applications 

géométriques. 

Étant  donnée  l'équation 

F(,x,y,z,p,q)=(,, 

dans  laquelle  s  désigne  une  fonction  dos  deux  variables  indé- 
pendantes ar  et^et  où  l'on  a  posé 
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définir  ce  que  l'oa  eatend  :  i°  par  intégrale  complèle,  inté- 
grale générale,  intégrale  singulière;  2°  par  caractéristiques. 
Montrer  comment  on  peut  déduire  l'iniégrale  singulière  soit 
d'une  intégrale  complète,  soit  de  l'équation  différentielle. 

Application. 

I*  ÉUnt  donnée  l'équation 

m>pq  -H  ixys  —  xyipx  ■+■  qy)  =  o, 

dans  laquelle  m  désigne  une  ligne  donnée,  trouver  une  inté- 
grale complète  ; 

1°  Déduire  de  cette  intégrale  complète  la  surface  intégrale  S 
qui  passe  par  la  droite  D  dont  les  équations  sont 


Déterminer  directement,  en  intégrant  leurs  équations  différen- 
tielles, les  caractéristique;  dont  le  lieu  est  la  surface  S; 

3°  Étudier  cette  surface  dans  le  voisinage  de  l'origine;  dé- 
terminer sa  forme  générale  à  l'aide  des  sections  faites  par  des 
plans  passant  par  l'aitc  des  y. 

4°  Trouver  les  ligne»  suivant  lesquelles  la  surface  S  touche 
la  surface  représentée  par  l'Intégrale  singulière. 

Composition  de  Mécanique  rationnelle. 

Va  trièdre  Irireciangle  OXYZ  tourne  avec  une  vitesse  con- 
stante lu  autour  de  son  arête  OZ,  qui  est  dirigée  en  sens  con- 
traire de  la  pesanteur;  il  entraîne  avec  lui  un  parabotolde  P 
qui,  rapporté  au\  axes  OX,  OY,  OZ,  aurait  pour  équation 

Un  point  M  de  masse  1,  de  poids  g,  assujetti  à  se  mouvoir 
sur  la  surface  de  P,  ea  attiré  vers  le  sommet  0  du  parabo- 

loïde  par  une  force  ég^c  à  -^  MO;  en  outre,  MA,  MB  étant 
les  perpendiculaires  abaissées  de  M  sur  les  génératrices  recti'- 
lignes  de  P  qui  passent  au  sommet  O,  le  point  M  est  encore 
sollicité  par  deuv  forces  dirigées  sui\ant  les  segments  AM, 
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La  position  du  mobile  M  sera  délinie  par  les  valeurs  des  pa- 
ramètres X,  fi,  qui  figurent  dans  les  équations 

T-^   +  .r^—    =  X-aS,  -^  ■+■  -^—  =  [1+23 

des  paraboloïdes  homofocaux  à  P  et  passant  par  le  point  M. 

Cela  posé,  on  demande  : 

1"  De  former  l'équation  aux  dérivées  partielles  dont,  suivant 
le  théorème  de  Jacobi,  il  suffirait  de  connaître  une  intégrale 
complète  pour  en  déduire,  par  de  simples  différentiations,  les 
équations  du  mouvement  du  point  M; 

3*  De  trouver  cette  intégrale  complète  c(  les  équations  du 
mouvement  quand  on  suppose  lu  =  o  ; 

3°  D'intégrer  l'équation  de  la  trajectoire  et  d'indiquer  la 
forme  de  cette  ligne  quand,  w  étant  toujours  nul,  on  a,  à  l'in- 
stant initial, 


^v4. 


dy 


=  -»--/V.7. 


CONCOIIRS  D'IMISSIOII  1  L'tCOU  CINHUU  BN  l««l. 


Géométrie  analytique. 

On  donne  deui  aies  rectangulaires  Qx,  Oy,  et,  sur  l'aie 
des  X,  UD  point  A  dont  l'abscisse  est  a.  On  considère  le  fais- 
ceau des  ellipses  pour  lesquelles  le  point  0  est  un  sommet 
d'axe  non  focal  et  la  parallèle  à  l'axe  des ^  menée  parle  point  A 


1°  Démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  deux  ellipses  du  faisceau  considér£  passent  par  un  point 
donné  P  est  que  ce  point  soit  i  l'intérirur  du  cercle  qui  a  le 
point  0  pour  rentre  et  OA  pour  rayon. 
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1'  Démontrer  que  ce  cercle  a  un  double  contact,  réel  ou 
imaginaire,  avec  chacune  des  ellipses  du  faisceau. 

3°  Limiter  les  régions  du  plan  dans  lesquelles  doit  être  situé 
un  point  P  : 

r  Pour  qu'une  seule  des  deu\  ellipses  du  faisceau  qui  pas- 
sent par  ce  point  ait  avec  le  cercle  un  double  contact  réel; 

2°  Pour  que  chacune  des  deux  ellipses  du  faisceau  qui  pas- 
sent par  ce  point  ait  avec  le  cercle  un  double  contact  réel; 

3°  Pour  qu'aucune  des  deux  ellipses  du  faisceau  qui  passent 
par  ce  point  n'ait  avec  le  cercle  un  double  contact  réel; 

4°  Lieu  des  pieds  des  normales  menées  par  le  point  0  à 
toutes  les  ellipses  du  {faisceau. 

Physique. 

I.  Une  pompe  aspirante  et  foulante,  de  capacité  C,  est  re- 
liée, par  le  tube  d'aspiration,  à  un  réservoir  de  volume  A  con- 
tenant un  gaz  sous  pression  Hg,  et,  par  le  tube  de  refoulement, 
i  un  réservoir  de  capacité  B  contenant  le  même  gai  sous 
pression  Pg.  Le  piston  est  au  début  au  bas  de  sa  course  et  la 
machine  ne  possède  pas  d'espace  nuisible. 

Calculer  les  pressions  successives  :  H,,  H„  ....  1I„,  P,, 
^ii  ■  •  •,  fni  dans  les  deux  récipients  lorsqu'on  fait  fonctionner 
la  pompe. 

II.  DeuK  prismes  A.  et  B,  d'indices  n,  et  /ii  dont  les  arêtes 
sont  parallèles  et  opposées,  se  touchent  par  une  face. 

Écrire,  tan*  dimonitration,  les  équations  qui  règlent  la 
marche  à  travers  cet  appareil  d'un  rayon  lumineux  simple, 
situé  dans  ud  plan  perpendiculaire  aux  arêtes. 

A  quoi  se  réduisent  ces  équations  si  le  rayon  incident  et  le 
rayon  émergent  sont,  respectivement,  perpendiculaires  aux 
faces  d'entrée  et  de  sortie? 


I.  Comment  établit-on  par  synthèse  la  composition  des  gaz 


Acide  chlorhydrique  ;  acide  sulfureux;  acide  carbonique. 
Dire  si  la  composition  de  ces  gai  répond  aux  lois  de  Gay- 
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II.  Od  prend  dans  l'eudiomètre  loo"  d'un  nii'Iange  d'oxyde 
de  carbone  et  d'hydrogène.  On  y  ajoute  5o"  d'oxygène  pur  et 
l'on  fait  détoner.  Il  se  dépose  de  l'eau  sur  les  parois  de  l'eu- 
diomètre et  il  reste  5o"  de  gaz  acide  carbonique  pur. 

Quelles  sont  les  proportions  de  gaz  oxyde  de  carbone  et  de 
gaz  hydrogène  dans  le  mélange  primitif? 


Calcul  trigonométrique. 

1°  Calculer  les  angles  d'un  triangle  isoscèle  dont  la  base  et 
la  hauteur  sont  dans  le  rapport  de  i  à  0,6524373^; 

1.°  Calculer  la  base  et  la  surface  de  ce  triangle  sachant  que 
le  rayon  du  cercle  circonscrit  est  de  35-j75",17, 


Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  grands  côtés  du 
cadre  à  o^.io  du  grand  cAté  inférieur.  Porter  sur  cette  ligne,  à 
partir  du  petit  côté  gauche  du  cadre,  0^,19.  Le  point  obtenu 
est  la  projection  horizontale  de  l'axe  rerticol  d'une  surface 
gauche  de  révolution.  Le  cercle  de  gorga,  qui  a  o",o3  de  rayon, 
est  projeté  verticalement  à  o'",aS  au-dessus  de  la  ligne  de 
terre.  La  droite  de  front,  qui  engendre  la  surface  gauche,  est 
projetée  en  avant  de  la  ligne  de  terre  et  a  sa  trace  huriiontale 
à  o'*,o3  du  petit  c&té  gauche  du  cadre,  de  sorte  que  sa  pente 
est  J . 

Par  la  trace  horizontale  de  cette  géniratrice,  on  fait  passer 
un  cercle  de  o'°,o4  de  rayon,  dont  le  centre  est  à  o",o5  en 
avant  de  la  ligne  de  terre  et  est  plus  rapproché  de  l'axe  de  la 
surface  gauche  que  ne  l'est  la  trace  horizontale  de  la  généra- 

Ce  cercle  est  la  hase  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  k  ta  génératrice  de  front  donnée  de  la  surface  gauche 
de  révolution. 

Représenter,  par  ses  projections  et  ses  contours  apparents, 
la  portion  du  cylindre,  suppose  plein  et  opaque,  comprise 
entre  le  plan  horizontal  de  projection  et  le  plan  horizontal 
situé  à  o'jiâ  au-dessus  de  celui-ci,  et  extérieure  à  la  surface 
gauche. 
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L'extérieur  de  la  surface  gauche  est  la  portion  de  l'espace  oii 
n'en  pas  situé  l'aie  de  révolution. 

On  n'indiquera  à  l'encre  rouge  que  les  constructions  néces- 
saires pour  déterminer  un  point  quelconque  de  la  courbe 
d'intersection  des  deux  surfaces  et  la  tangente  en  ce  point,  les 
points  extrêmes,  les  points  situés  sur  les  contours  apparents, 
les  asymptotes. 

On  exposera  succinctement,  sur  une  feuille  à  part,  le  pro- 
cédé suivi  pour  chacuie  des  déterminations  précédentes. 

Titre  extérieur.  —  Cylindre  limité  par  une  surface  gauche. 

Ce  titre,  en  lettres  dessinées,  est  de  rigueur.  Le  cadre   a 


CONCOURS  6éNÉRAL  BB  1891. 


HATREHATIQDES  SPECIALES. 

Ma  thématiques. 

On  donne  une  quadrique  Q  et  une  sphère  S  de  rayon  nul 
ayant  pour  centre  le  point  P;  soit  £  une  quelconque  des  qua- 
driques  passant  par  l'intersection  de  la  quadrique  Q  et  de  la 
sphère  S. 

1°  Démontrer  que  le  ci)ne,  ayant  pour  sommet  le  point  P  et 
pour  base  la  section  dt  la  surface  S  par  un  plan  touchant  la 
quadrique  Q  en  un  point  quelconque  M,  a  pour  un  de  ses  axes 
de  symétrie  ta  droite  PM. 

2°  Trouver  le  nombre  des  quadriques  S  qui  se  réduisent  à 
de  véritables  cônes  et  lE.>i  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  qne  l'un  de  ces  cùnes  devienne  un  véritable  cylindre  ou 
un  système  de  deux  plais  réels. 

3°  La  quadrique  Q  et  le  point  P  étant  donnés,  examiner  si  la 
propriété  énoncée  au  numéro  premier  peut  subsister,  quand 
on  remplace  la  sphérc-point  S  par  une  quadrique  convenable- 
ment choisie. 
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1.  Chaleur  spéciGque  des  gaz. 


1  vase  cylindrique  en  forme  de  cloche, 
icure,  flotte  un  cylindre  semblable  dont 
L   forme   de  gouttière;   l'espace  compris 


entre  les  deus  cylindres  est  rempli  partie  par  de  l'air,  partie 
par  du  mercure;  et  le  système  se  trouve  ainsi  en  équilibre 
pour  une  pression  atmosphérique  donnée- 
Quel  sera  l'elfet  produit  par  une  variation  de  la  pression 
extérieure,  et  comment  pourrait-on  faire  de  l'appareil  un  ba- 
romètre inscripteur? 

m.  Démontrer  que,  si  l'on  observe  l'irnage  d'un  objet  don- 
née par  un  système  optique  quelconque  symétrique  autour 
d'un  axe,  le  grossissement  reste  le  mène,  quand,  le  système 
e,  on  échange  les  positions  de  l'oeil  et  de  l'objet. 


I.  Analogies  et  différences  physiques  et  chimiques  du  brome 
et  de  l'iode.  Leurs  principaux  composés. 

II,  On  chautfe  i3*'',joo  de  phosphore  avec  un  excès  d'hy- 
drate de  baryte  dissous  dans  l'eau.  On  admet  qu'il  ne  se 
produit  ni  hydrogène  libre,  ni  ncîde  phosp borique  et  que  le 
gaz  dégagé  se  compose  de  ^g  de  phosphure  d'hydrogène  gazeux 
et  de  jô  de  vapeurs  d'hydrogène  phosphore  liquide.  Après 
dissolution  du  phosphore,  le  liquide  est  traité  par  un  courant 
d'acide   carbonique  en  excè'  cl  filtré.  A,  celte  dissolution,  on 
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ijoute  de  l'acide  sulfurique  dilué  tant  qu'il  se  forme  un  pré- 
cipité; OD  filtre  de  nouveau,  on  lave  el  l'on  sèche  le  précipité. 

Dans  la  dernière  liqueur  filtrée,  un  fait  passer  un  courant  de 
cblore  en  excès,  puis  on  évapore  et  l'on  calcine  en  s'arrétant 
avant  la  volatilisation  du  produit  solide. 

On  demande  : 

1°  Le  poids  du  précipité  donné  par  l'acide  sulfurique; 

a*  La  nature  et  le  poids  du  produit  contenu  dans  le  liquide 
séparé  de  ce  précipité; 

î"  Le  poids  de  chlore  utilisé  par  cette  dissolution  ; 

4*  La  nature  et  le  poids  du  produit  obtenu  après  évapora- 


On  donne  l'équivalent  du  baryum  ;  Ba  =  68,5. 


PHtLOBOPHIB. 

On  donne  dans  un  plan  deux  cercles  dont  les  centres  sont 
les  points  0  et  0'  et  qui  se  coupent  aux  points  A  et  B;  par  le 
point  \,  OD  mène,  dans  le  plan  des  cercles  donnés,  une  droite 
quelconque  qui  coupe  le  premier  cercle  aux  points  A  et  C  et 
le  second  aux  points  A  et  C  On  forme  le  triangle  BCC.  Soit  1 
le  centre  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  BCC  et  soient  E 
et  E'  les  centres  des  cercles  exinscrits  à  ce  même  triangle, 
le  premier  dans  l'angle  C,  le  second  dans  l'angle  C. 

1°  Trouver  le  lieu  décrit  par  chacun  des  points  f,  E,  E' 
quand  la  droite  ACC  tourne  autour  du  point  A. 

a°  Mener  la  droite  ACC  de  façon  que  l'aire  du  triangle  BCC 
soit  la  plus  grande  possible. 

3'  Mener  la  droite  ACC  de  façon  que  l'aire  du  triangle  lEE' 
soît  la  plus  grande  possible. 

4°  Dans  quel  cas  la  position  de  la  droite  ACC,  pour  laquelle 
l'aire  du  triangle  BCC  est  la  plus  grande  possible,  est-e)le 
aussi  celle  pour  laquelle  l'aire  du  triangle  lEE'  est  la  plus 
grande  possible? 


1.  Quelles  sont  les  valeurs  des  inconn 
fient  l'équation 
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sachant  qu'elles  doivent  satisfaire  au  système 

33:-»-8i=  -,y, 

II.  Soit  P  le  parallélépipède  ABCDA'B'G'D',  les  points  A 
et  A'  étant  opposés,  ainsi  que  B  et  B',  etc.  Par  chacun  des  som- 
mets on  fait  passer  le  plan  parallèle  au  pian  déterminé  par  les 
secondes  extrémités  des  trois  arêtes  aboutissant  à  ce  sommet. 
Ainsi  par  A  on  fait  passer  le  plan  parallèle  au  plan  BDC,  et 
ainsi  des  autres  : 

1°  Donner  une  construction  des  sommets  du  solide  R  limité 
par  ces  plans,'en  supposant  connus  les  sommets  du  parallélé- 
pipède P. 

1'  Inversement  déduire  les  sommets  du  parallélépipède  P 
des  sommets  supposés  connus  du  solide  R. 

3°  Quelles  particularités  présente  le  polyèdre  R  quand  P  est 
un  rhomboèdre,  ou  un  parallélépipède  rectangle  ou  un  cercleî 

4°  Calculer  le  rapport  du  volume  du  polyèdre  R  au  parallé- 
lépipède P. 

Nota.  —  Ix  rhomboèdre  est  un  parallélépipède  dont  les 
faces  sont  des  losanges  égaux. 


I.  Calculer  le 

nombre  des 

du 

nombre 

entier 

ntenus  dans  la 

suite 

A(B 

-+-0,     A(B-Ha),     ... 

A 

xnB; 

et  n  sont  des  nombres  entie 

rs  donnés 

Appliquer  au  c 

as  où 

A  =  75o,        B=i3oo.        n  =  8o. 

II.  1°  Étant  donné  un  triangle  ABC,  construire  un  poinl  M 
tel  que  ses  distances  aux  côtés  soient  proportionnelles  aux 
nombres  donnés  a,  p,  f.  Nombre  des  solutions.  Examen  du  cas 
où  a,  p,  Y  sont  égao\  entre  eux  cl  du  cas  où  ces  nombres  sont 
inversement  proportionnels  aux  longueurs  des  côtés  correspon- 
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1"  Si  l'on  suppose  caniius  les  points  comme  M  correspondani 
i  un  même  triangle,  construire  les  sommets  «le  ce  triangle. 

y  Étant  donne  arbitrairement  un  point  M  dans  le  plan  ilu 
triangle  ABC,  construire  tous  les  points  dont  les  distances  au» 
cAtés  de  ABC  sont  proportionnelles  aux  distances  du  point  M 
à  ces  côtés.  Discuter  le  nombre  des  solutions. 

j*  Étant  données  les  longueurs  a,  b,  c  des  côtés  du  triangle 
ABC  et  les  nombres  a,  ^,  ■(,  établir  la  formule  générale  don- 
niDila  disUnce  au  cCtié  BC  d'un  des  points  qui,  comme  M, 
satisfont  à  1°- 


concoins  pour  us  Boimses  de  ucime  en  isso. 


I.  En  désignant  par  m  un  nombre  entier  positif,  on  considère 
ileu\  poIynAmes  <p(:r),  'if(x)  entiers  en  t,  de  degré  inférieur 
à  m,  et  tels  que  Vvm  ail  identiquement 

I"  Démontrer  que  l'on  a  identiquement 

(.-T)cp'(:r)-mo(:r)=ia!'--i. 

Dans  cette  dernière  égalité,  œ  désigne  une  constante  et  y'(^) 
la  dérivée  de  ?(ar)  :  en  déduire,  à  l'aide  du  théorème  de  Rolle, 
que   le   polyaûme  ç(ar)  ne  peut  pas  avoir  deux  racines  néga- 


.!°  Déterminer  en  fonction  de  n 
cients  du  polynOme  çfr);  démontrer  que  ce  polyDQme  a  i 
plus  une  racine  réelle. 

n.  Étant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Ox,  0_f ,  on  cons 
dérc  un  losange  PQP'Q'  ayant  les  deux  sommets  P,  P'  si 
l'axe  des  x  et  les  deux  sommets  Q,  Q'sur  l'axe  de3_|-.  On  su 
posera  OP  —  p,  OQ  =  q. 

Ann.  de  Mathémat.,  :i-  série,  t.  X.  (Août  iSyi.)  ^5 
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1°  Par  un  point  M,  de  coordonnée))  r,  y,  passent  deux  co- 
niques inscrites  dans  le  losange;  former  IV'quation  du  second 
degré  en  m,  qui  admet  pour  racines  les  cocfncienis  angulaires 
des  tangentes  en  M  à  ces  deu\  coniques. 

■r  Trouver  le  lieu  des  points  M  où  se  coupent  sous  un  angle 
donné  deux  coniques  inscrites  dans  le  losange. 

3°  Déduire  de  l'équation  aux  coefiicients  angulaires  que  ce 
dernier  lieu  doit  se  composer  d'hyperboles. 


GONCOIRS  D'ADMISSION  A  L'ECOLR  DES  HIIÏES 
DE  SAINT-ÉTIEKNE  EN  1890. 


Géométrie  analytique  {f). 

On  considère  les  coniques  en  nombre  inlini  qui  passent  par 
deux  points  A  et  B  et  qui  sont  telles  que,  pour  chacune  d'elles, 
la  droite  AB  soit  l'un  des  deux  diamètres  conjugués  égaux. 
On  demande  de  déterminer  : 

1°  Le  lieu  des  foyers; 

■x°  Le  lieu  des  sommets  de  ces  coniques. 


Calcul  (i"). 
Résoudre  le  triangle  : 

a  =  29i6°,a5î,        c=  f6oa",3o(|,        C  =  aa»Î7'ii 
Ré'iillats  : 

\  r-.    4JMi',a3.  B  =.  Ii3°aa'i7',a5, 

h  .T.3H5a",,i5;  S  =  ai8''.75i"",46 

A'  :  iZ^'H^iff.-j-;.         If=    aa'aS'ig'.jj, 
b'  -  i58G'",7i),  S'^  899oS4'"'',3î. 
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Destin  graphique  (S"). 
Étant  donné  un  cône  oblique  â  base  circulai 
,  par  un  point  de  son  a\e  SO  une  droite  D  et,  par 

I  àe\i\  plans  quelconques. 


Construire  l'inursectjon  de  ces  plans  ave 

la  surface  dudit 

cûne. 

Physique  et  Chimie  (3"). 

I.  Définition  et  mesure  de  la  température 

Thermomètre  à 

mercure,  thermomètre  à  air,  pyromètres. 

II.  Propriétés,  fabrii 
de  l'acide  sulfurïque. 


CONCOUKS   SUPPLÉHEnTAlRB  (<)• 

Géométrie  analytique. 
Discuter  l'équation 


Rapporter  cette  courbe  à  s< 
tifs  des  coordonnées  sont  n 


;  axes,  sachant  que  les 
tangulaires. 


(')  Ce  Concours,  rdserté  au 
à  l'École  Polytechnique,  liasi  i 
Saint- Etienne  renvoyés  après 
pluj  lieu  à  l'avenir. 


aux  éléTcsde 
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Construire  \a  courbe  représentée  en  coordonnées  poiur« 
par  l'équation 

<«  =  p(p4-i)(p  +  a). 

Intersection  d'une  sphère  arec  un  c6ne  de  révolution  droit. 


L'épure  servant  de  composition  de  dessin  devra  être  passée 
i  l'encre  de  Chine. 


Résoudre  le  triangle 

A  =  45»,        ir^i936"',397, 

c==8oi-,i 

Résultats  : 

B  =  iia'2Î'4',3o,        C  = 

aaûSG'SS'.So 

a-i473M7,               S- 

545653"'',  3a. 

i.  Préparation   et  propriétés  du  phosphore.  Ses  principa 
composés  avec  les  autres  métalloïdes. 

II.  Détermination  des  indices  de  réfraction. 

III.  Réglage  et  mise  en  service  d'une  balance  de  précisit 
Esécution  d'une  double  pesée. 
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AGRÉGATION  IBS  SCIKTJCBS  KATHRHATIQlIliS 
(CONCOURS  DE  1890). 


Calcul  (5'). 
X  eljr  étant  les  coordonnées  d'un  point  d'un  plan 
courbe  défiaîe  par  l'équation 


tang 


(r.-) 


t  des  tangentes  pa- 


tang  a; 

Déterminer  : 

I*  Les  coordonnées  des  points  de  < 
rallèles  à  l'axe  des  x\ 

a"  Les  coordonnées  des  autres  points  OÙ  ces  tangentes  ren 
coDtrent  la  courbe. 

(On  donnera  les  résultats  avec  toute  la  précision  que  com 
porte  l'emploi  des  Tables  de  logarithmes  à  sept  décimales.) 

Géométrie  descriptive  (S'). 
Représenter  le  solide  commun  à  un  ellipsoïde  de  révoluiioi 
et  à  un  cdne  de  révolution. 


Données  : 
Ellipsoïde .  —  Son  ci 
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L'ane  de  révolulioD  est  vertical  et  il  a  pour  longue 
ai  =  13™; 
le  diamètre  de  l'équateur  a  pour  longueur  - 


Cône.  —  Son  axe  est  dans  le  plan  de  front  qui  passe  par 
rs\e  de  l'ellipsoïde. 

Les  génératrices  situées  dans  ce  plan  sont  : 

1°  La  tangente  au  point  le  plus  haut  de  l'ellipse  méridienne 
de  l'ellipsoïde; 

3°  La  droite  qui  joint  le  sommet  le  plus  bas  de  cette  méri- 
dienne au  sommet  le  plus  à  droite. 

L'angle  au  sommet  du  cOne  est  l'angle  aigu  formé  par  ces 
deux  génératrices. 

Nota.  —  On  placera  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux 
plus  petits  cOtés  de  la  feuille  et  a  égale  distance  de  chacun 
d'eux^. 

Les  candidats  joindront  à  l'épure,  sur  une  feuille  séparée, 
une  légende  expliquant  les  constructions  employées. 


NOTE  SUR  L-APPLICATIO!V  DE  TRANSFORIATIONS  DE  COmCT 
A  L'INTÉtiRiTION  DES  ÉQUATIO?IS  AUX  DÉRIVÉES  PAR- 
TIELLES DU  SECOND  ORDRE; 

Par  m.  J.  BRILL, 

Saint-John's  Collège  Cambridge. 


1 .  Dans  ce  qui  va  suivre  je  itie  bornerai  à  la  considé- 
ration des  transformations  <lc  contact  de  l'espace  ponc- 
tuel à  trois  dimensions,  et  je  ferai  des  applications  auï 
équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  qui 
contiennent  une  variable  dépendante  et  deux  variables 
indépendantes. 

Considérons,  d'abord,  le  cas  on  il  y  a  une  seule 
relation  entre  les  coordonnées  de  points  appartenant 
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aux  deux  espaces  corrélatifs,  et  supposons  cjue  cette  rela- 
tion Soit  de  la  forme 

ii(x,/,  i,  X,,^,,  3,)  —  O. 

Si  l'on  suppose  que  x,,Vi,z,  dé|>endeut  d'un  seul 
paramètre,  le  point  (ari,j>'i,2,)  décrit  une  courbe,  et  la 
surface  correspondante  de  l'autre  espace  enveloppe  une 
surface.  L'équation  <Ie  cette  dernière  surface  sera  une 
intégrale  particulière  d'une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre.  Cette  équation  sera  de  la  même 
forme  pour  toutes  les  surfaces  du  premier  espace  qui 
correspondent  à  des  courbes  du  deuxième  espace.  De 
l'autre  part,  si  l'on  fait  le  point  (x,  ^,  z)  décrire  des 
courbes,  on  obtiendra  des  surfaces  dans  l'autre  espace 
dont  les  équations  satisfont  à  uue  autre  équation  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre.  En  plusieurs  cas  ces 
deux  équations  seront  de  la  miime  forme.  Nous  parlerons 
pour  convenance  des  surfaces  dont  les  équations  satis- 
font à  ces  deux  équations  différentielles  comme  surfaces 
des  types  (A)  et  (B)  respectivement. 

Imaginons,  par  exemple,  que  l'on  considère  la  trans- 
formation de  contact  la  plus  simple  et  la  meilleure 
connue,  la  métbode  de  transformation  par  polaires  réci- 
proques. On  obtient  l'équation  générale  des  surfaces 
développa  blés 

rl  —  s'=o. 

Si  l'on  considère  la  transformation  donnée  par  l'équa- 
tion 

{^-*.)'  +  0'-^i)*+ («--.)'=«*. 

qui  transforme  une  surface  en  une  surface  parallèle,  on 
obtient  l'équalion  générale  des  surfaces  canaux 


X  f( t -l-î')r^a;iyi-i-(i +/?')/ J-i- Ci -f  p^-^-q'-'f-- 
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Considérons  maintenant  le  cas  où  il  existe  deux  rela- 
tions entre  les  coordonnées  de  points  appartenant  aux 
deux  espaces  corrélatifs 

O,lx,^,s,x„j',,s,)  =  o, 

Dans  ce  cas,  si  l'on  fait  le  point  (j:,,^i,  z,)  décrii-e 
une  courbe,  la  courbe  correspondante  de  l'autre  espace 
décrit  une  surface  dont  l'équation  satisfait  à  une  équa- 
tion diflëreiiti L'Ile  du  second  ordre.  Par  exemple,  sî  l'on 
considère  la  transformation  donnée  par  les  équations 

S  +  Z,+  IT,  =  o,  jr  —}ri=0, 

on  obtient  l'équation  générale  des  surfaces  gauclies  à 
plan  directeur 

q-'i-ipqs+p'-t^o. 

Dans  ce  cas  aussi  nous  parlerons  des  surfaces  appar- 
tenant au  premier  ou  au  deuxième  espacR,  qui  corres- 
pondent à  des  courbes  de  l'autre  espace,  comme  surfaces 
du  type  (A)  ou  du  type  (B)  respectivement. 

2.  Maintenant  je  me  propose  du  montrer  comment  on 
peut  faire  usage  d'une  transformation  de  contact  pour 
obtenir  une  intégrale  de  quelqu'une  des  équations  diffé- 
rentielles associées  du  second  ordre,  qui  satisfait  à  des 
condiiions  aux  limites  données.  On  peut  indiquer  les 
espèces  de  conditions  aux  limites  auxquelles  on  peut 
faire  l'application  de  cette  méthode  comme  il  suit.  Ou 
peut  demander  d'obtenir  une  surface  qui  satisfait  à 
l'équation  différentielle  donnée  et  (n)  (]ui  passe  par  deux 
courbes  données,  (b)  qui  touche  deux  surfaces  données, 
et  (c)  qui  passe  par  une  courbe  donikée  v\  touche  une 
surface  donnée.  Pour  les  autres  formes  de  conditions 
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aux  limiies  ou  aurait  besoin  eu  général  d'une  autre 
espèce  de  transformation. 

Supposons,  d'abord,  que  l'on  demanJo  une  inté- 
grale de  l'équailoii  dilTérentielIe  appartenant  au  premier 
espace,  qui  saiisfaii  à  des  conditions  aux  limites  de 
t'espèee  (a).  On  doit  chercher  une  surface  du  type  (A) 
passant  par  deux  courbes  données.  Correspondantes  à 
ces  deux  courbes,  on  obtiendrait  deux  surfaces  du  type 
(B)  dans  le  second  espace.  Ces  surfaces  se  couperaient 
eo  une  courbe.  Correspondante  à  cette  troisième  courbe, 
on  aurait  uue  surface  du  type  (A)  dans  le  premier  espace 
passant  par  les  deux  courbes  données. 

Considérons  maintenant  les  conditions  aux  limites 
•le  l'espèce  (i).  Les  corrélatives  des  deux  surfaces  don* 
liées  seraient  deux  surfaces  dans  le  second  espace.  La 
rorrétative  dans  le  premier  espace  de  la  courbe  eu 
laquelle  ces  surfaces  se  coupent  serait  une  surface  du 
ly[ie  (A)  touchant  les  deux  surfaces  données. 

Ou  peut  obtenir  une  sidutiou  du  troisième  cas  d'après 
la  Diùme  manière.  A  la  surface  donnée  correspond  une 
surface,  et  à  la  courbo  donnée  correspond  une  surface 
i\i  type  (B).  La  corrélative  de  la  courbe  en  laquelle  ces 
deux  surfactrs  se  coupent  est  la  surface  demandée. 


sut  LE  NOUVEXENT  D'UN  CORPS  SOLIDE  AUTOUR 
Vm  POIKT  FIXE; 

Par  m.  ROBERJOT, 
Étudiant  i  la  Faculté  des  Sciences  de  Lyoa. 


Je  me  propose  d'étudier  ce  mouvement  sans  employer 
il'axcs  particuliers;  d'obtenir  ainsi  les  résultats  connus 
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et  de  donner  des  équations  du  mouvement  une  interpré- 
tation géométrique  simple.  ^ 

p.  If,  r  désignant  lus  composantes  de  l'ase  instantané 
de  rotation,  on  a  pour  la  vitesse  et  l'accélération  d'an 
point  du  corps  solide 

iiùe  (fx         dq  dr        ,  , 

dy  d*y  dr         dp        ,  , 

dz  d*a  dp         dq         ,  , 

Nous  poserons 

Force  vive  totale  du  système.  —  Soit  T  cette  force 
vive,  on  a 


2T  = 


"[m^ty^m 


Moment  lesultant  des  quantités  de  mouvement.  — 
Les  composantes  a,  ^,  i  de  l'axe  de  ce  moment  sont 

Remarquons  que 

Êfinations  générales  du  mouvement.  —  Appliquons 
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le  théorème  des  moments  des  quantités  di;  mouvement 
par  rapport  aux  trois  axes;  désignons  par  a,  b,  c  les 
composantes  de  i'asedes  moments  des  forces  appliquées; 
nous  aurons 

-\-Fpr~Epg  —  D^'— D/->=  a, 


Telles  sont  les  équations  du 
Remarque.  —  On  ea  ttre  facl 
vantes 


=  ap-i-  bq  -^-  cr. 
On  voit  que 

(6)  91+3.  +  ^!=  aT  — A, 

c'est-à-dire  que  la  dillerence  entre  le  travail  total  cl  le 
carré  de  l'axe  OC  =^  /  du  moment  résultant  des  quan- 
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lilés  de  mouvement,  est  constante 

(6)  aT  -/'=  A. 

Théorèmes  de  Poinsot.  —  i"  On  a 


<i>  désignant  la  vitesse  instantanée  et  p  la  distance  au 
point  fixe  du  point  K  où  l'axe  instantané  perce  l'ellip- 
soïde d'inertie,  il  suffit  d'écrire  que  le  point  K. 


('î'd-'^ 


est  sur  l'ellipsoïde  d'inertie. 

a"  Le  plan  tangent  en  K  à  l'ellipsoïde  d'inertie  est 
perpendiculaire  à  l'aie  OC  ;  l'équation  de  ce  plan  est,  en 
eirct, 

où 

par 


donc  l'équation  du  plan 

P 
il  est  perpendiculaire  à  OC. 

3'  La  distance  de  l'origine  â  ce  plan  tangent  est 


La  relation 

7T  =  /'-A 
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peut  donc  s'écrire 

!?  =  ;.-» 


Remarque  I.  —  Si,  à  un  moment  donné, 
p  =  a,        y  =  P,        r  =  Y' 
les  équations  du  mouvement  se  réduisent  à 

on  a 

Remarque  II.  -~Sia^=:6  =  c  =  o.  les  é<]uatïons  se 
réduisent  à 


Oc  =  /  est  constant,  et 


-    f         •^"""■ 

On  en  déduira,  par  la  méthode  de  Poinsot,  les  équa  - 
tiens  de  la  polhodie  et  de  l'erpolliodie. 

Interprétation  géométrique  des  équations  (4)  du 
mouvement.  —  Remarquons  que  q-^  —  r^,  /a  —  py 
etp^  —  f  et  sont  les  composantes  de  la  vitesse  du  point 
C(a,  ^,  y)  considéré  comme  faisant  partie  du  corps  solide  ; 
designons-les  par  ^^ ,  -,  ^;  ^,  -  ,  -J  sont  les  com- 
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posantes  de  la  vitesse  du  point  C{a.,^,y)  considéré 
comme  l'extrémité  de  l'axe  résultant  du  moment  des 
quantités  de  mouvement.  Les  équtlions  (4)  du  mouve- 
ment peuvent  donc  s'écrire 


^  +  ^  =  A, 

''^  ^^t   -r 

Elles  expriment  que  la  résultante  du  la  vitesse  du  poiut 
C(o(,  p,  y),  considéré  comme  point  matériel  du  corps  so- 
lide^ et  de  la  vitesse  du  point  géométrique  C(a,  ^,y)i 
considéré  comme  extrémité  de  l'axe  résut  tant  du  moment 
des  quantités  de  mouvement,  est  égale  en  grandeur  et  en 
direction  à  l'axe  résultant  OA  des  moments  des  forces 
extérieures. 

On  peut  considérer  la  courbe  SlieudespoinU  Cdans 
le  solide  et  la  courbe  M  lieu  des  mêmes  points  dans 
l'espace,  de  sorte  que  les  diirérents  points  C, ,  C^,  . .. 
du  corps  solide  viendront  coïncider  successivement  avec 
l<>s  points  C,  C,  ...  de  l'espace;  en  d'autres  termes, 
le  cône  de  sommet  O  de  base  S  roulera  en  glissant  sur 
le  cdne  de  sommet  O  et  de  base  M  et  la  vitesse  de  glisse- 
ment est  ((I,  6,  c). 

Si  a  =^  S  =^  c  ^=  o,  on  a 
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SUR  U  TRANSFORHATION  PAR  RAYONS  VECTBIiRS  RECI- 

nmt&  ET  SUR  mt  génération  iécakiouk  ies  m- 

DU^UES; 

Par  m.  S.-L.  RAVIER, 

ftlHe  de   I'ÉcoIp  Polytechnique. 


La  transformation  pour  rayons  vecteurs  réciproques 
dans  le  plan  est  un  cas  particulier  de  la  Iransformatiou 
birationnelle  du  second  ordre  que  voici  : 

Nous  considérons  un  plan  P,  une  quadrique  S,  et 
deux  points  A,  A'  sur  cette  quadrique. 

A  cliaque  point  M  du  plan  P  nous  faisons  corres- 
pondre le  point  Nf  qui  se  trouve  à  l'intersection  avec  ce 
même  plan  de  la  droite  joignant  A'  au  second  point  [i 
distinct  de  A,  où  le  rayon  AM  rencontre  la  surface. 

De  cette  transformation,  nous  arrivons  à  celle  par 
rayons  vecteurs  récipioques  lorsque  nous  substituons  à 
la  surface  iy  une  sphère,  aux  points  A>  A'  les  extrémités 
du  diamètre  de  cette  sphère  perpendiculaire  au  plan  P. 

Que  la  sphère  soit  coupée  par  le  plan  P  ou  non,  nous 
aurons  toujours,  d'ailleurs,  la  puissance  de  la  transfor- 
mation en  prenant  la  puissance  par  rapport  à  la  sphère 
du  point  où  A  A'  rencontre  le  plan  P;  cette  puissance 
doit  être  prise  avec  son  signe.  Si  l'intersection  de  la 
sphère  et  du  plan  P  est  réelle,  c'est  le  cercle  qui  la  con- 
stitue qui  est  le  cercle  directeur  de  la  transformation. 

On  peut  déduire  de  ce  qui  précède  les  principales  pro- 
priétés des  ligures  anallagmatiques. 

Il  est  avant^eux  dans  cette  étude  de  supposer  le 
centre  de  la  sphère  contenu  dans  le  plan  P,  et  alors  on 
voit  apparaître  d'une  manière  lumineuse  les  propriétés 
de  ta  courbe  appelée  seconde  déférente  par  les  auteurs 
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qui  ont  ûtu<Iié  les  figures  anallagmatiquL-s.  Elle  se  pré- 
sente ici  comme  la  projection  sur  le  plan  P  d'une  courbe 
symétrique  par  rapport  à  ce  plan,  et  qui  est  le  lieu  des 
points  tels  que  celui  que  nous  avons  appelé  p. 

Nous  n'avons  pas  l'intention  d'aller  plus  loin  dans 
cette  voie,  et  nous  allons  déduire  de  prinripes  récipro- 
ques de  ceux  qui  prétèdcnl  la  construction  d'un  sys- 
tème articulé  qui  permet  de  faire  décrire  à  l'un  de  ses 
points,  dans  l'espace,  «ne  surface  du  second  oitlrc. 

Pour  cela,  prenons  dans  un  plan  P  un  cercle  C  de 
centre  O,  menons  par  O  une  droite  quelconque,  et  pre- 
nons sur  elle  deux  points  A,  A'. 

Nous  joindrons  A  à  un  point  M  du  plan  P,  A'  au  point 
M'  déduit  du  point  M  par  inversion  par  rapport  au 
cercle  C,  et  je  dis  que  le  point  ^,  intersection  de  AM  et 
de  A'M',  décrira  une  surface  du  second  ordre  quand  M 
se  déplacera  d'une  manière  quelconque  dans  le  plan  P. 

En  effet,  il  n'y  a  jamais,  comme  le  lecteur  peut  s'en 
convaincre,  qu'un  point  |j.  sur  une  droite  AM,  et  de  plus 
le  point  A  est  un  point  simple  de  la  surface  décrite  par 
[ji,  car  toutes  les  tangentes  k  la  surface  en  ce  point  sont 
contenues  dans  un  même  plan  qui  est,  cela  est  îm[x)r- 
tant  à  remarquer,  parallèle  au  plan  P. 

D'ailleurs,  la  section  de  la  surface  par  le  plan  P  est  le 
cercle  C;  il  en  résulte  que  les  points  A,  A' sont  des  om- 
bilics de  celte  surface. 

Ce  mode  de  génération  ne  peut  donc  être  appliqué 
aux  surfaces  réglées  qui  n'ont  pas  d'omliilîcs  réels,  mais 
il  est  facile  de  voir  que  nous  pourrons  l'appliquer  à  un 
ellipsoïde,  un  paraboloïdc  elliptique  ou  un  liyperbo- 
loïdc  à  une  nappe  quelconques,  car  nous  pourrons  dé* 
crire  de  cette  façon  une  surface  qui  : 

i"  Ait  deux  mêmes  ombilics  avec  les  mêmes  plans 
tangents  en  ces  ombilics  (A,  A'); 
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2"  Ail  une  même  section  plane  circulaire,  parallèle  à 
ces  plans  tangents  (cercle  C). 

Si  l'on  veut  coiiatruîrc  un  système  articulé  basé  sur 
cts  principes,  et  <]ui  permette  de  décrire  une  surface  du 
second  ordre,  ce  système  se  composera  de  deux  parties  : 

1°  Un  système  articulé  permettant  de  tracer  deux 
Ggures  planes  eu  inversion  l'une  par  rapport  à  l'autre, 
on  se  servira  là,  soit  d'un  appareil  Peaucellîer,  soit  d'un 
appareil  basé  sur  ce  qui  a  été  dit  au  commencement  de 
cette  Note;  remarquons  eu  passant  que  ce  dernier  appa- 
reil pourrait  être  substitué  en  toutes  circonstances  à 
l'appareil  Peaucellîer  ;  il  semble  d'ailleurs  moins  simple; 

2°  D'un  autre  système  articulé  appliquant  ce  qui  a 
été  dit  eu  dernier  lieu,  et  relié  convenablement  au  pre- 
mier. 


ItSALISATION  &T  USAGE   DES  FORWES  IMAGINArRBS 
EK  GÉOMÉTRIE. 

Conférences  donnb&s  par  M.  Uaxihu.ien  A1A.KIE 

I  Collège  Stanislas,  k  Sainle-Barbe ,  à   l'École  Sainte-Geneviève 

et  à  l'École  Monge  ('). 


Nous  allons  cberclier  la  nature  et  la  valeur  (Je  la  pé- 
riode engendrée  dans  l'intervalle  compris  entre  deux 
pareils  plans  limites. 

L'équation  la  plus  générale  d'une  sui'face  ayant  des 
asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  z  est 


{')  Voir  i.  X,  P-  35'J- 
Ana.  de  Mathémat.,  î'  : 
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si  l'on  voulait  <]uc  l'axe  des  z  fùl  lui-même  une  asym- 
ptote, il  faudrait  faire  c  ^  o;  et,  si  l'oD  voulait  encore 
que  l'axL-  des  z  fût  une  asymptote  d'îiiflexîou  d'une  sec- 
tion plane  quelconque  de  la  surface  par  un  plan  passant 
par  l'axe  des  2,  il  faudrait  faim  k  =  o. 
L'équation  de  la  surface  deviendrait  alors 

-1-  (rfj;*-i-  exy  -^  fy* •\-  g X  -^  hy')!."-* -^ . , .  =  o. 

Les  traces,  sur  le  plan  des  xy^  des  asymptotes  paral- 
lèles à  l'axe  des  z  seraient  alors  les  divers  points  de  la 
droite  ax  -^hy^=.f>. 

Si  l'ou  voulait  que  le  lieu  de  ces  traces  fôt  l'axe  des  j;, 
c'est-à-dire  que  les  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  s 
fussent  toutes  contenues  dans  le  plan  des  zx^  il  faudrait 
faire  a  ^  o. 

Alors  l'équation  de  la  surface,  en  divisant  par  b-,  de- 
viendrait 

_>'«™-'-+-(aa:'-!-  ^xy  -^  fj''  +  33^-1-  ty)s"-*-h- .  -=  o. 

Si  l'on  coupait  cette  surface  par  uu  plan  x^l,  l'é- 
quation de  la  projection,  en  vraie  grandeur,  de  la  section 
sur  le  plan  des^;,  parallèlement  aux  x,  serait 

la  période  cyclique,  relative  à  l'axe  des  z  de  la  quadra- 
trice  de  cette  courbe,  est 

qui  s'annule  pour  /»=  o,  et  /,  ^ • 

Pour  obtenir  le  volume  engendré  par  cette  |>ériode 
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cyHiijm;,  il  faillirait  L-alculor  l'intégralo 


r/— i.asiiiYZ     /      ;(/-/,)Krf/, 


■"•""■  l''^ 


K  désignant  l'inverse  du  rapport  d'uue  longueur,  comptée 
sur  l'axe  desx,  h  sa  projection  sur  une  perpendiculaire 
au  plaît  des  j-«. 
Cette  înlégralca  pour  valeur 

±,,/-,..K,i„V7.(3„2) 
ou 

d:/=T.aKsili  VZ  t-^(^-A'i 

on  voit  (jue  c'est  le  produit  par  \/ — laKsinjï^du vo- 
lume d'une  spliêiL'. 

Mais  le  volume  cubé  est  en  réalité  celui  d'un  ellipsoïde 
dont  l'un  des  diamètres,  parallèle  à  l'axe  des  x,  serait  /, , 
t.-i  dont  les  deux  autres,  situés  ditns  le  plan 


^nt,  l'un, .une  valeur  nulle,  et  l'autre,  nue  valeur 
infinie,  de  telle  sorte,  cependant,  que  le  rectangle  de 
ces  deux  diamètres  fùi  -7-'  - 


On  peut,  au  reste,  très  aisément,  obtenir  l'équation 
même  de  cet  ellipsoïde,  en  étendant  aux  surfaces  aigé- 
briques  le  théorème  qui  nous  a  servi  à  fonder  la  théorie 
des  périodes  cycliques  des  quadratrices  des  courbes  algé- 
briques, c'est-à-dire  celle  proposition  que,  dans  le  voi- 
sinage de  l'une  de  ses  asympLoies,  non  inflexionnelle, 
une  courbe  de  degré  quelconque  tend  toujours  à  se 
confondre  avec  une  hyperbole  du  second  degré. 
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Pour  les  surfaces  algébric|ue3,  le  théorème  s' 


lia  nappe  d'une  surface  algébriijue  de  degré  quel- 
conque qui  se  rapproche  indéfiniment  du  plan  lieu  d'une 
série  d'asymptotes  parallèles  et  non  injîexionnelles  de 
la  surface,  cette  nappe  tend  à  se  confondre  avec  un 
hyperboloïde  du  second  degré  ;  et  celle  des  conjuguées 
de  la  surface,  dont  les  cordes  réelles  sont  parallèles 
aux  mêmes  asymptotes,  comprend,  outre  d'autres 
nappes,  une  nappe  fermée  séparée  des  autres  et  4fui 
tend  à  se  confondre  avec  un  ellipsoïde  indéfiniment 
aplati  et  indéfiniment  allongé  le  long  da  plan  lieu  des 
asymptotes  considérées,  c'est-à-dire  un  ellipsoïde  dont 
le  diamètre,  conjugué  du  plan  considéré,  tend  vers 
zéro,  et  dont  les  deux  autres  diamètres,  contenus  dans 
ce  même  plan,  sont  l'un  fini  et  l'autre  infini,  ce  dernier 
ayant  d'ailleurs  la  direction  des  asymptotes  en  ques- 
tion. 

En  eliei,  reprenons  l'équation  de  U  surface  sous  la 
forme  déjà  employée 

^3"'-i  ^- (aa-'-i- P17  +  YJ'-H  Sx  +  Ej)  ;:"-»  +  ...=  o, 

c'est-à-dire  supposons  qu'on  ait  fait  le  choix  d'axes  dé- 
fini précédnninent  (la  direction  de  l'axe  des  ^  est  restée 
quelconque,  mais  c'est  indifférent,  puisqu'on  cherche  ce 
que  devient  la  surface  dans  la  direction  de  y  ^  o).  Si 
l'on  coupe  cette  surface  par  un  plan  j:=  /,  l'équation 
de  la  projection  de  la  stictîon  sur  le  plan  des  yz  est 

dans  cette  équation,  le  produit  dey  devenu  nul  par  z 
devenu  Jiiûni  tend  vers  — (a/*+3/);  par  conséquent 
les  équations  de  la  section  considérée  tendent  à  se  ré- 
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l'équatioii  de  la  surface,  dans  les  environs  de  son  plan 
asymptote,  j^n,  tend  donc  n  se  réduire  à 


-^"(--ir^S' 


(jui  représente  un  liyperboloïdc  à  une  nappe. 

Parmi  les  ellipsoïdes  uonjugués  de  cet  hj'pcrboloïde, 
il  y  en  a  un  qui  appartient  à  la  surface  proposée,  comme 
étant  une  de  ses  conjuguées  :  c'est  celui  dont  les  cordes 
réelles  ont  une  direction  infiniment  voisine  de  celle  des 
asymptotes  de  la  surface,  contenues  dans  le  plan  y  ^  o. 
Ce  serait  cet  ellipsoïde  indéfiniment  aplati  dans  le  sens 
des^  et  indéGnimenl  allongé  dans  le  sens  de  l'axe  des  z 
dont  il  faudrait  calculer  le  volume,  pour  obtenir  la  pé- 
riode spbérique  de  la  cubatrîce  de  la  surface;  mais 
comme  tous  les  ellipsoïdes  conjugués  de  l'hypcrboloïde 


yi 


ont    même  volume,  on   cboisira   celui   qu'on    voudra 
d'entre  eux. 

ai.  On  voit,  par  ce  qui  vient  d'être  dit,  que  la  direc- 
tion des  plans  sécants,  parallèles  entre  eux,  au  moyen 
desquels  on  découpe  la  surface  à  cuber,  étant  clioisie, 
et  par  conséquent  les  m  asymptotes  de  la  surface,  paral- 
lèles à  ces  plans,  étant  définies,  on  trouvera,  dans  la 
cubatrice,  m  périodes  spbériques. 

Mais,  si  ladirection  des  plans  sécants  venait  à  cbanger, 
les  asymptotes  de  la  surface,  qu'il  faudrait  faire  interve- 
nir, changeraient  aussi,  <^t  ce  serait  évidemment  une 
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question  très  intéressante  de  savoir  si  li»  périodes  splté- 
riques  de  la  cubatrice  changeraient  aussi. 

La  question  n'aurait  pas  lieu  d'âtre  posée  au  sujet  ie 
riiyperboloïde  à  une  nappe  (ni  de  l'hyperboloïde  à  deux 
nappes,  mais  pourune  autre  raison),  puisqu'on  sait  que 
la  période  unique  de  la  cubatrice  d'un  liyperboloïde  à 
une  nappe  est  le  produit  par  </ —  i  du  volume  eu  veloppé 
par  l'un  quelconque  des  ellipsoïdes,  allongés  nu  non,  de 
cet  hyperboloïde. 

Mais  le  fait,  évident  dans  le  cas  des  surfaces  du  secimd 
degré,  ne  l'est  plus  du  tout  dans  le  cas  des  surfaces  de 
degrés  supérieurs,  ut  la  preuve  du  fait,  presque  sur abou- 
dantc  dans  le  premier  cas,  ne  se  trouverait  pas,  pour 
lus  autres,  dans  des  considérations  aussi  simples. 

Cependant  le  théorème  est  général. 

Mais  je  n'en  donnerai  pas  la  démonslralion  en  ce 
moment. 

StD.  Classification  des  intégrales  doubles  cubalrices 
des  surfaces  algèbritjues.  —  La  nature  de  la  cubatrice 
d'une  surface  algébrique  dépendra  toujours  essentielle- 
ment de  celle  de  la  quadratrice  d'une  section  plane  quel- 
conque de  cette  surface. 

Si  l'on  veut  que  la  cubatrice  n'ait  aucune  période 
ultrasphériquc,  il  faudra  que  la  quadratrice  d'uue  quel- 
conque de  ses  sections  planes  n'ait  pas  de  périodes  ultra- 
cycliques  et,  pour  cela,  si  l'on  veut  que  les  sections 
planes  de  ta  surlace  dé(>endent  encore  du  plus  grand 
nombre  possible  de  paramètres,  sous  la  condition  d'être 
quarrables  par  les  fonctions  circulaires  ou  logarithmi- 
ques, il   faudra   que  ces  sections   présentent  chacune 

-■ points  doubles,  m  désignant  le  degré 

de  la  surface  i  c'est-à-dire  qu'il  faudra  que  la  surface 
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etl&<inéme   coniimme    une   couibc   double    du    degré 

26.  Si  l'on  veut  que  la  cubatrice  de  la  surface  soit 
algébrique,  il  faudra  eu  outre  que  toutes  les  sections 
[lianes lie  cettesurfacesoieutquarrables  algébriquement, 
c'eit-à-dtre  que  les  in  asymptotes  d'une  section  p]aiie 
({aelconque  coupeut,  cliacune,  cette  section  eu  trois 
points  situés  à  l'intlni,  ou  en  m  —  3  points  seulement,  à 
distance  finie. 

27.  Nous  allons  chercher  l'expression  analytique  des 
conditions  renfermées  dans  celte  dernière  condition. 

Reprenons  pour  cela  les  équations  établies  au  début 
du  n°  23  : 

Pour  que  la  période  cyclique  relative  à  l'asymptote 
parallèle  à  —  ^  ■?  ^  -  de  la  quadralricc  d'une  section 
plane  mobile  parallèle  à  cette  direction,  restât  toujours 
identiquement  nulle,  c'est-à-dire  pour  que  la  période 
spbérique  correspond  an  te  restât  constamment  nulle,  il 
faudrait  qu'en  éliminant  Xg,  par  exemple  entre  les 
équations 


on  tombât  sur  une  équation  identique  aity^. 
Ces  conditions  sont 
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et 

(3)    ç^i+n».  P,  ')-^f«Vci^i',  P>  1)  +  ^?k'X('.  P.  0  =  »>■ 

Si  l'on  veut  que  ces  trois  conditions  soient  satisfaites, 
quels  que  soient  a  et  p,  c'eat-à-dire  si  l'on  veut  que 
toutes  les  périodes  sphériques  de  la  cubatrîce  disparais- 
sent, CCS  trois  conditions  devront  être  considérées  coDiDie 
des  équations  simultanées,  aux  différentiel  les  partielles, 
dont  les  fonctions  (p,  ij;  et  ■j^  seraient  les  inconnues. 

Il  s'agit  d'intégrer  ces  trois  équations. 

Occupons-nous  d'abord  de  la  première,  qui  ne  contient 
que  la  fonction  cp.  Elle  exprime  que  le  cône  lieu  des  pa- 
rallèles aux  asymptotes  de  la  surface,  menées  par  l'ori- 
gine, est  formé  de  m  plans. 

En  elfet,  l'équation  de  ce  cône  est  f(x,^,  z)  ^  o,  de 
sorte  que  f(x,y^i)=o  est  l'équation  de  la  section  àe 
ce  cône  par  le  plan  z  =  i.  Or,  pour  exprimer  que  le 
iie.u  if{x,y,  z)=:u  se  compose  de  droites,  il  faudrait 
exprimer  que  -r^t  en  un  quelconque  de  ses  points,  est 
nul  et  c'est  précisément  ce  qu'exprime  l'équation  (i), 
car  l'équation  f{x,y,  i)  =  o  donned'abord 

et  ensuite 

ou,  en  remplaçant^  par r» 

rfî  O'J  o!r 
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J'oii  l'on  voit  que  la  condïlioii 


2?j}-?j:?r-+-?j'?r  = 


Aiiisi  la  foncUOD  f(x,y,  z)  doit  fitre  le  produit  de  m 
facteurs  linéaires 

(A,  af  +  B,^-)-Ci  s), 
(A.,a7  +  B,j'-i-C,a), 


{*„«-  + B„j'  +  C„«). 


En  second  lieu,  l'équation  (a)  exprime  que  toutes  les 
ssjmpLotes  de  la  surface  sont  effectivemeat  contenues 
dans  m  plans. 

En  ellét,  toutes  les  asymptotes  infiniment  peu  incli- 
nées les  unes  sur  les  autres  doivent  déjà  être  paral- 
lèles à  un  même  des  plans  représentés  par  l'équation 
o(x,j',  z)  =  o,  car  une  asymptote  variable  de  direction, 
d'une  manière  continue,  ne  pourrait  changer  de  plan 
directeur  qu'en  prenant  momentanément  la  direction 
de  l'intersection  de  son  ancien  plan  directeur  avec  l'un 
des  (m  —  i)  autres.  De  sorte  que,  si  la  droite 

^o?'n-+- J«?p+ +(3,  P,  I)  =  o, 
lieu  des  traces  sur  le  plan  des  xj-  des  asymptotes  paral- 
lèles à  la  direction  -  =:  '^  ^^  -  ne  change  pas  lorsque  a 
et  ^  varieront  infininient  peu  ou  varieront  dans  de  cer- 
taines limites,  toutes  les  asymptotes  correspondantes 
seront  dans  un  même  plan. 
Or  c'est  précisémeut  l'invariabilité  de  la  droite 

<iu' exprime  l'équation  (2). 
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En  eflel,  si  l'on  fait  varier,  daus  ré(]uatioii  <1«  cetU; 
droite,  a  de  da.  et  P  de  f/^,  elle  devient 

et  si  l'on  veut  exprimer  que  les  deux  droites  coïncidenl, 
il  faudra  exprimer  que  les  accroissements  des  ooeâîcients 
sont  proportionnels  aux  anciennes  valeurs  de  ces  coeffi- 
cients, ce  qui  donnera 

Cil  divisant  par  dx  et  remplaçant  -^  par  —  -^  >  ««s  équa- 
tions deviennent 


L-à-dire 


La  première  de  ces  conditions 

?â>  ■??'  —  ?âp  ?o  93  =  —  ?P'  Ça  ■+-  ?»?  ?k  9P 

n'est  autre  que  la  condition  (i)  déjà  trailée;   quant  à 
l'autre 

?â-?y— ?âp?â?p  _  'i'â?'p-'i'3?à 

elle  se  réduit  précisément  à  l'équation  (a) 

Âiusi  les  équations  (i)  et  (a)  expiiment  que  toutes 
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les  is^mptoles  de  lii  siiction  doivent  être  comprises  dans 
m  pliiis. 

Quant  à  l'équation  (3),  il  est  inutile  d'eu  cUcrclier  la 
traduction  :  puisqu'elle  eicprime  que  cliacuiie  des  asym- 
ptotes coupe  la  surface  en  un  troisième  point  situé  à 
l'infini,  elle  doit  exprimer  que  chacun  des  m  plans 
asympiotes  coupe  la  surface  .suivant  une  courbe  de 
degré  m  —  3 . 

En  conséquence,  les  surfaces  de  degré  m,  cubables 
algébriquement  et  contenant  encore  le  plus  grand  nom- 
bre possible  de  paramètres,  sous  cette  condition,  de- 
vraient être  recbercbécs  pariiiî  les  surfaces  ayant  une 
courbe  double  de  degré  - —  _ — — — ■)  que  pourrait  re- 
présenter l'équation 

iMx  -t-  B,^  +  G,3  +  D,)  (A,.c  +  B,j'  +  G,;:  -.-  D,)  . . . 

X  {Kn3!-\-  Bm^-t-  C„S  +  D,„)  +  9„-i{x.  y,z)  =  o, 

^iH-a  désignant  un  polynôme  complet  en  x,y,  z,  de 
degré  (m  —  3)  au  plus. 

28.  Applicationaux  surfaces  du  troisième  ordre.  — 
Les  surfaces  de  troisième  ordre  capables  de  cubature 
algébri<|ue  doivent  être  recherchées  dans  le  type 

(a,n- A|_j'  +  c,3  +  (i|)(a,3;-i-6iX  +  c«s  +  rfi) 

■X  (a^x -i- bty -i- e,z  +  dt) -i-  H  =  o. 

Si  l'on  suppose  la  surface  irréductible,  la  seule  ligne 
double  qu'elle  pourra  contenir  sera  une  droite.  Suppo- 
sons qu'on  ail  pris  cette  droite  jiour  axe  des  r,  l'équa- 
tion de  la  surface  devra  se  réduire  à  une  identité  si  l'on 
y  fait  X  ^o  ely  =  o,  ce  qui  donne 

C,  Cl  c,  =  o. 

OlCirf,  +  C,C]rf, -i-CjC,  rf,  =  o, 

fi,  rf((/,+  Cirfjrf[-(-C3rf|rf,  î=  o, 

rf,rf,rfj-t-H  =  .j: 
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H  uc  pouvant  être  supposé  nut,  saus  quoi  la  surface  se 
réduirait  à  trois  plans,  ^,  ,ni  d^,  nid^  ne  sauraient  non 
plus  disparaître;  eu  conséquence,  c,,  c,  et  Ct  devront 
être  nuls.  C'est-à-dire  que  la  surface  devra  être  un  cy- 
lindre parallèle  à  sa  ligne  double. 

Les  conditions  précédentes  expriment  simplement  que 
l'axe  des  z  est  sur  la  surface  :  pour  que  cette  ligne  soit 
double,  il  faut  et  il  suffît  que  l'origine  soit  un  point 
double  de  la  trace  du  cylindre  sur  le  plan  des  xy.  Or, 
l'équation  de  celle  trace,  ou  celle  de  la  surface,  est  de- 
venue 

(a,a:-\-b,y  +  di)(a,j:-t-  btjr  +  d,) 

X  (a^x  +  bty -{- di)  —  dtdtd)  =  o; 

et,  si  l'origine  est  un  point  double,  celte  trace  seraquar- 
rable  algébriquement,  c'est-à-dire  sera  an  trèfle  ou  un 
foltum,  suivant  que  les  trois  asymptotes  seront  réelles 
ou  qu'il  y  en  aura  deux  imaginaires. 

Les  deux  seules  surfaces  du  troisième  ordre,  cubables 
algébriquement  et  dépendant  encore  du  plus  grand 
nombre  possible  de  paramètres,  sous  cette  condition, 
sont  donc  le  cylindre  à  base  de  trèfle  et  le  cylindre  à  base 
de  folium. 

29.  Le  Tome  II  de  ma  Théorie  des  fonctions  de  va- 
riables imaginaires  contient  la  tbéorte,  analogue  aux 
précédentes,  des  intégrales  d'ordres  supérieurs. 

i^suiyre.) 
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LK  CB^RR  D'INBIITIE  ET  LES  NOMINTS  l'rNRRTIE 
BU  CORPS  fiPICYGLOrBA; 

Pab   m.   svechnicoff. 

Professeur  au   Gymnase   de  TioIUk. 

Le  moment  d'inertie  de  la  surf  ace  épicjcioïd  aie  homo- 
gène autour  de  l'axe  oz  est  éga]  à 

■ ?=»       • a»» 
si  l'on  désigne  par  7  la  densité  de  la  suiface; 


^>+^=  «•[(«•+ sin'«<f) 

On  sait  que 

/        jin""  j- fos''a-<fe  —    /      sin™  j"  costr  ttc  =  o, 

si  »  est  un  nombre  impair. 

Par  conséquent,  les  termes  qui  conti<nneiit  cosa  et 
l'Os'cc  se  détruisent  et 

X  f      [(/.t+sir.'«çH-(3-ico*nç-t-co^«o)C0s»a]rfa, 

j„=in<:a'T.f''  sin' ^  (an>-i- 5  -  jcos/iç- nos'«ç)rfo. 

>„.=  8itaa'  f    sin'4(2/i»  +  K  — 4cos'it  — îc  l'i^-ji/i}., 
Ann.  de  JUathemal.,  î-  série,  l.  X.  (Scplcml 
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si  l'on  désigne  par  m  la  masse  de  la  surracc  épicj- 
cloïdale. 

Le  moment  d'inerlie  du  corps  épïcycloïdal  Iiomogùne 
autour  de  l'axe  «z  est  égal  à 


■CX"<"^ 


En  remplaçam:'+_^*par  son  expression  et  dU  par 
o•(l-cosn?)»(«-^cos«)siD>!.rfT'^. 

nous  pouvons  Jétruirc  les  termes  qui  couticnnent  cosa 
et  cos'a;  par  siite 

Iojt=anao»  /      (i  — cosnç)*rf^ 

+  (3— '(Cosno  -i-cos>nç)sintacos*«ij(/a, 

1^:=  in<ia*T.  f  "  (i-cosno>» 

(n'-fsin'n<p       3  —  4  cos/iy  +  cos'no\ 
■1  ^  8  )'"f 

Eu   délriisaut    les   termes  qui   contiennent    cos^, 
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^,  cos'i}/,  on  a 


si  l'on  désignt;  par  M  la  masse  du  corps  épicyvloïdal. 

Chaque  partie  du  corps  épicycloïdal  a  deux  plans  de 
sjmélrie  qui  passent  par  l'origiue  des  coordonnées.  Le 
planx^  est  un  de  ces  plans.  L'autre  plan  de  symétrie 
est  perpendiculaire  à  la  droite  qui  passe  par  deux  points 
de  rebrou ssement.  Désignons  par  A  le  point  de  re- 
brousscment,  situé  sur  l'axe  ox,  et  par  B  l'autre  point 
Je  rebioussemenl.  Menons  la  droite oypcrpendiculaire 
àAB  et  la  droite  oa^  parallèle  à  AB,  de  sorte  que 
l'angle  xox'  soit  obtus.  Désignonsparxj^K'iZ' les  coor- 
données d'un  point  quelconque  de  la  suiface  épicjcloï- 
dale  par  rapport  aux  axes  ox',  oj',  oz.  ilors 


Les  équations  de  la  surface  épicycloïdaïc  par  rapport 
aux  axes  oa^,  oy,  oz  sont 


Posons 


Alors 

■  t-sin 
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Quand  a  augmeiile  de  klto.  jusqu'à  -  vi  — ",  -i  dinittiui; 

de  -  jusqu  a  zéro  cl 

Le  centre  d'inertie  de  la  surface  épîcycloïdale  est 
situé  sur  l'axe  oy.  Désignons  par  p  sa  distance  an 
point  O.  Alors 


En  remplaçaiit  y  par  son  (^xpicssi 
—  4"*  cos'  —  (r.  +  cosa)rftîi(/a,  cl  rn  fai 
lion  relative  à  a,  nous  pouvons  dciru 
(jui  contiennent cosa. 

Par  conséqumt. 


on  VI  ffS  par 
sanl  l'intégra- 
re    les  termes 


ntfi  —  .i  «'  0  /     cos»  -^  d^ 

X  i     |/i(nr(>^-]-  — sinil<siDn  +  )  +  {icos/i.l/)cos'Vco»'a](/i.  ' 

mp^  'iT.a'i  f    ros:^ff2nï-i-i)cos^.— insin^sin/i^-i-cosiJ-coïB'i'I'ft    j 
ou  ' 

S)  l'on  pose 

X  [^(,  „>+  ,){cos^  -  ^^Lp-1  cosf  n  -  t)^  +  '^-I  oos(n  +  Dl] 
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f"  r,  ,\   J<  **"' 21  +  5  TT  6rt'-t-2«  -I-  5 


8(3«--i)     *" 


1         it/ian'  +  an       ian'-i-3n      n^ 


"  (ni-4((9nî-4)(a 


En  posant  n  ^  i  el  n  —  a,  on  a 

^=—         et        />=^i 


Si»  =  I,  les  droites  oy'  et  oj:  forment il'angle  tu. 
Désignons  par  p'  la  distance  du  ceDl|-c  d'inertie  de 
la  surface  épicycloïdale  à  la  droite  AB.   ' 
Alors  1 


Par  le  milieu  de  la  droite  AB,  menou! 
parallèle  a  oz.  Le  moment  d'ineilie  de 


la  droite  o' z' 
•face  ("pi- 
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cycloïdale  autour  de  l'axu  o' s'est  rgal  à 

..,  =  /„._m(/)>-/7'*)=yoi— mua  cos^/ ■>./>  — no  cos^ 

iSan*  cos*  - 


.[.,(,. 


s- 


En  posant  n  ^  oc,  on  a 

Considérons  la  surface  de  révolution  engendrée  par 
la  Gjcloïdc  tournant  autour  de  sa  base.  Le  moment 
d'inertie  de  cette  surface  autour  de  l'axe  équatorial  est 
égal  à  l'expression  trouvée,  parce  que  la  surface  consi- 
dérée est  la  limite  de  la  surface  épicycloïdale,  quand  n 
augmente  indéCniment. 

D'autre  i)ai't,  ce  moment  d'inertie  est  égal  à 

{if  —  sinip)*(i  — coscp)sin-(f^ 

-+-2it»a'  /      (t  —  cosç)*sm  irfip  —  mit'a». 

Le  deuxième  numbrc  est  la  moitié  du  moment  d'iner- 
tie de  la  mèm;  surface  autour  de  l'axe  de  révolution. 
Ce  moment  d'inertie  est  égal  à 


'-""/" 


siD''<]i  d'^  =  - 


-tf^ 


Désignons  jar  P  et  F  les  distances  du  ceuire  d'iner- 
tie du  corps  tpicycloïdal  au  point  O  et  à  la  droite  AB. 
Alors 


•/  :c 
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supprimé  le 


-f(h- cosn4')c03'l' cos'a  sin'a  rfa]. 
Nous  avuDS  supprimé  les  termes  qui  coatienneut 
cos  a  et  cos'  a 


si  l'on  pose 

/i^]  =  (i-t-cosrt+)»[(4n*-4-i)cos'}'  — 4«sintsis''^'  +  co9'^cosn'l<] 
/S        l5co.^^.       3co.a»t       cm8„»\ 
"U  1  >  4     / 

X  [((«•+  1)  co«+  -  4lpi  C0!(i.-i)t  +  *-2i!  co.(n  +  1)+], 


f  "/(+)''+  = 


8on'+35   .    ir        i5a'— 7n-t-7  .    it 
8         ""S"^        i(~-i        *"n 

i5/i'-'-7n  +  7    .    jt un' — 1I/1  +  7    .    1: 

■2(»  +  i)       ""»  4(J"!~,)       ""ô 

ian*-t-  ijft-t-7    .    tt       ft' —  îil-n    .    TT 
4Ci»  +  i)       ""«"^    ï(3/.4-i)    "°n 


ï(în  +  i)         »^8       ,. 


.    TiTaonM-g       B<t'+7         ifinV-?        Hw*— il 


r>-i|i  (»•-.)(»"• -1) 
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Il  en  résuhe  qui' 


■  7:(«>-iK4»>-i)(9» 
En  iiosant  fi  :=  i  et  '/  =  3,  on  a 


Le  moment  d'iuertie  du  cor|is  épic^doïdal  autoui*  de 
l'axe  o's'  est  égal  à  I^:'  =  Im  —  M  (  P»  —  P''  )  ou 

r  .\        ,6,  36«.aini^  1 

I„.=.=  Ma'|^n'(.-l-co.'-j  +  —  ^  ^(„._  ,),4„«_  ,)(g„,_  .jj' 

Eti  posant  «  =;  oo,  on  a 

— (¥-i)- 

CoQsidcronc  le  cor[>s  de  révolution  engendré  par  U 
cycloïde  tourDant  autour  de  sa  base.  Le  nioineut  d'iner- 
tie de  ce  corps  autour  de  l'axe  équatorîal  pa.ssanî  par  le 
centre  d'iaertie  est  égal  à  l'expression  trouvée.  D'autre 
part,  il  est  égal  ^ 


=^X" 


(.-C05?)». 


LedeuKiène  membre  est  la  moitié  du  moment  d'iner- 
tie du  même  eorps  autour  de  l'axe  de  révolution.  Ce 
moment  d'irertîc  est  égal  à 


T'a'  /     sin'"!^  rfi)i  = 


e3Ma> 
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MTB  SUR  LES  APPROXrMATfOlliS  U\$  LB  CALCUL 
LOGARITHMIQUE; 

PiR  M.  Vladislis  PUCHEWICZ. 


Les  auteurs  des  mauuels  d'Algèbre,  en  parlant  de 
l'approsimation  d'un  nombre  donné  par  son  logarithme, 
font  la  remarque  que,  la  ditlérence  tabulaire  étant  A,  on 
ne  peut  obtenir  le  nombre  qu'approché  à  -  :  remarque 
qui  serait  tout  à  fait  juste,  sî  le  logarithme  à  l'aide 
duquel  nous  caleiilons  lu  nombre,  ainsi  que  le  logarithme 
tabulaire,  étaient  rxacLs.  Mais,  comme  le  logaritlime  ta- 
bulaire n'est  approché  qu'à  j('),  les  difTérencesqu'à  i,  em 
le  logarithme  du  nombre  cherché,  résui  tat  en  général  des 
opérations  sur  d'autres  logarithmes,  qu'à  uue  approxi- 
mation variable,  cette  remarque  ne  nous  sufBt  pas  à 
définir  l'approximation  d'un  nombre  calculé  à  l'aide  des 
logarithmes.  Même  IVl.  Vieille,  dans  sou  ouvrage  spécial  : 
Théorie  générale  des  approximations  numériques,  en 
s'occupant  minutieusement  des  erreurs  provenant  de 
l'hypothèse  de  la  proportionnalité  des  petits  accroisse- 
ments des  nombi-es  et  de  leurs  logarithmes,  ne  résont 
pourtant  pas  ta  question  générale. 

Dans  cette  Note,  je  démontre  que  l'on  peut  toujours 
obtenir  le  logarithme  d'un  nombre  approchéà  j ,  je  cal- 


(')  Lorsque  je  parle  d'un  lugarilhmu,  j'appelle  anilë  l'unité  du 
rang  du  dernier  cliilTre  des  logariliimp?*  tabulaires;  lonquc  je  parle 
d'un  nombre,  le  m£rac  mol  désigne  l'untlé  du  raoc  du  dernier  cliilTrc 
dej  nombres  tabulaires.  Je  crois  que  ce  double  emploi  du  même  mm 
ne  présentera  aucune  difTicnllé  au  lecteur. 
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culc  l'approximalion  d'un  nombre  Irouvé  à  l'aide  de  son 
logaritlinic,  étant  donnée  l'approximation  de  ce  loga- 
rithme, et  j'appli(|ue  ces  règles  dans  un  exemple  numé- 
rique. Je  ne  mentionne  pas  des  erreurs  provenant  de 
la  proportionnalité,  car.  coaime  on  le  sait,  elles  sont  né- 
gligeables en  présence  des  erreurs  provenant  de  l'Inexac- 
titude des  logaritliines  tabulaires. 

Soient  £<  et  Ej  les  erreurs  des  deux  logarithmes  tabu- 
laires consécutifs,  ^  =  ^i  —  ^i  l'erreur  de  la  dilFérence 
tabulaire,  et  d  la  partie  fractionnaire  du  nombre  dont 
nous  désirons  obtenir  le  logarithme.  L'erreur,  dansée 
logarithme,  sera  alors  la  somme  des  erreurs  du  loga- 
rithme tabulaire  et  de  l'accroissement  calculé  à  l'aide  de 
la  différence;  celle  erreur  sera  donc 

•(1)  c,-HrfY. 

Comme  la  limite  de  e,  est^,  et  que  la  limite  de -f  est  i,ou 
pourrait  croire,  au  premier  coup  d'(Eil,quclalimitcde 
(i)est  i^;  nous  démontrerons  que  cette  limite  est  égale 

^î^ous  remarquons  qu'il  peut  se  présenter  les  trois  cas 
suivants  :  i  "  Ei  et  e^  sont  de  mêmes  signes,  et,  quant  à 
la  valeur  numérique,  t,  est  plus  grand  quocj;  3°  ils  sont 
de  mtïm'es  signes,  mais  la  valeur  numérique  de  Sj  est 
plus  grande  que  celle  de  e,  ;  3"  ils  sont  de  signes  con- 
traires. 

Dans  l«  pi-emier  cas,  y  est  moindre  que  ~  et  du  signe 
contraire  n£,,  et  comme  r/ est  une  Traction  proprement 
dite,  l'expression  (  i  )  est  une  difierence  de  deux  fractions, 
chacune  moindre  que  ^;  par  suite  cette  expression  même 
est  moindre  que  ^ . 

Dans  le  deuxième  cas,  y  est  aussi  moindre  que  5,  miâs 
est  du  signe  couliaire  à  î,  ;  or,  si  l'on  remplace  E|  par 
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't—f-  *^''  oblienl 

E,— Y+dY  =  :»— (i  — 'Oy. 

et  cette  expression,  où  y  est  du  môme  s!gno  <juc  E^,  est 
de  nouveau  uue  difTérenrc  de  deux  fractions,  chacune 
moindre  <]ue^. 

Dans  le  troisième  cas,  y  peut  èlrc  plus  grand  que  j  ; 
mais,  si  nous  mettons  dans  (■)  s^ — e,  à  ta  place  dey, 
nous  obtenons 

t, +  rf{s,- Si  )  =  (1  -  rf)  e, -t- E„ 

et,  comme  Ei  et  Ej  sont  de  signes  contraires,  n'>us  avons 
(le  nouveau  la  difTérence  de  deux  fractions  dont  chacune 
est  moindre  que  3 . 

Nous  voyons  donc  que,  si  nous  tâchons  d'obtenir  le 
résultat  avec  la  plus  grande  approximaltou  possible,  il 
ne  faut  pas  rejeter  dans  l' accroissement  du  logarithme 
IcschiBresdurang  inférieur  à  celui  des  unités det  loga- 
rithmes. M£me  dans  les  calculs  élémentaires,  il  serait 
bon  do  retenir  ces  chiffres,  surtout  lorsqu'on  doit  multi- 
plier le  logarithme  par  un  nombre  entier. 

Nous  avons  supposé  Jusqu'à  présent  que  le  nombre 
dont  nous  voulions  calculer  le  logarithme,  ainsi  que  sa 
partie  fractionnaire  t/, étaient  exacts:  si  le  nombre  n'était 
qu'approt'héà  a,  il  faudrait,  avant  tout,  connaître  l'erreur 
qui  en  résultera  pour  le  logarithme.  Celte  erreur  aura 
pour  limite  oA',  où  A'  est  la  limite  supérieure  de  la 
différence  tabulaire.  On  trouve  cette  limite  supérieure 
en  comparant  la  différence  à  c&té  du  nombre  donné  avec 
les  différences  voisines. 

A  l'aide  de  ces  règles,  nous  pourrons  toujours  définir 
la  limite  de  l'erreur  itans  un  logarithme  résultant  des 
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opérations  sur  d'auires  logarithmes  et  représentant  le 
logarithnto  du  nombre  cherclié  :  cette  limite  pourra 
ôtre  mise  sous  la  forme  m.j.  Si  nous  oalculons  le 
nombre  correspondant  à  un  tel  logarithme,  nous  devons 
ajouter  au  nombre  tabulaire  la  fraction  -i  où  A  est  la 
dîllërencc  tabulaire,  vl  o  la  différence  «tnlre  notre  loga- 
rithme et  le  togarillime  tabulaire.  L'approximation  de 
A  est  1,  t'esi-à-dire  2.^,  et  celle  de  5  est  (/n -H  i)^- 
Cherchons  l'erreur  absolue  de  la  fraction  -  .  d'après  la 
formule 


i  +  Y         A         (A  +  -f)i 

Pour  trouver  la  limite  supérieure  de  cette  fractiou, 
remarquons  quo  8  et  A  sont  positifs,  et  représentons  par 
P'  et  Y  l<is  valeurs  absolues  de  p  et  y.  Le  numérateur  de 
cette  fraction  ne  peut  pas  être  plus  grand  que  A^'  +  Sy'i 
et,  afortiori,  que  A{3'-f-Y');  le  dénominateur  ne  peut 
pas  être  plus  petit  que  (A  —  y')  ^> '^'^ '"^i'^'**^  l"^ '^ 
fraction  iiepeutpas  ètreplusgrandeque  ^— — -^-  En  sub- 
stituant pour  ^'et-j^  leurs  valeurs  limites{m-)-  1)3611, 
nous  obtenons  la  valeur  limite  de  l'erreur 

Comme,  en  général,  la  division  S  :  A  ne  s'eifectue  pas 
exactement,  il  faudra  ajouter  encore  à  cette  limite  une 
fraction  -  (c  étant  te  reste  de  la  division  5  :  A),  fraclioii 
qui  pourra  être  remplacée  dans  la  limite  par     _    ■ 

Dans  le  cas  où  l'on  trouve  le  Ingarithme  dans  les 
tables,  la  limite  de  l'erreur  est 
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parce  cju'alors  il  faut  mettre  5  =  o,  ii  cause  de  quoi  lu 
terme  ù-^  disparaît  dans  le  numérateur. 

La  fraction  (a')  rcpréseute  la  limite  de  ce  qu'on  de- 
vrait ajouter  au  nombre  tabulaire,  si  le  logarithme  i^ui 
nous  sert  à  calculer  le  nombre,  ainsi  que  le  logarithme 
tabulaire,  pouvaient  âtre  donnés  exactement. 

Comme  exemple,  calculons  la  surface  d'un  triangle 
par  la  formule 


OU 

a  =  ji3,38f,        B  =  36''47'  33',        G  =  i9"a5'4o'. 
Le  calcul  sera 

log  a*  =  5,2337116        approché  à  a| 
logsin  B  =  r, 77733976  "  ij 

log  sin  C  =  7,8805774  «  I  { 

log  2  =  1,6989700      (') 
log  sin(B  +  C)  =  0,00094708  »  jj 

log  S  =  4,5905.(584         approché  à  5  J- 
Nom  trouverons  dans  les  tables  cinq  chiffres  entiers  : 
38953  auxquels  il   faudra    ajouter  la   fraction  ^^  en 

tenant  compte  de  l'erreur  - — -  = 

En  elfcctuant  la  division  4P)4  •  1 1^,  nous  obtenons 
le  preoiier  chiffre  du  quotient  iet  le  reste  4)6;  le  second 
chiffre  du  quotient  sera  aussi  4i  *!l  le  reste  correspon- 


(')  Naui  ne  mariguons  pas  l'approximalion  Je  log  3,  car,  si  mCmc 
on  prenafL  ce  logarithme  avec  huit  chiffres,  il  serait  o,3i>io3och>,  sa 
«leur  plus  eiacle  étant  o.îocoaggDSW.... 

(te  se  souvenir  qne  son  logarithm 
le  cas  oit  il  sérail  multiplié  par  u 
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danl  0,13.  Si  nous  prenons  S^^  38953,4,  celte  valeur 
sera  on  tout  cas  trop  petite,  la  partie  omise  de  l'accrois- 
sement —  étant  plus  grande  que  l'erreur  du  sens  indé- 
iini  —  ;  mais  l'erreur  par  défaut  sera  moindre  qoe-^i 
et  aussi  moindre  que  o ,  i .  Si  nous  prenons  S=  38953  (44< 
la  limite  de  l'erreur  sera  -- — i  moindre  que  o,o4- 

Supposons  maintenant  que  les  données  de  ce  calcul  ne 
sont  pas  des  nombres  exacts,  mais  approchés  eux-mêmes 
à  Y  de  leur  dernier  chiffre.  Conformément  à  la  signiB- 
caiion  convenue  du  mot  unité  dans  le  nombre,  la  limite 
de  cette  erreur  aura  pour  chaque  nombre  l'expres- 
sion jf . 

Pour  le  nombre  a,  la  différence  tabulaire  est  lojj 
mais,  après  loô,  nous  trouvons  des  diiïércnces  106:  donc, 
pour  limite  su|>érieui-e  de  cette  diUerence,  il  faut  pren- 
dre 106,  et  l'erreur  du  logarithme  de  a^,  provenant  de 
l'inexactitude  du  nombre,  aura  pour  limite 

On  pourrait  calculer  de  mémo  les  limites  dans  les  lo- 
garithmes des  sinus,  mais  nous  rencontrons  dans  cet 
exemple  un  cas  spécial  :  (B  -+-  G)  étant  moindre  que  go", 
les  erreurs  de  B  et  de  C  donnent  des  erreurs  de  mùiue 
sens  dans  les  logarithmes  des  sin  B  et  sin  C  que  dans  le 
logarithme  de  sin  (B-f-  C),  et,  comme  ce  dernier  loga- 
rithme doit  Hre  retranché  de  la  somme  des  deux  pre- 
miers, l'erreur  totale  sera  aussi  la  diHercnce  des  erreurs 
correspondantes  (•).  Nous  obtenons  pour  limite  de  ces 


(<)  Désignons  tes  cmurs  do  tt  et  G  par  a  cl  ^  (qui  sont  de  signes 
indéterminés),  l'erreur  de  (B-l-C)  sera  alors  (a-np);  désignons  les 
limites  des  dilTércnccs  tabulaires  correspondantes  par  a|,,  s'f^  et  ^g^^i 
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irois  erreurs  ^(a8a  —  i3)  +  -f;(i8i  —  ii):=  i'^)?!) 
(le  manière  que  la  limite  <le  l'erreur  totale,  daus  le  loga- 
ridimc,  sera 

(5 +  ai,2-i-43,;)i,  c'est-à-dire  70  J, 

et  la  limite  de  l'erreur  dans  le  nombre —^ —  =  — ^■ 

L'accroissement  du  nombre  étant  comme  auparavant 
~-,  si  l'on  prend  pour  S  les  cint]  chliTres  entiers,  on 
a  une  valeur  de  S  approcbéc  par  défaut  à  moins  de 
—^1  c'est  à-dire  à  moins  d'une  unilé.  Si  l'on  prend  S 
a?ecle  premii;!'  cliiffre  décimal,  le  sens  de  l'erreur  reste 
ituléteroiiné,  et  la  limite  ' 
»-dire  moindre  que  0,4- 


CKRGLB  TANGRirr  A  TROIS  CBRCLBS  MKNBS; 

Par  m.  V.  HIOUX, 
Professeur  au  lycée  de  Nantes. 


1.  La  solution  qui  suit  comprend,  comme  eas  particu- 
lier, celle  de  Gcrgonne,  qui  se  trouve  ainsi  complètement 
justifiée. 

Donnons-nous  trois  cercles  (A),  (B),  (C),  de  rayons 
inégaux;  plaçons  les  centres  aux  trois  sommets  d'un 
triangle  ABC  et,  pour  (ixer  les  idées,  supposons  cbaque 
cercle  extérieur  aux  deux  autres.  Appelons  C  le  centre 


U  limite  de  l'erreur  sera 

»  a;  +  ?  ic  -  <  »+  P)  ^ii-..c  ^  »  (  a'b  -  AU 

c)  +  ?('ic-A^). 

où  sfors  pour  i'B^^  il  faudra  prendre  nun  la 
la  limite  inférieure. 

imite  supérieure,  mais 
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(  4oo  ) 
(]«  simililude  directe  de  (A)  et  de  (B);  de  tnèmc  A'  le 
centre  de  similitude  directe  de  (B)  cl  de  (C);  enfin  B' le 


centre  de  similitude  directe  de  (C)  et  de  (A).  Les  cen- 
tres de  similitude  inverse  correspondants  pourront  être 
désignés  par  C, ,  A', ,  B', , 

Si  un  cercle  (  w)  louche  deux  quelconques  des  cercles 
donnés,  (A)  et  (B)  par  exemple,  eu  a  et  i,  les  poinU 
de  contact  seront,  dans  le  système  (  A),  (B),(r<i),  ou  deux 
centres  de  similitude  de  mâme  nature,  ou  deux  centres 
de  similitude  de  nature  différente. 

En  considérant  le  premier  cas,  on  a  les  théorèmes 
suivants  : 

Théorèmk  I.  —  Si  les  points  de  contact  d'un  cercle 
(w)  et  fie  deux  cercles  { A)  et  (B)  sont  deux  centres  de 
similitude  de  même  nature  : 

i"  Les  points  de  contact  a  et  b  sont  antihomologues 
par  rapport  au  centre  de  simililude  directe  C  de  (A) 
et  de  (B)  : 

a"  Le  cercle  (w)  coupe  orthogonalemenl  un  cercle 
fixe  (H)  de  centre  G'. 
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3'  Le  cercle  (U)  a  le  inemô  aTe  raïUcal  ijub  les 
cercles  {k)  et  {M). 

*  Démonxtration .  —  i"  On  observe  d'abord  que  les 
trois  centres  de  similitude  a,  h  et  C  sont  en  ligne  droite, 
puisque  les  deux  premiers  sont  de  même  nature  et  qiv-' 
C  est  un  centre  de  similitude  directe. 

Soit  M  le  point  de  rencontre  dps  Ungentes  à  (w)  en 
<i  et  i;  ces  tangentes  sont  égales  et  par  suite  le  point  M 
est  sur  l'axe  radical  de  (A)  et  (B);  il  suit  de  là  que 
lei  points  a  vl  b  sont  a Qti homologues  par  rapport  au 
point  C,  l'une  des  origines  d'inversion  de  (A)  et  du(B). 

3"  Soit  )■  la  puissance  d'inversion  pour  le  point  C 
Ona 

C'axG'6  =  X. 

Donc  le  cercle  (<ii)  coupe  ortliogonalcment  un   cercle 
(  H),  de  centre  C  et  de  rayon  y'/,. 

3**  On  observe  d'abord  que  tout  cercle  passant  par 
les  points  a  et  i  de  (A)  et  de  (11),  an tî homologues  par 
rapport  à  C,  coupe  orthogooaleinent  le  cercle  d'inver- 
sion (H)  relatif  à  C. 

Considérons  en  particulier  le  cercle  ((d,  )  de  centre  M 
et  de  rayon  Ma^MA;  il  coupe  orthogonale  ment  les 
cercles  donnés.  Soit  m  un  de  ses  points  de  rencontre 
avec  (H).  On  a  C'a  x  C'è  =  >>  =  Cm  :  donc  C'wt  est 
une  tangente  meuée  de  C  au  cercle  (u,  ).  Dès  lors  Mm 
est  perpendiculaire  sur  Cm  et  se  trouve  tangent  à  (H) 
eu  m.  Ou  a  Ma  =  M&  =  Mm.  Le  point  M  est  d'égale 
puissance  par  rapport  à  (A),  (B)  et(H),l!lontles centres 
Honl  sur  la  mduie  droite  AB. 

Les  trois   cercles   oui  donc   le  màuie   axe  radical, 
c.  v-  F.  n. 

Théorème  II.  —  Si  un  cercle  (u)  coupe  orlhogo- 
Ann.  de  Mathémat.,  3'  série,  i.  X.  (Septembre  i8c(i.)        aS 
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nalemenl  le  cercle  â' inversion  (H)  e(  touche  (A)  en  a, 
H  louche  égnlement  (B)  en  un  point  b  anlihomologue 
■de  a  par  rapport  au  centre  de  similitude  directe  C. 

'EncOetfSi  l'on  fonuela  ligure  inverse  du  système  (A), 
(li>)ct  (H)  en  ]ireiiant  C  pour  origine  et  X  pour  module, 
le  ticrcle  (H)  se  conserve,  le  cercle  (u))  est  â  lui-même 
MK  inverse  ci  vient  toucher  l'inverse  de  (  A)<]ui  est  (B) 
en  un  point  A,  anti-homologue  de  a  sur  la  droile  C'a- 
c.  Q.  >.  D. 

-1.  Ci'la  [K)st',  soit  (w)  un  cercle  touchant  (A),  (B) 
et  (C)  respectivement  en  a,  h  et  c,  les  poiats  de  contact 
éiant  des  centres  de  sîmililude  de  même  nature  pour  le 
groupe  (A,  B)  d'une  part,  pour  le  groupe  (A,  C)  d'autre 
part,  et  par  suite  pour  le  groupe  (B,  C). 

Soit  (H)  le  cercle  d'iniersion  de  centre  C  pour  (A) 
et  (B)  ;  soit  de  même  (K)  le  cercle  d'inversion  de  centre 
B'  ponr  (A)  et  (C).  L<t  cercle  cherché  {w)  doit  couper 
orthogonaicment  chacun  des  cercles  d'inversion  (H)  et 
(K).  Donc,  en  vertu  du  théorème  II,  on  est  ramené  au 
problcnte  suivant  : 

Tracer  un  cercle  coupant  orthogonalement  tes  cer- 
cles d'inversion  (H)  et.  (K)  et  touchant  tun  des  cercles 
donnés,  le  cercle (\)  par  exemple. 

La  siiluiion  du  problème  dépend  des  deux  lemmes 


Lemme  I.  —  Tous  les  cercles  coupant  orthogonale- 
ment les  cercles  (H)  et  (K)  ont  pour  axe  radical  la 
ligne  des  centres  CB*  rfe  ces  deux  cercles,  c'est-à-dire 
Taxe  de  similitude  directe  de.*  cercles  proposés. 

Considérons  en  efl'et  deux  quelconques  de  ces  cercles 
(m,  )  ei  {<•>,)  :  ils  sont  coupés  orthogonalement  par  (H) 
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i.'lpar(K);  duuc  leur  asc  radical  passe  par  C.  «.cuire du 
(H),  et  par  B',  centre  cIe(K}^  cet  aie  radical  est  donc  la 
droite  C'B'.  c.  y.  f,  n, 

Lemme  II.  —  L'axe  radical  tilt  vurcle  (A),  /tor 
exemple,  et  d'un  cercle  varinhh  ((■>,)  coupant  ortlio- 
^onalement  (H)  et  (K)  tourne  autour  d' un  point  fixe 
(I)  de  l'axe  de  similitude  directe  des  cercles  donnés, 
quand  le  centre  de  ((i>()  se  déplace  sur  l'axe  radical 
He{\\)etde{Yi). 

Au  cercle  (A),  associons  deuxcei-cies  (w,)  et  (wj)  or- 
iliogonaux  à  (H)  et  (K);  leur  centra  radical  1  est  uu 
[loint  du  l'axe  radical  de  (u,)  et  (uj),  c'cst-à-dii-u  un 
(Hiiiitde  CB';  si  l'on  fait  varier  le  cercle  (tO))  toujours 
ortliogonal  à  (H)  et  à  (K.),  le  point  I,  intersection  des 
deux  axes  radicaux  fixes,  ne  changera  pas;  donc  l'axe 
radical  tournera  autour  du  point  I.  c.  q.  f.  n. 

Hemartfue.  —  Sans  tracer  les  cercles  (H)  et  (K),  on 
peut  obtenir  à  volonie  un  cercle  (w,)  qui  les  coupe 
orthogonalement. 

Pourcela,  ilsuflitdesedonnerun  point  ^  sur  (A)  et  de 
construire  son  aniihoniologue  </  sur  (B)  par  rapport  à 
C  et  son  auliboinologue  p  sur  (C)  par  rapport  à  B'. 

On  sait  que  tout  cei'cle  passant  par/:»  et  y  coupe  or- 
ihogonaienient  le  cercle  (il)  et  que  tout  cercle  passant 
par^  et  r  coupe  orlhogonalcmeni  le  cercle  (K).  Donc 
un  cercle  (ui)  circonscrit  au  triangle  ^^^r  coupera  octlio- 
goaalemeul  les  deux  cercles  (H)  et  (K).  En  menant  du 
centre  Oi  de  (<■>,  )  la  perpendiculaire  sur  l'axe  de  simi- 
litude directe  des  cercles  donnés,  on  aura  l'axe  radical 
de(H)et(K){'). 

('}  En  outre,  l'axe  radical  de  <«>,)  el  de  (A)l0D[Dil  ft  poini  I  par 
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3.  Oii  p<!ut  mai  II  tenant  résoudre  le  problème  en  ques- 
tion d'une  manière  tout  à  fait  générale  : 

Règle  générale,  —  Pour  tracer  un  cercle  ((a)  tou- 
chant de  la  même  manière  trois  cercles  donnés  (A  ),  (B) 

i"  Construisez  l'axe  Je  similitude  directe  des  cercles 
donnés  et  tracez  un  cercle  ((i>,)  coupant  orthogonalement 
\^&  cercles  d'inversion  (H)  et  (K); 

a°  Du  centre  O,  de  (u,)  menez  la  perpendiculaire 
0|F  sur  l'axe  du  similitude  et  construisez  l'axe  radical 
de(w()  et  du  cercle  (A),  par  exemple,  lequel  coupe  en  1 
l'axe  de  similitude  en  questiou; 

3°  Du  point  I  menez  la  tangente  \a  au  cercle  (A)  et 
prolongez  le  rayon  Aa  de  ce  cercle  jusqu'à  sa  rencontre 
en  O  avec  0|F.  Le  cercle  (w)  de  centre  O  et  de  rayon 
Oa  répond  à  la  question. 

Il  y  a  deux  solutions  ;  car  du  point  I  on  peut,  en  gé- 
néral, mener  une  deuxième  tangente  la' au  cercle  (A),  ce 
qui  fournit  un  deuxième  cercle  (ti)')  répondant  égale- 
ment  à  la  question. 

Ce  procédé  de  solution  n'exige  pas  que  le  centre 
radical  des  cercles  donnés  soit  à  distance  finie. 

Mais,  comme  c'est  le  cas  le  plus  intéressant,  il  est  bon 
de  l'étudier  d'une  façon  toute  particulière. 

4.  Soit  P  le  centre  radical  des  cercles  donnés  :  c'est 
le  centre  d'un  cercle  (R)  coupant  orthogonalement  les 
cercles  donnés;  il  coupe  aussi  orthogonalement  chacun 
des  cercles  (H)  et  (K),  par  suite  d'une  propriété  déjà 
démontrée.  L'axe  radical  des  cercles  (H)  et  (K)  est  donc 
la  perpendiculaire  PF  menée  du  point  P  sur  l'axe  de 
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similitude  directe  des  cercles  proposés.  En  oulrc,  pour  la 
JéierDiiuaLioi)  du  point  I,  le  cercle  radical  (R)  peul  ici 
t*;nir  lieu  du  cercle  (u,  )  déjà  considéré. 
On  est  ainsi  conduit  à  la  règle  suivante  : 

Règle  particulièie.  —  Pour  tracer  un  cercle  tou- 
chant de  la  inéine  manière  trois  cerclfs  (A),  (B),  (C) 
dont  les  centres  ne  sont  pas  eu  ligne  droite  : 

1°  Construisez  l'axe  de  similitude  directe  et  le  centre 
radical  P  des  trois  cercles  et  menez  de  ce  point  la  pei'- 
pendiculaire  PF  sur  l'axe  en  question  ; 

2"  Déterminez  le  point  de  rencontre  I  de  cet  axe  et  de 
la  polaire  du  point  P  par  rapport  au  cercle  (A),  par 
exemple,  et  du  point  1  menez  les  tangentes  \a  et  la*  à 
ce  cercle  ; 

3'  Trac<-zles  rayons  An  et  Aa' et  prolongez-les  jusqu'à 
la  droite  PF  en  O  et  en  O'.  Vous  avez  ainsi  les  centres 
de  deux  cercles  (m)  et  (u')  qui  répondent  à  la  question 
el  qui  louclient(A)  en  a  cl  en  a' . 

Remari/ue.  —  I^  corde  de  contact  aa',  polaire  du 
point  I  par  rapport  au  cercle  {  A),  passe  eu  P,  puisque  I 
est  sur  la  polaire  de  P.  Soit  a  le  pôle  par  rapport  à  (A) 
de  l'axe  de  similitude  directe  ;  ce  pôle  est  sur  ai/.  Cette 
droite  est  donc  déterminée  par  ce  pôle  a  et  le  point  P. 

On  verrait  de  même  que,  si  bb'  est  la  eordc  de  contact 
de  (B)  avec  (cj)pt  {w'),  elle  passe  par  P  et  par  p,  p6le  par 
rapport  à  (U)  de  l'axe  de  similitude.  Même  observation 
pour  la  corde  de  contact  ct^  de  (C)  avec  (m)  et  (w')- 

CoroUaire.  —  La  solution  de  Gergonne  est  uue  con- 
séquence de  la  précédente  et  se  trouve  dès  lors  complè- 
tement justiliée. 

Observation  ^finale.  —  Les  cercles  d'inversion  (U)  et 
l  K)  n'interviennent  que  par  leur  axe  radical  PF.  Or  que 
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les  inotlutc'S  correspondant  k  deux  cercle»  d'inversion 
soient  positifs  ou  négatifs,  leur  axe  railical  sera  toujours 
la  perpendiculaire  menée  deP  sur  l'axe  de  similitude  qui 
conLient  leurs  centres. 

On  est  ainsi  condini  à  appliquer  la  construction  pré- 
cédente à  l'un  quelconque  des  quatre  axes  de  similitude, 
en  observant  que  les  cercles  ((o)  et  (  w')  ne  touclieronl  plus 
de  la  même  manière  les  trois  cercles  donnés.  La  polaire 
déjà  utilisée  du  point  P  par  rapport  au  cercle  (A)  servira 
pour  chacun  des  axes  de  similitude.  On  a  ainsi,  en  géné- 
ral, quatre  groupes  de  deux,  c'est-à-dire  huit  cercles 
tangents  à  trois  cercles  donnés. 

La  m£me  méthode  s'applique  quand  l'un  dés  cei-cles 
est  remplacé  par  une  droite  ou  par  u»  poiul  et,  en  géné- 
ral, quand  ou  conserve  au  moins  un  cei-cle  sur  trois. 
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fiieau,  permettant  ta  détermination  par  l'analyse  spectrale  de  la 
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Gaulhier-Villars  et  fils;  i8gi.  In-8*  de  i5a  pages,  arec  Si  Ggares 
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Prii  :  3". 

COMPLEHENTa    D'ALOÉBnB    ET    NOTIONS    DE     GËOHÉTRIE    ANALYTIQUE,    1 

l'usage  des  candidats  à  l'Ëcote  de  Saint-Cyr  et  des  élèves  de  Mathé- 
matiques élémentaires  qui  se  destinent  aux  Mathématiques  spéciales; 
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des  Sciences;  iSgn. 

Felice  Casorati,  cenno  necrologico;  Altra  addUione  alla  nota 
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Ciiuis  d'Algèbre  h  l'usagu  di;s  élùves  tic  la  classe  Je 
MaLhéiiiatiques  spéciales  et  des  candidats  à  l'École  Nuf- 
utale  supérieure  et  à  l'École  Polytechuique;  par  B. 
■Mewengloivski,  docteur  es  sciences,  ancien  élève  de 
l'Ecole  IVormale  supérieure,  professeur. de  MaLhémati- 
(]ues  spéciales  au  lycée  Loiiis-lc-Grand,  membre  du 
Cnuseil  supérieur  de  l'Instruction  publique.  2*  édi- 
liou,  Paris,  Armand  Colin  et  C'*,  1891-  a  vol.  iii-S" 
de  ii-38it  et  5o8  pages.  Prix  :  1  2^'. 

La  deuxième  édition  de  ce  Cours  d'Algèbre  ne  diiïèrc  pas  sen- 
siblement de  la  première;  signalons  toutefois,  dans  la  théorie 
des  séries,  l'addition  d'une  règle  de  Kummer  comprenant  un 
crand  nombre  de  règles  de  convergence  connues  et,  dans  la 
théorie  de  l'étïmination,  une  nouvelle  rédaction  concernant  les 
conditions  pour  que  deux,  équations  aient  un  nombre  donné  de 
racines  communes. 


C0KSTRI1CTI0.V  GÉOMÊTRIOUE  DU  CSNTRE  DE  COURBURE  EK 
m  POINT  D'UNE  COURBE  RAPPORTÉS  k  DES  COORDONNÉE» 
POLAIRES; 

Par  -M.  HUSQUIN  DE  RHÊVILLK, 


1.  Soit  O  {fig-^)  le  pôle  du  système  de  coordonnées. 
On  sait  que  le  segment  ON,  limité  sur  le  rayon  vec- 
teur d'angle   polaire  to  +  7  par  la  normale  AIS  en    nii 
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point  A.  do  coordonnées  p  et  w,  »  pour  valeur 
0N=*. 
Nous  nous  proposons  d'indiquer  une  interprétai 


II.  Représentation  géométrique  de  ^-^  ■  —  Soit  C  li; 
:i;ntre  de  courbure  de  la  courbe  au  point  A  :  menons  NI' 


perpendiculaire  à  la  normale  AN  jusqu'à  sa  renconlre 
en  F  avec  le  rayon.  Joignons  CF  cl  menons-lui  la  pa- 
rallèle N'G  par  le  point  N' symétrique  de  N  par  rap- 
port à  C.  Celte  dernière  droite  rencontre  le  rayou  OA 
en  un  point  G,  tel  que 

le  signe  —  indiquant  que  le  [>oint  G  tombe  sur  OA 
ou  sur  son  prolongement  suivant  que  t-^  est  négatif  ou 
positif. 
Eu  ellct, 

OG  -  KG  -  ro  =  A>'  4^  -  AF  -  ^  • 
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Eu  rom|tlaç3iit  dans  c-ettu  expression  Ies(|uaiit)tés  [>ar 
lus  valeurs  suivantes 


mr- 


AF=  ' 


^(d^j  _ 


on  oblient  l'égalité  cherchée 

OG=-g. 

m.  Centre  de  courbure  d'une  conchoïde.  —  Ré- 
ciproquement, si  l'on  connaît  la  valeur  de  -r^^,  on  peut 
coDstmire  linéairement  le  centre  de  courbure  C. 

Il  suffit  de  porter  sur  le  rayon  vecteur  04  une  lon- 
gueur OG  =  -T~  et  de  joindre  le  point  F  au  milieu  m 


..-k 


Je  NG.  Cette  droite  F/n  passe  au  centre  de  courbure  C 
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Si  III)  point  A'  ttikik  uue  conchoïde  de  la  courlw 
donnéti,  c'est-à-dire  si  AA'  est  constant  quel  que  soit  le 
point  A,  les  quaiitiiés  ^,  -^  sont  identiques  eu  A  et 
L'ti  A'  ut  le  point  m  est  ûxe  quelle  que  soit  la  lon- 
giieui^A'. 

Pour  construire  le  centre  de  courbure  C  de  la  con- 
t'Iioïdc  au  [K>int  A',  on  mène  NF'  perpendiculaire  à  la 
iioi-iuale  NA' jusqu'à  sa  rencontre  en  P  avec  le  ra_yon  OA. 
La  droite  F  m,  joignant  le  point  F'  au  milieu  m  de  NG, 
passe  au  centre  de  courbure  C  clierclié. 

IV.  Représentation  géométrique  de  t-j-  —  Joi- 
gnons le  centre  C  de  courbure  au  pôle  O  et  soit  Die 
point  de  rencontre  de  celle  droite  CO  avec  la  perpen- 
diculaire NDàla  normale  AN  (  yï^.  3). 

Fis.  3- 


La  droite  AD  rencontre  ON  en  uii  jioinl  B  tel  que 

En  effet,  le  triangle  ABN  coupe  par  la  transversale 
COD,  nous  donne 

„_      ,-.^       AC       DB 
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On  voit  facileiiioiil  que 

DB       ÔPi*-HOB.ON 


(^/ 


La  preiiiièru  légalité  devient  alors,  en  y  remplaçant 
-Tjr  par  sa  valeur  et  en  la  résolvant  par  rapport  n  OR, 

0B=  _.    ^':^^  _„■ 

AN  —  AC(AN  -h  on  ) 
En  substituaut  aux  quanlités  géoinétrfques  leurs  va- 
leurs en  fonction  de  p,  -^  et  -r^,  on  obtient,  après  sim- 
pi  i(i  cation, 

U_ 

d'à  ' 
En  se  rappelant  que 

ceci  peut  s'écrire,  sous  la  forme  cherchée, 

OA  X  OB  =  ~. 

-d^ 


au  point  A,  on  peut  construire  linéairement  le  centre  C 
de  courbure. 

Il  sufQt  de  porter  sur  le  rayon  vecteur  d'angle  polaire 
u  +  ~  une  longueur  OB  telle  que 
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ilu  jotiidi'c  Alî  ([tii  r<;iicoiiU'e  en  D  la  perpendiculaire  NI) 
à  la  normale  A^f  menée  par  rexlrémité  N  de  la  sous- 
normale  polaire  {fig.  4)- 

Fig.  4. 


La  droite  DO  passe  au  centre  de  courbure  C  cher- 
ché. 

Remarquons  que  si,  par  le  point  N,  on  mène  une  pa- 
rallèle à  la  droite  FB,  elle  rencontre  le  rayon  veilleur 
au  point  G  précédemment  défini  par  la  relation 


EnefTet, 


OG  =  OF^  =  ^ 


ON  _  ON  ON  _      ON 
Oli       OA   OB  ~  OA.OB 


dp'   ^df)    "       rfiu' 
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nllir&ATION  ET  ISAGE  BSS  FOMKS  IHAGrNAIUS 
i\  GËONETBIB. 

COMPBBENCBS  DONNÉES  PAR  M.  MaTIMILIBN  MARIE 

u  Collège  Staoislas,  à  Satnle-Barbc  ,   à   l'École  Sainte-GeneTièTe 

et  i  l'École  Monge  (')■ 


Sommaire  de  la  tliéorie  du  développement  en 
série,  par  la  formule  de  Taylor,  d'une  fonction 
implicite   v,    définie   par   une    équation   algébrique 

1-  Pour  qu'une  série  à  termes  imaginaireB  soit  conver' 
gente,  il  faut  que  la  série  des  parties  réelles  de  tous  ses 
termes  et  la  série  de  leurs  parties  imaginaires  soient 
séparénient  convergentes,  c'est-à-dire  que,  si  le  terme 
général  est  représenté  par  Ah-i-  Bu^ — i,  il  faut,  pour 
que  la  série  soit  convergente,  que  Au  et  B»,  et  pareonsé- 
queut  y^A*  -+-  Bj[,  tendent  vers  zéro. 

â.  Une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 
santes d'une  variable,  et  dont  tous  les  coefEcients  sont 
tinis,  est  toujours  convergente  lorsque  la  variable  ne 
prend  que  des  valeurs  dont  le  module  soît  suffisamment 
petit. 

3.  Une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 
santes d'une  variable  reste  convergente  lorsque  le  mo- 
dule de  la  variable  reste,  si  peu  que  ce  soit,  inférieur  à 
une   ceriaine  limite,  et  devient  divergente  lorsque  le 


{')  Foirt.  X,  p.  373. 
Ann.  de  Matkémat.,  3'  s 
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module  de  la  varïaLle  dépasse',  de  si  peu  quccesoîi, 
cette  mèine  limite.  Lorsque  le  module  de  la  variable 
atteint  la  limite  eu  question,  la  série  est  convergenie  ou 
divergentes,  selon  la  valeur  de  la  variable  elle-même^ 
mais  la  série,  dans  ce  cas  douteux,  ae  pourrait  pas  Être 
utilisée  comme  étant  trop  peu  convergente,  si  elle  l'é- 
tait; en  sorte  qu'il  importe  peu  de  savoir  ce  qu'il  en  est. 

4.  Une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croii- 
sautes  d'une  variable  est  convergente  ou  divergente, 
sauf  les  cas  douteux,  en  même  temps  que  toutes  ses  dén- 
vées  ou  intégrales. 

5.  Si  Xo  et^«  sont  deux  valeurs,  qui  se  correspondent, 
de  la  variable  X  et  de  la  fonction  y,  délinie  par  une 
équation  algébriquey(x,j  )  ^  o,  la  série 

qui  reste  convergente  tant  que  le  module  de  (x  —  x*) 
reste  sufCsamment  petit,  mais  à  condition  qu'aucun  de> 
coefScients  différentiels  {-y-)  >  (j^)  »'■■  "c  soit  in- 
lini,  définit  l'ordonnée  d'un  lieu  tel  que,  si  aux  deux 
équations  f{x,y)  ^o  d'une  part  et^^=  la  série,  de 
l'autre,  on  adjoignait  une  même  relation  complémentaire 
quelconque  (p{a,  p,  a',  p',  )  ^  o,  les  deux  courbes  déter- 
minées, sur  les  deux  lieux  superficiels,  par  cette  condi- 
tion, auraient  au    point  [Xg,  ^«J   un   contact  d'ordre 
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moins  éleiidu,  c'est-à-dire  que  la  série  fournira,  dans  no 
iùtervalle  plus  ou  moins  étendu,  Ja  valeur  de  la  fonc- 
lion^  définie  par  l'«]ualion/(j:,j')=  o. 

7.  Mais  l'identité  des  deux  fonctions  ne  wn  jamab 
complète,  d'abord  parce  que  la  série  ne  restera  pas 
toujours  convergente  et  que,  deveouc  divergente,  elle  ne 
déOniraÎL  plus  aucune  fonction  ;  en  second  lieu  parce  qui- 
la  fouciioK  j,  définie  par  l'équation  J(j;j'j~o,  ,0^,11 
toujours/»  valeurs,  pour  toute  valeur dex,  si  l'équation 
/{■^■r)  =  <»  était  de  degré  m  par  rapport  à  j',  undîs 
que  la  fouction  définie  par  la  série,  supposée eonv.i^en te, 
D  en  aura  jamais  qu'une. 

8.  La  série  ne  définira  donc  jamais  qu'un  wgment  de 

la  fonctionj,  définie  par  l'équation /(x,j')=o,etl'iden- 
tité  des  deux  fonctions  ne  s'étendrait  eu  tous  cas  «oc 
jusqu'aux  valeurs  de  x  telles  que  le  module  de  (x—  x 
restât  assez  petit  pour  que  la  série  elle-même  re.tit 
œuvergcnte. 

9.  Us  soludo».  de  l-«,„.,i„„  ^  =  I,  ^ri„  ro™,„<„,, 
f.,ue  sur  le  ubiea»,  eo,„™e  „ll„  de  Vi.,^u,.„ 
nx,jr)_o,  ,„.,,  U  |,re„u™e  pl„j„e  „„  ^„  :  ■ 
.|u™e  port.o™   de  h  seecde.  Celle  p,e..,ii„  |,|,„„ 

•  "l.|«IIer,  la  région  A  „,..„gem„t  ,^  ,■„„  de.  ,„i, ,'. 
>nue,  .ur  .on  eo„l„ur  s'appellera  le  ,«,>/„,„,„<,,  , 
>':giun  de  convergence. 

10.  La  valee,-  ,ue  „e  devrai,  pa,  Jépas.er  le  „.„,„1.. 
>!•  {x~X,),  pour  ,,ue  la  série re.U.  c.,„.er... ,  ,       , 
Pœil,  par  rapport  au  lieu  /,j.   ,  ,  _  ^    ,,       "       '•  '"■ 
Jeu.  .aleurs  initiales  ,.  e.^,..  de  ,e.'je  ,  '^^^'^'T 
"leur ,.,  .„„„e„t,  ,„  „,„„  j  j,;^,   ,  '    ".  '' 


i^iGoot^lc 
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geace   sera   défîiii,  quaut  aux  abscisses  de  ses  poinU, 
par  la  condition 

et  (juant  «  ses  ordonnées,  par  les  deux  équations  conte- 
nues dans 

auxquelles  on  joindrait  les  équations 


11.  L'équation  du  périmètre  de  la  région  de  courer- 
gence  sera  toujours  algébrique,  si  l'on  suppose  algébrique 
l'équation  f{xyy)  ^  o;  mais  la  courbe  représentée  par 
ciate  équation  fournirait  beaucoup  de  brancbes  para- 
sites. Il  faudrait  en  effet  éliminer  toutes  celles  de  ces 
brancbes,  en  nombre  m — t,  dont  les  ordonnées  ne  satis- 
feraient pas  à  l'équation)' =  la  série. 

12.  Lorsqu'une  fonction  atteint  une  valeur  infinie 
pour  une  valeur  iinie  de  sa  variable,  toutes  ses  dérivées 
deviennent  aussi  intinies^  lorsqu'une  des  dérivées  d'une 
fonction  devient  infinie,  toutes  les  suivantes  le  devien- 
nent aussi. 

13.  Un  point  d'un  lieu  où,  soit  l'ordonnée  et  ses  déri- 
vées, soit  unedcsdérivées  de  l'ordonnéeet  toutes  les  sui- 
vantes, deviennent  infinies,  ne  peut  jamais  se  trouver 
dans  l'intérieur  de  la  région  de  convergence,  puisque, 
dans  l'bypothèse  contraire,  ou  bien  la  série  pourrait 
prendre  une  valeur  iiiHuie  et  rester  convergente,  ou 
bien  ce  serait  une  des  ilcrivées  de  la  série  qui  poiurait 
prendre  une  valeur  infinie  et  ivster  convergente. 

Mais  il  se  trouvera  toujours  au  nioius  un  de  ces 
points  sur  le  périmètre  de  la  région  de  convergence, 
parce  que  celles  des  dérivées  de  la  fonction  qui  devien- 
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draient  infinies  uu  delà  de  la  région  de  cou  vergence 
ac(|aerront  déjà,  en  deçà,  des  valeurs  très  grandes  four- 
nies encore  par  les  dérivées  correspondantes  de  la  série 
primitive;  et  que  la  divergence  ne  pourra  se  produire, 
pour  ces  séries  dérivées,  qu'à  l'instant  où  elles  devraient 
acquérir  des  valeurs  înfiuies. 

Les  séries  dérivées,  d'ordres  moins  élevés,  tomberont 
alors  dans  le  cas  douteux  et  seront  sur  le  point  de  deve- 
nir divergentes,  comme  on  l'a  dît  plus  haut,  en  ce  sens 
seulement  que  le  terme  général  n'y  tendra  plus  vers 
zéro,  ce  qui  ne  vent  pas  dire  que  la  somme  d'un  assez 
grand  nombre  des  premiers  termes  croîtrait  indéfini- 
ment. 

14.  Les  points  particuliers  dont  il  vient  d'être  ques- 
tion prennent  le  nom  de  ^oJnl5C'VrifUe£  du  lieu  en  ques- 
tion. Les  uns,  comme  les  points  de  rontacldes  tangentes 
parallèles  à  l'axe  des  _j',  varient  dans  le  lieu  avec  ia 
direction  de  l'axe  des  j-;  les  autres,  au  contraire, 
comme  la  plupart  des  points  de  rebroussement,  resleni 
fixes  dans  le  lieu. 

15.  La  première  chose  à  faire  pour  préparer  la  dis- 
cussion de  la  série  suivant  laquelle  se  développe  l'or- 
donnée d'un  lieu  est  de  déterminer  exactement  tous  les 
points  critiques  de  ce  lieu. 

A  cet  égard,  oi]  remai-quera  d'abord  que  les  dérivées 
(l'une  fonction  ne  peuvent  devenir  infinies,  à  partir 
d'un  certain  ordre,  qu'aux  points  où  cette  fonction  a 
acquis  plusieurs  valeurs  égales. 

On  commencera  donc  par  relever  tous  les  points  du 
lieu  où  plusieurs  valeurs  de  l'ordonnée  se  confondraient. 

Soient  j:  el  y  les  coordonnées  de  l'un  d'eux  et  p  son 
degré  d^multiplicité.  Si  les  dérivée»  premières  de  ces  /> 
valeurs  de_^'  sont  touli-s  finies  el  dillérentcs,  lenrsdériT 
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vées  d'ordres  i>l  US  élevésresteront  toutes  Gnies  et  le  point 
en  question  no  sera  pas  erititjuc. 

Si  p—q  de  ces  dérivées  se  séparenl  des  autres,  sans 
devenir  infinies,  et  ont  des  valeurs  distinctes,  le  point 
considéré  ne  sera  pas  critique  relativement  aux  formes 
correspondantes  de  la  fonction^. 

Si,  sur  les  q  dérivées  restantes,  q — r  se  séparent  des 
autres  en  devenant  infinies,  le  point  en  question  sera 
critique  par  rapport  aux  q — r  formes  correspondantes 
de  la  fonction  y. 

On  ne  pourra  encore  rien  dire  relativement  aux  r 
dernières  formes  de  la  fonction,  mais  on  les  dérivera  de 
nouveau  jusqu'à  ce  que  les  dérivées  ultérieures  se  sépa- 
rent ou  deviennent  infinies,  ce  qui  arrivera  tôt  ou  tard, 
parce  que,  si  les  dérivées  des  ordonnées  de  quelques 
branches  du  lieu  restaient  iudéfiniment  confondues,  ces 
deux  brandies  auraient  entre  elles  un  contact  d'ordre 
infini,  ou  su  confondraient  elles-uit^mos,  ce  qui  ue  sau- 
rait arriver  daus  un  lieu  algébrique  irréductible,  comme 
un  doit  toujours  supposer  que  soit  le  lieu  eu  discussion. 

16.  Tous  les  points  critiques  du  lieu  étant  ainsi  déter- 
minés, la  question  de  la  convergence  de  la  série  suivant 
laquelle  l'ordonnée  y  du  lieu  aurait  été  développée,  à 
partir  d'un  point  origine  [ar,,  _/,],  non  critique,  se  ré- 
duiia  à  savoir  lequel  de  tous  les  points  critiques  se  trou- 
vera sur  le  périmètre  de  la  région  de  convergence  et  dé- 
terminera ce  périmètre,  ainsi  que  la  région  enveloppée. 

La  méthode  à  suivre  pour  résoudre  cette  question  con- 
sistera à  écarter  successivement  tous  ceux  des  points 
critiques  où  ne  jiourraït  pas  se  rendre  un  point  mobile 
[x,  _^],  parti  du  point  [xo,jj'»]t  sa»'*  <|we  le  module  de 
[ar — X,]  eût  dû  dépasser  momentauément  cekii  de  la 
difTérimce  entre  Xo  et  l'abscisse  d'un  autre  point  cri- 
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tiqae  [x, ,  ^i  ]  où  aurait  pu  se  rendre  d'abord  le  point 
[x,  j],  pour  parvenir  au  point  essavé. 

Le  tableau  dressé  d'avance  des  deux  enveloppes  et  de 
toutes  les  conjuf^ées,  surtout  de  celles  qui  passeraient 
par  les  points  critiques  du  lieu,  facilitera  singulièrement 
la  solution  de  la  question  précédente,  parce  que,  s! ,  pour 
se  rendre  du  point  [j^oi^o]  n  un  point  critique  [^mj'"]» 
le  point  [x,  jj-]  devait  fon-ëment  traverser  la  coujnguée 
qui  passerait  en  un  autre  point  critique  [^hJ'i]  '"'  *'» 
pouvant  se  rendre  sur  cette  dernière  conjuguée  ou  sur 
celle  des  enveloppes  qui  l'y  toucherait,  il  pouvait  s'ap- 
procher indéiini  ment  du  point  [^t,^i]  sans  que  le  mo- 
dule de  (ai-^Xt)  dépassât  celui  de  (^c,— x,,),  le  point 
critique  [a;„,  yn]  devrait  évidemment  être  écarté  en  pré- 
sence du  point  [:!;,,_/,],  puisque  la  série  seraitdéjà  de- 
venue divergente  pour  œ  -^  s,. 

On  arrivera  ainsi  à  déterminer  sûrement  le  point  d'ar- 
rêt de  la  convergence,  sans  autre  difficulté  que  celle 
que  présentera  la  complication  de  l'équation  du  lieu. 

17.  Ou  s'aidera  puissamment  dans  cette  discussion  en 
s'appuyant  sur  celle  observation  presque  intuitive  que, 
si  le  point  [^, y]  peut,  sans  sortir  de  la  région  de  con- 
vei^ence,  se  rendre  sur  une  conjuguée  tangente  à  l'en- 
veloppe réelle,  en  un  point  critique,  ïl  ne  pourra  pas 
passer  sur  cette  enveloppe  et  réciproquement.  En  effet, 
si  [ar,,^,]  esi  ce  point  critique,  le  module  de  [x»  —  s,] 
sera  toujours  compris  entre  les  modules  des  difféiences 
entre  x^  et  les  abscisses  de  deux  points  pris  l'un  sur 
l'enveloppe  et  l'autre  sur  la  conjuguée,  à  des  distances 
infiniment  petites  du  point  [xij^y,]. 

iS.  Si  l'on  déplaçait  d'une  manière  continue  le  point 
origine  [jro,_j'o],  la  région  de  convei^ence  se  déformerait 
aassî  d'une  manière  continue;  le  périmètre  de  cette  ré- 
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gion  pivoterait  d'abord  autour  de  l'ancien  point  d'arrêt, 
il  viendrait,  à  ud  instant  donné,  passer  par  un  nouveau 
point  critique  et  abandonnerait  ensuite  le  premier  pour 
pivoter  autour  du  second,  et  ainsi  de  suite. 

19.  J'ai  nommé  courbe  d'éijuilibre  entre  deux  points 
critiques  le  lieu  sur  lequel  pourrait  se  déplacer  le  point 
origine  [oToiyo]  sans  que  le  périmètre  de  la  région  de 
convei^ence  cessât  de  passer  à  la  fois  par  ces  deux  points 
critiques. 

La  considération  de  ces  courbes  d'équilibre  facilite 
singulièrement  la  fixation  du  point  d'arrôt  et  ses  dépla- 
cements intermittents,  lors  du  déplacement  continu  du 
point  origine. 

âO.  Lorsque,  en  raison  de  la  situation  du  point  origine 
[X|,,_j',]  dans  le  lieu,  le  point  [x, y],  parti  de  ce  point, 
pourra,  par  des  mouvements  en  sens  contraires,  se  rendre 
ittdilTé  rem  ment  à  l'un  ou  l'autre  de  deux  points  critiques, 
sans  eu  dépasser  d'autres,  on  appliquera  la  règle  de 
Cauchy,  c'est-à-dire  qu'on  prendra  pour  point  d'arrêt 
celui  des  deux  points  critiques  dont  l'abscisse  retranchée 
dex,  donnerait  le  moindre  module. 

SI .  Soit  d'abord  pris  pour  exemple  le  lieu 

les  deux  points  critiques  sont  [x  =  -\-a,  J—  o]  et 
[x  =  —  a,y  =  o],  où  ^  devient  infini. 

La  courbe  d'équilibre  entre  ces  deuic  points  est  carac- 
térisée par  l'équation 

(a,— a)'-HPÎ  ={!io-Ha)'-HPî         ou         <it=o; 
c'est  donc  celle  des  conjuguées  de  l'ellipse  qui  la  touche 
en  ses  sommets  situés  sur  l'axe  des  r.  Ainsi,  si  le  point 
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[Xf.^^'g]  appartient  à  cette  coDJuguée,  le  périmètre  de  la 
région  de  convergence  passera  à  U  fois  par  les  deux 
sommets  placés  sur  l'axe  des  x. 

Pour  que  le  point  d'arrêt  soit  [x  =  +  a^y  =  o],  il 
faudra  que  a^  et  ^g  satisfassent  à  l'inégalité 

(a.-o)'-(-pJ<(«„  +  a)*+PJ. 

c'est-à-dire  que  a^  soil  positif,  ou  que  le  point  [a;»,_)'o] 
appartienne  à  une  branche  de  conjuguée  tangente  à 
l'ellipse  en  un  point  du  premier  ou  du  quatrième 
quadrant. 

Quelque  paît  que  le  point  [xa,^a]soil  placé  sur  le 
lieu,  le  point  [^Ti^]  fourni  par  l'équation  y=  la  série 
(supposée  convergente)  ne  pourra  jamais  traverser  l'arc 
des  X  pour  passer  d'une  des  branches  sur  l'autre,  de  la 
courbe  réelle  ou  de  la  conjuguée  c^  »,  car  autrement 
la  série  pourrait  fournir  deux  valeurs  de  ^  pour  une 
même  valeur  de  x. 

Cette  remarque  sera  souvent  utilisable.  Dans  tous 
Irs  cas  analogues,  le  point  d'arrèl  sera  toujoursun  point 
de  rebroussement  pour  le  périinàlre  de  la  région  de  cou- 
ve i^en  ce. 

Le  point  d'arrêt  restant  lixé  au  poînt[x=-(-(i, y  ^o], 
c'est-à-dire  au  restant  positif,  supposons  qu'on  veuille 
savoir  si  le  point  mobile  [■7,^]  pourra  passer  sur  la 
courbe  réelle  ou  sur  la  conjuguée  c^  oo  :  il  faudra  pour 
cela  remarquer  que,  pour  que  le  point  [^,^]  reste  dans 
l'intérieur  de  la  région  de  convergence,  le  module  de 

(x ^o)tOU 

(«-«.)'  +  (?-?«)*. 
devra  n'Ster  moindre  que  celui  de  (n — Xg),  ou 

mais  que,  si  le  point  \x,y\  doit  se  trouver  sur  la  courbe 
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réelle  ou  sur  la  conjuguée  <;=  oo,  ^,  alors,  sera  nul,  ce 
qui  réduira  la  condilîoD  précédente  à 

(„_a.)»+Pî<(a_ao)»  +  Pi 
ou 

a*—  aa:*ct  +  aaao —  a'  <o. 

Les  racines  de  l'équation  à  zéro  de  ce  trinôme  sont 
itt-h  {a  ~  a,)    et    o,  — (a  — «o)t 

de  sorte  que,  pour  que  le  trinôme  soit  négatif,  il  faudra 

que  K  varie  entre 

oto-(-((i— On)     et     Œo— (œ— oto); 

si  iz«^a=A,lemaxiinumserBiietleininiinuin  a — aA; 

et  si  ao=(i-F-^,   le  minimum  sera  n  cl  ]«  maximum 

a  +  a/i. 

Ainsi    le  point   [x,  j'],   représenté   par   l'équatioD 

_^  ^  la  série,  ne  pourra  jamais  passer  de  la  courbe  réelle 

sur  la  conjuguée  c  =  »  ou  réciproquement. 
Fig.  a8. 


Il  pourra  passer  sur  la  courbe  réelle  ai  «o  <|  a,  et  sur 
la  conjuguée  (;  =  oo  si  a^^  a  (fig-  28). 

Si  0.0  était  égal  à  a,  le  périmètre  de  la  région  de  con- 
vergence n'aurait  que  le  point  A  de  commun  soit  avec 
la  courbe  réelle,  soit  avec  la  conjuguée  c:=oo. 
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On  pourrait  aisémeiil  construire  le  périmètre  de  la 
région  de  convei^ence  pour  une  position   donnée  du 
point  [xo,^t],  et  déterminer  la  portion  de  chaque  con- 
juguée dont  les  ordonnées  pourraient  être  fournies  par 

ââ.  Considéronsmaintenant  le  lieu 
«ij-»  — 6»*»=  — a»6»: 
les  points  critiques  sont 

[a^  =  -ba,^=o]        et        lx=-a,j'=o]. 

La   coui'be  d'équilibre  est  caractérisée  comme  dans 

l'exemple  précédent  par  la  condition  a*  =  o.  Cette  courbe 


est  l'enveloppe  imagi  naire  des  conjuguées,  T  BT'T"B'T", 
fournie  par  les  solutions  de  la  forme 

de  l'équation  du  lieu  (Jig-  29). 

Pour  que  le  point  d'arrêt  soit  le  point  A,  il  faut  que 
c((^  o,  c'est-à-dire,  si  le  point  [:ro,_^o]  appartient  à  la 
conjuguée  iaÂ'ti',  pour  que  lepoint  d'arrêt  soit  le  point 
A,  il  faut  que  le  point  [xg,  y*]  soit  placé  sur  la  branche 
bal/. 
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33.  Soil  encore  le  lieu 

o>_y»  =  ô»x»=  -a»*»; 
les  deux  poiots  critiques  sout 

la  courbe  d'équilibre  est  caractérisée  par  la  condition 

ou 

c'est  la  conjuguée  à  abscisses  réelles,  laquelle  touche  l'en- 

Fig.  îo. 


vcloppe  imaginaire  ABA'B'en  ses  sommets  situés  sur 
l'axe  dcsy  {Jîg.  3o). 

Pour  que  le  point  A  soît  le  point  d'arrât,  il  faudra  que 

OU  que  Pt  soit  positif;  c'est-à-dire  que  le  point  origine 
se  trouve  sur  une  demi -conjuguée  tangente  à  l'enveloppe 
imaginaire  eo  un  point  de  l'axe  BAB'. 

(Asuiure.) 
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riÉORÈNE  FONDANEKTAL  POUR  LA  BÉSOLITION  NUNÉRfQUB 
DES  ÉQUATIONS  ('); 

Par  m.  E.  CARVALLO, 
Examinateur  d'admissioa  â  l'École  Polnechoiquc. 


1 .  Pour  ifiie  les  racines  a.p  et  a.p^,  du  polynôme 
f{x)  =x'"  + Aia:™-'  +  ...  -^kpX'^P-^  . . .  -h  A„ 

soient  séparées  ('),  il  faut  et  il  suffit  \ue  I    r~)   ^oi'f 

négligeable  devant  f  -j-^  1  pour  touts  les  valeurs  de 
k  et  de  l.  Le  polynôme  f{x)  se  sépan  alors  en  deux 
fragments.  Le  premier,  obtenu  en  supprimant  les 
termes  qui  suivent  \p,  donne  les  p  priptières  racines. 
Le  second  fragment,  obtenu  en  négligeant  les  termes 
qui  précèdent  Ap,  donne  les  m  —  p  di^nières  racines. 

La  deuxième  parti»  de  ce  théorème  fei  fondamentale 
dans  ma  thèse.  Je  veux  y  revenir  dannin  double  but  : 
l'étendre  en  la  précisant  et  signaler  |on  importance. 

La  forme  de  l'énoacé  que  je  viens  dirappeler  me  pa- 


(')  Méthode  pratique  pour  la  retotution  timériçue  complète 
dt$  équatiom  algébriques  ou  transcendaateik.  i3,  d°  9.  Thèse  de 
Doctoral.  Gauthier-Villars  et  lih;  1890.  1 

(')  Les  racines  sont  supposées  rangées  dana'ordre  des  modules 
décroissants.  Un  nombre  imaginaire  est  dit  r.  -ligeable  deva 
autre  «i  le  module  du  premier,  liirisé 
quotient  inférieur  ji  l'erreur  relative  q 


les  r 


u  second,  donne  un 

è|  (tans  le  calcul.  Enfin 

est  négligeable  de- 


iJi.  de  Mathémat.,  3*  sérii 
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rait  celte  qui  convient  le  mieux  â  mon  sujet,  dégagcaut 
l'idée  diiminante  sans  s'attaclier  à  fixer  des  limites  pré- 
cises. Celle  reckerche  de  précision  et  de  rigueur  qu'on 
a  l'habitude  d'apporter  dans  les  approximations  numé- 
riques vient,  5SDS  doute,  de  la  préoccupation  de  pré- 
senter aux  élèves  des  raisonnements  inaltaquahles , 
mais  elle  ofTre  un  double  inconvénient  :  alourdir  les 
démonstrations  nar  des  calculs  pénibles  et  dissimtiler 
ainsi  l'idée  principale.  Voîtà  pour  la  théorie.  Pratique- 
ment, elle  condiit  à  des  limites  trop  larges,  parce  que 
le  raisonnemenl  embrasse  à  la  fois  tous  les  cas  les  plus 
défavorables.  Qioique  je  me  sois  trouvé  parfaitement 
d'accord  avec  nés  juges  sur  ce  point,  je  suis  heureux 
de  satisfaire  icila  légitime  exigence  des  professeurs  et 
des  savants  qui  pourraient  ne  pas  partager  mes  idées. 

â.  Je  coQsid're,  non  plus  une  équation  algébrique 
de  degré  m,  mas  l'équation  plus  générale,  à  coefficients 
réels  ou  imagiraires, 


qui  peut  être  polongée  indéfiniment  dans  les  deux  sens. 
Je  suppose  que  l'inégalité 

soit  satisfaite  p>ur  toutes  les  valeurs  de  k  et  de  /.  Soit 
K  la  plus  grantb  valeur  du  premier  membre,  L  la  plus 
petite  valeur  dt  second.  On  a  par  hypotlièse  K  <;|  L. 
Je  vais  clierche  une  condiliou  précise  qui  assure  la 
séparation  des  ncines  de  l'équation  (i)en  deux  groupes 
cl  trouver  des  Imites  à  ces  deux  groupes. 
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iit  donne  à  x  une  valeur  dont  le  module  est  compris 
entre  K  et  L.  Je  peux  représenter  ce  module  par 


Taodx  =  nK  = 


--L, 


A 

,.+i3-™ 

-p-k 

A 

A,»" 

-P 

P+l 

n  eln'étantdes nombres  plus  grands  (jte  i.  Pour  cette 
valeur  de  x,  je  compare  le  terme  ApS^'P  à  ce«x  qui 
suivent  et  à  ceux  qui  précèdent.  Il  lient  successive- 
ment 

^^x"KO'(i^)'  "  (.¥)'■ 

Les  formules  (3)  montrent  que  les  modules  des  termes 
qui  suivent  A.pX'"~P  décroissent  plu^  vite  que  ceux 
d'une  progression  géométrique  de  raison--  Leur  somme 
a  an  module  inférieur  à  '■ 

modApaf'"-/'  (  -  h [-...(  =  modA^f^-P  x  — ! — • 

De  même,  d'après  les  formules  (4))  la  sOmic  des  termes 
qui  précèdent  ApX"'"'*  est  inférieure  i 


Ainsi  le  module  S  de  la  somme  des  terdcs  différents  de 
KpX^-p  satisfait  à  l'inégalité 

S  S  raod  A,,3r"'-*' f^^-î-j- +  ^  - V 
On  sera  certain  que  S  est  inférieur  à  ^lodA^x"'"'',  si 


.;,  Google 


l'on  posi; 


Pour  la  valeur  de  x  considérée,  le  terme  ApX'"-P  ne 
peut  pas  se  rédiire  avec  la  somme  des  autres,  puisque 
celte  somme  a  un  module  inférieur  à  celui  de  ApX™~P. 
L'équation  n'eft  pas  satisfaire. 

En  résumé,  s  K  <;  J  L,  les  racines  de  l'équation  (i) 
se  séparent  en  ieujc  groupes  ;  les  unes  ont  leur  module 
inférieur  à  3K;  pour  les  autres,  le  module  est  supé- 


3.  Maintenint,  je  suppose  de  plus  K  très  petit  de- 
vant L;  les  racines  du  groupe  inférieur  â  3K  rendent 
très  petite  la  stmme  des  termes  qui  précèdent  kpX"^''. 
On  négligera  cette  somme  dans  le  calcul  de  ce  groupe 
de  racines.  Le  ::alcul  ci-dessus  fait  connaître  une  limite 
du  module  de  li  quantité  négligée  :  c'est 

mod  ApT^-Px  -; • 

Exemple  nunérique.  —  Soit  K  3=  j^^  L.  Les  racines 
du  groupe  inférieur  à  3  K  donnent  n'  >■  1 000.  Pour  ces 
racines,  la  soiime  des  termes  qui  précèdent  ApX'"~f 
est  inférieure  àmod^ApX'"~P.  Il  est  clair,  d'après  le 
calcul  même,  ^ue  cette  limite  sera  toujours  bien  trop 
forte.  Si  l'on  ntglige  cette  quantité,  il  en  résultera  sur  le 
calcul  des  racines  du  groupe  considéré  une  erreur  rela- 
tive de  l'ordre  ie  75^.  La  recherche  d'une  limite  pré- 
cise pour   cell»  nouvelle   erreur  rentre  dans  le  cadre 
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d'une  intéressante  Note  de  M.  Jablonski  (').  Je  ne  m'y 
arrête  donc  pas. 

4.  J'ai  montré,  dans  ma  llièsu,  que  le  tliéorèmc  rap- 
pelé ci-dessus  conduit  à  une  méthode  sûre  pour  ré- 
soudre facilement  n'importe  quelle  équation  numé- 
rique. En  outre,  il  conduit  très  naturellement  à  la 
métliode  d'approximation  deNewton  età  son  extension. 
Cette  mélliode  consiste,  on  le  sait,  à  n^liger  les  termes 
qui  suivent  les  deux  premiers  du  développement  de 


(1) 


o  =/{a  +  A)  =/(a)  +  kf(a)  +  ^/'(a)  -v 


dans  lequel  a  est  une  valeur  approchée  d'une  racine  de 
/(x)  et  h  la  correction  qu'il  faut  lui  ajmter  pour  avoir 
la  racine  exacte  «  +  /*.  Notre  métliote  permettra  de 
>oir  si  ces  termes  sont  ell'ectivement  négligeables  et  de 
trouver  une  limite  de  l'erreur  commue.  De  plus,  il 
pourra  arriver  que  le  troisièuie  terme  i)c  soit  pas  négli- 
geable, mais  que  les  ternies  suivants  l<^soient.  C'est  ce 
qui  arrive  quand  l'équation  a  deux  racît^s  voisines  de  a. 
Dans  ce  cas,  l'exposition  classique  de  la  métbode  con- 
duirait à  en  rejeter  l'application.  Cepaidant,  les  deux 
racines  considérées  seront  données  ;ar  une  simple 
équation  du  second  degré.  De  cette  i  imarque  résulte 
une  manière  avantageuse  d'appliquei 
Newton  proprement  dite.  Ou  exami 
le  développement  (i),  les  termes 
proximatioQ  qu'on  se  pioposi 
Ce  n'est  qu'après  avoir  ainsi 
gré  de  l'équation  qu'on  applique  la  mé 
proprement  dite  n  l'équation  simplifié' 


méthode   de 

quels  sont,  dans 

ibles  à  l'ap- 

ri'obtenit-  détinilivement. 

baissé  le  de- 

hode  de  Newton 


(')  Bulletin  tcienlijique  de  M.  Lcbon,  ^i 


ilPt  iSSg. 
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SUR  U  REPRÉSENTATION  GÉOMÉTRIQUE 
BE8  POINTS  IMiGINURES  DAXS  L'ESPACE; 

Par  m.  r.  MOLENRROCH,  à  Amcrsrort. 


Prenous  un  système  de  trois  axes  de  coordonnées  rec- 
tangulaires auquL'l  nous  rapportons  deux  points  imagi- 
naires paries  quantités 

(a)    x\  +  x'j^~ ,     ri-t-j'iv'^.     «;  +  «;/^^. 

Comme  définiiîon  fondamentale  nous  regarderons  : 
La  distance  d^  deux  points  imaginaires  est  la  quan- 
tité dàe  i'équaton  (3) 

Cherchons  oiiintenant  les  points  réels,  dont  la  dis- 
tance au  point  '.maginaire,  désigné  par  (i),  s'annule. 
Si  Ç,  V],  ^  sont  les  coordonnées  réelles  d'un  de  ces 
points,  on  aura,  ('après  la  définition, 


(4) 


équation  qui  se  rîduît  au  système  suivant 

(5)  (E_a:,)»4-{>-j',)»+(i:-a,)»=;cï+^Î4.4l, 

(6)  a^,(E-ard-l-7,(i,— ^,  )-!-«,(!;  — a,)  =o. 

La  première  appartient  à  une  sphère,  dont  le  centre 
coïncide  avec  le  iointX|,^'i,  Si  ou  P|,  tandis  que  te 
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rayon  est  égal  à  la  (juaiitité  <Jx\  -\-y\  -+-  s\.  La  seconde 
équation  est  celle  d'un  plan  passant  par  lu  point  P|,  et 
perpendiculaire  à  la  droite  OP^  joignant  l'origine  O  des 
coordonnées  aux  points  x^,  jt,  z^  ou  P]. 

Les  coordonnées  Ç,  r^,  Ç  satisfaisant  à  toutes  les  deux, 
le  lieu  des  points  réels,  dont  la  distanœ  au  point  ima- 
ginaire (i)  s'annule,  est  une  cinxinfénence  décrite  du 
point  P|  comme  centre  avec  un  rayon  igal  à  OP3  dans 
un  plan  perpendiculaire  à  OP3. 

Quand,  dans  ce  qui  suit,  nous  parlerons  d'un  point 
imaginaire  P,  nous  désignerons  touj ou œ  par  P, ,  P,  les 
points  réels  mentionnés  ci-clessus. 

Comme  représentation  géométrique  d'un  point  ima- 
ginaire, nous  choisirons  le  lieu  des  points  réels  tels 
que  la  distance  au  point  imaginaire  s'tnnule. 

Le  point  imaginaire  est,  par  conséqujnt,  représenté 
par  une  circonférence.  Le  centre,  le  ray>u  et  le  plan  de 
celte  circonférence  seront  nommés  ceftre,  rayon  et 
plan  du  point  imaginaire.  i 

Si,  à  partir  du  point  P, ,  nous  traçons  iine  droite  P^  P' 
égale  et  parallèle  à  OPj,  P(  P  sera  nonijnée  la  normale 
au  point  imaginaire.  Les  coordonnées  <^  point  P'  ainsi 
obtenu  seront 

Xi  +  Xt,    ri +7»,     ^i  +  sj. 

Nous  l'appellerons  parfois  le  p6le  &u  point  imagi- 
naire. ] 

Convenons  encore  qu'en  déterminaht  la  normale  à 
un  point  imaginaire  il  faut  avoir  attention  au  signe  des 
coordonnées  x^^y^,  zj,  de  sorte  que  t^s  normales  aux 
deux  points  imaginaires  conjugués  (1)  ^ 

(-)         *,  — T,/^"-   Ji— 71/^    -i-j=»/-" 
aient  longueur  égale,  mais  direction  co  traire. 
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De  cette  coDveotion  il  suit  que  les  p6les  des  poiots 
désignés  par  (i)  et  (y)  ne  coïncident  pas  non  plus.  E.D 
effet,  le  pôle  di  point  (7)  sera  déterminée  par  les  ccM>r- 
données 

a'i  — *».    ri—ru    -«1  — *J- 
Du  reste  les  deux  points  imaginaires  conjugués  seront 
représentés   pv  la  même   circonférence,   puisque   les 
équations(5)  ei  (6)  ne  changent  pas,  quand  on  y  rem- 
place X3,  j-a,  s,  par  —  Xj,  — j^j,  —  z%. 

La  normale  et  le  pôle  de  deux  points  imaginaires 
conjugués  comtituent  entre  ceux-ci  une  différence, 
laquelle  perme.  de  faire  distinction  dans  la  représenta- 
lion  géométrique. 

A  cet  effet,  nous  pourrons  ajouter  à  chaque  circon- 
lereace  représniant  un  point  imaginaire  une  flèche 
indiquant  le  seis  dans  lequel  on  se  propose  que  la  circon- 
férence soit  poTourue.  Cette  flèche  est  toujours  telle- 
ment tracée  qie  le  sens  de  rotation  y  compris  se  montre 
positif,  c'cst-à-iire  en  accord  avec  le  sens  du  mouvement 
de  Taiguille  dune  horloge,  quand  on  regarde  la  figure 
du  côté  où  le  \6\e  du  point  imaginaire  se  trouve. 

A  cause  de  cette  convention  les  flèches  ajoutées  à 
deux  points  inaginaires  conjugués  auront  sens  con- 
traires. 

En  somme,  30us  pourrons  exprimer  les  réflexions 
précédentes  aiiBi  : 

Tout  point  anaginaire  est  représenté  par  un  cycle 
à  rayon  et  anormale  déterminés,  parcouru  dans  un  sens 
positif,  quand  on  le  regarde  rlu  côté  où  le  pôle  du 
point  imaginaire  se  trouve. 

Deux  points  imaginaires  conjugués  sont  représentés 
par  une  seule  circonférence  parcourue  dans  les  deux 
sens. 
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Après  avoir  établi  ces  princiiies,  nous  pourrons  exa- 
miner lea  points  imaginaires  des  surfaces  et  des  courbes 
réelles  connues.  Mais  ces  principes  nous  permettent  en 
outre  d'interpréter  géométriquement  les  équations  algé- 
briques à  coufflcients  imaginaires  ou  bien  complexes. 

Nous  nous  proposons  de  Iraîler  d'abord  quelques 
questions  relatives  aux  points  imaginaires  du  pian,  de 
la  spbère  et  de  la  droite  réels. 

Soit  donnée  l'équation 

(8)  a37 -H  6_j' +  ca  +  </ =  O, 

dans  laquelle  a,  b,  c,  d  sont  supposés  réels. 

Si  l'on  substitue  les  quantités  désignées  par  (i)  au 
lieu  de  x,  y,  z,  il  résulte  le  système 

(g)      ii.ri-1-  6^1+  cz,~hd  =  o,         axt-t-  by^-t-  C5i=  o. 

La  première  de  ces  équations  indique  que  les  centres 
des  points  imaginaires  d'un  plan  sont  situés  dans  ce 
pian  lui-même,  tandis  que,  selon  la  seconde,  la  normale 
à  tout  point  imaginaire  est  située  dans  le  plan,  ou  bien 
le  plan  du  point  imaginaire  est  perpendiculaire  au  plan 
donné.  La  longueur  de  cette  normale  et,  par  suite,  du 
ra^rond'un  point  imaginaire  reste  indéterminée. 

Prenons  ensuite  l'ellipsoïde 

(lo)  aa:'+6/'+c3*  =  i; 

a,  b,  c  sont  des  quantités  positives.  La  substitution  des 
valeurs  (i)  au  lieu  de  j;,j',  z  ramène  cette  équation  aux 
deux  suivantes  : 

f  !  I)      i  ^"^^  "^  *■'''  +'=-*!--■  =  "'^î  +  ''y\  +  "^l' 

De  la  dernière  de  ces  relations  on  peut  conclure  que 
la  direction  <te  la  normale  au  point  imaginaire  est  eon- 
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juguée  au  diamètre  d«  l'ellipsoïde  passant  par  le  centra 
du  point  imaginaire. 

Puisque  a,  b,  c  sont  des  quanlîléa  positives,  on  a, 
d'après  la  première  des  équations  (■  i  ),  l'inégalité 
ax\-t-  b/J-i-  C3Î>  I. 

Par  suite,  les  centres  des  points  imaginaires  sont  si- 
tués à  l'extérieur  de  la  surface.  De  plus,  cette  relatiou 
nous  fait  conuailre  un  second  lieu  des  points  Xji  J'ai  Xa 
correspondant  à  un  centre  donné  a:,,j-„  z,. 

En  elFet,  cette  équation  appartient  à  un  ellipsoïde 
semblable  à  l'ellipsoïde  donué  et  ayant  ses  axes  parai- 
lèles  à  ceux  de  cette  surface. 

Le  rapport  coustant  de  deux  segments  liomologues  du 
ces  figures  est 

^acr\  +  bj'^  +  çzl-i. 

On  prouve  facilement  que  cette  quantité  est  égale  au 
rapport  des  longueurs  d'une  tangente  quelconque,  me- 
née du  point  Xi,  _j'i,  z,  à  l'ellipsoïde  donné  et  d'un 
demi-diamètre  parallèle  à  cette  tangente. 

Ayant  pris  arbitrairement  un  point  P|  à  l'extérieur 
de  la  surface,  qu'on  regarde  comme  centre  d'un  de  ses 
points  imaginaires,  on  construit  les  normales  corres- 
pondantes à  ce  centre  de  la  manière  suivante  ;  Clierchez 
le  plan  diamétral  conjugué  au  diamètre  passant  par  P|, 
prolongez  les  rayons  vecteurs  joignant  le  centre  de  la 
surface  aux  points  de  la  section  de  ce  plan  diamétral 
avec  l'ellipsoïde  dans  le  rapport  mentionné  tout  k 
l'heure.  Tous  ces  rayons  vecteurs  seroBtdes  normales 
correspondantes  au  centre  Pi. 

Un  cas  particulier  est  celui  où  l'on  clicrche  les  points 
imaginaires  d'une  spbèrc.  On  déduit  de  ce  qui  précède 
que  les  plans  de  ces  points  imaginaires  passent  par  le 
tenire  de  la  sphère  tandis  que  ic  rayon  des  cycles  est 
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égal  à  la  longueur  de  la  taogente  menée  du  sod  centre  P| 
à  la  sphère. 

Une  droite  étant  représentée  par  deux  équations  de 
la  forme  (8)  donne  lieu  à  deux  systèmes  d'équations  de 
la  forme  (9),  d'où  l'on  conclut  immédiatement  que  les 
centres  des  points  imaginaires  d'une  droite  sont  situés 
sur  la  droite  même,  tandis  que,  quant  A  la  direction, 
les  normales  coïncident  avec  celte  droite. 

Les  points  imaginaires  d'une  droite  sont,  par  consé- 
quent, des  circonférences  décrites  de  chacun  de  ses 
points  avec  un  rayon  arbitraire  dans  un  plan  perpen- 
iliculaireà  la  droite. 

Nous  voulons  encore  faire  attention  au  cas  général 
qu'une  équatiou 

il  coefficients  réels  soit  donnée.  En  supposant  que  ta 
fonctiouy  est  développable  selon  le  théorème  de  Taylor 
et  qu'on  introduit  la  notation  AP/iU  lieu  de  la  diiTé- 
ru-ntiation  symbolique 


ia  substitution  des  valeurs  désignées  par  (i)  dans  l'équa- 
tion (12) donne 


1.3.4.5 

Ijl  forme  de  ces  équations  nous  lait  reconnaître  immé- 
diatement que  les  deux  systèmes  de  valeurs  -f-Xj, 
-*-js,  -hzj  et  — Xt,  — jî,  — ?!  y  satisferont  à  la 
fois.  Les  points  imaginaires  d'une  surface  réelle  sont 
par  suite  toujours  conjugués  deux  à  deux. 
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Quand  deux  relations  enlru  x,  j,  z  existent  de  sorle 
que  l'on  considère  une  courbe  réelle  dans  l'espace,  x,, 
^1,  z,,  x^,  ^a,  Zt  satisferont  à  deux  systèmes  d'équa- 
ûona  de  ta  forme  {i3).  On  pourra  donc  éliminer  entre 
ces  équations  soit  x,,j,,  z,,  soit  x,,  ^3,  z,. 

Dans  le  premier  cas,  l'équation  eu  Xi,^],  zj  résul- 
tant de  cette  élimination  représente  le  lieu  du  point  Pg, 
que  nous  pourrons  nommer  le  lieu  décrit  par  les  nor- 
males supposées  coïnitiales. 

Dans  le  second  cas,  on  obtiendra  l'équation  du  lieudes 
centres  des  points  imaginaires  appartenant  à  la  courbe. 

Si  la  courbe  est  plane,  l'un  des  deux  systèmes  de  la 
forme  (i3)  prend  la  forme  (9),  de  sorte  que  le  lieu  des 
centres  des  points  imaginaires  devient  le  plan  de  la 
courbe.  En  outre,  les  plansdes  points  imaginaires  seroul 
tous  perpendiculaires  au  plan  de  la  courbe  donnée. 

Nous  passerons  maintenant  à  l'interprétation  géo- 
trique d'équations  à  coefficients  complexes. 

Nous  nommerons  une  équation  de  degré  n  à  coeffi- 
cients complexes  équation  générale  de  ce  degré.  De 
plus,  nous  dirons,  comme  dans  la  Géométrie  réelle, 
qu'une  seule  équation  de  cette  forme  représente  nnc 
surface  et  que  deux  équations  représentent  une  courbe 
qne  nous  distinguerons  d'une  surface  et  d'une  courbe 
réelles  par  les  noms  surface  et  courbe  générale. 

Ainsi  nous  pourrons  parler  d'une  surface  générale 
de  second  degré,  d'un  plan  général,  d'une  droite  géné- 
rale, etc. 

On  voit  facilement  que  les  points  imaginaires  des 
surfaces  et  des  courbes  générales  ne  seront  pas  conjugués 
deux  à  deux.  Les  deux  surfaces  réelles,  lieux  géométri- 
ques des  points  P,  et  P^  appartenant  aux  points  imagi- 
naires d'une  courbe,  se  trouvent  comme  dans  le  cas 
où  les  coefficients  des  équations  étaient  réels. 
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Étudions  un  peu  plus  exactement  le  plan  général  et 
la  droite  générale. 
Soit  l'éqnalion  donnée 

ou  les  coefficients  a,  5,  c,  d  seront  de  la  forme 

«i-t-  Œi/ —  I,     b\-\-  btl/ —  I 

Si  x,y,  z  prcnaent  les  valeurs  complexes  désignées 
par  (i),  on  aura 

.  ,.       (      Oia:,  -H  éij-,  +  c, 3,  +  rfi  =  a,Xf*-  A*^,  +  c»!:,, 

/    aiXt-h  b,J't+  C,Zi+  Otlt-i-  l>trt-i-  CtSi+  dt=  o. 

Ces  équations  contenant  six  variables  nous  permet- 
tent d'exprimer  celles-ci  par  (juatre  variables  indépen- 
dantes m,  n,  u,  V  de  cette  manière 

I  ari=3  m(<»i'Ub  —  atA.)-i- K{biex— biCi) 

,  =  m(cillii  —  Ci<A>)-î-  u(a|6t  —  aiéj) 

'■°(°— .ve-»i.)'°'°~'"*' 

—  n(b%"&i  —  biX)-\-  vlcia^—  Ctai), 

—  «(ciK!,  — c,A.)-l-i'(ai*,  — n,6,); 
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OÙ,  pour  abréger,  a  élu  posé 

a( -K  6î  +  cî  =  A, 

Oi  at  -f-  il  éi  +  ci  c»  =  ifti, 

al  +  b\  +  cl  =  S. 

On  voit  îm média lemetit  que  la  direction  /-,  doni  les 
cosinus  sont  proportionnels  à 

biCt —  bfCt,    Cl  a, —  Cifli,    a,  6i  —  Otbt, 

et  laquelle  est  perpendiculaire  aux  deux  directions  avec 
des  cosinus  proportionnels  à  a,,  b,,  c,,  a^,  i,,  c^,  est 
d'une  grande  importance  au  plan  général. 

En  effet,  si,  comme  auparavant,  nous  désignons  les 
points  œ,,ji,  z,  et  Xjjj's,  z^  par  P)  et  Pj,  il  est  clair 
que  le  lieu  du  point  Pj,  correspondant  à  un  point  P| 
arbitrairement  choisi,  est  une  droite  parallèle  à  la  di- 
rection;'et,  déplus,  que  re  Hou  ne  se  déplace  pas,  qnand 
on  fait  varier  le  point  P,  de  manière  à  décrire  une  droite 
parallèle  à  la  direction  r. 

Si  nous  posons  ensuite 

iEi  =  /«{ailfe  — a,J.)+  B(aiG  — a,illi), 
C,  =  m(Ci  ifo  — c,Jl.)-i-  n(c,  S  — c,ife) 
4j  =  m(<iiC  — «,1(1.)— /i(aiH!,— a,X), 
T„=ffl(*,e  —  6,11!.)— 7i(>,i(b  — fciJU), 
î:,  =  m(^,G-c,ifc)-n{c,lft.-c,X), 

les  points  avec  les  coordonnées 

,  6,e-A,iji, 
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,   ai©  —  a,Hl> 


i  +  rf.  ■ 


-Cllfe 


auront  évidemment  pour  projections  sur  un  plan  per- 
pendiculaire à  la  direction  r  les  points  Ç|,  t;,,  ^,,  ^3, 
Tu,  Çj.  Entre  des  derniers  points  que  nous  désignons 
par  Qi,  Qi,  une  correspondance  simple  aura  Heu. 

Remarquons,  à  cet  effet,  que,  des  deux  termes  dans  les 
seconds  membres  des  équations  (19),  (20),  le  premier 
peut  être  regardé  comme  mesurant  la  lougucur  des  pro- 
jections sur  les  axes  des  coordonnées  d'un  segment  pris 
arbitrairement  dans  la  direction  dont  les  cosinus  sont 
proportionnels  à 

<ii)  (/,Vii  — o,,i.,     èii)!)  — fiicfe,     C|^i>  — c,i^, 

tandis  que  les  seconds  termes  expriment  la  longueur 
des  projections  d'un  segment  pris  dans  la  direction  avec 
les  cosinus  dont  le  rapport  est 

(m)  ai  e  —  Otift,     61 3  —  61  i(b,     Ci  G  —  Ciift. 

Ces  directions  sont  toutes  les  deux  perpendiculaires  à 
la  direction  ;',  comme  on  le  vérifie  lacitement  à  l'aide 
des  cosinus. 

La  longueur  des  deux  segments  projetés  est 

=  m/A(Jl.e  — Db»), 
nv'(a,©~Oi'Uîi>»+(èt©  — AiilbJ'-t-(Cie  — CjKbJ» 
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A  partir  de  l'origine  O  des  coordonnées,  traçons  deux 
segments  OM,  OJV  dans  les  directions  désiguées   par 
(ai),  (aa),  dont  les  longueurs  sont  respectivement 

V'A.CJUS  — H!.»),     v/e(AS  — ilb»). 

Prenons  dans  ces  deux  directions  encore  deux  seg- 
ments arbitraires  OA  i ,  OB,  sur  lesquels  nous  construi- 


sons un  parallélogramme.  Le  quatrième  sommet  peut 
être  regardé  comme  le  point  Q( . 

Afin  de  trouver  le  point  correspondant  Qi,  nous  ob- 
servons que  les  parallèles  menées  de  ce  point  à  OM, 
ON,  rencontrant  cïs  droites  en  Bj,  A^,  on  aura 

OA,  _  OBi  _  OA,  _  _  OB,  _ 

OM  ~  '"'         ON   ~  "'         OM  ~      "'         TÏN"  "  *"■ 

Si  l'on  prend  le  point  A,  tel  que  OA'j  ^  —  OA^,  de 


combinée  avec  les  équations  précédentes,  on  déduit 

Oa;  _  OM  _  OA, 
OB   "  ON  ^  OB,' 

d'où  l'on  peut  conclure  le  parallélisme  de  B|  A^,  de  MJV 
etdeB,A,.  A,,B|  étant  connus,  on  pourra  trouverfaci- 
lemeiit  A,,  B!(  et  Bj.  Le  quatrième  sommet  du  parallé- 
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lujjraiiiinir  coustruit  sur  OA^,  OBa  siua  lo  point  cIilt- 
cl,iQ.. 

Ayant  <léu:riniiié  ainsi  deux  points  «correspond an Is 
Qii  Qii  traçons,  à  partir  de  ces  points,  deux  segments 
dont  les  projections  sur  les  axes  des  coordonnées  sont 

.  g,  C  —  n,  iii.  Al  S  — Ai  T)!.  ,  c,0-c,irt. 

0|3  — ai-i)!.  ,  A,  O  — Aï  11!)  .  c,Q  —  c,Vl  _ 


c'est-à-dire  deux  segments  ayant  les  longueurs 


'■v/xSi..  ^V^ 


Jans  une  direction  fjuî  est  perpendiculaire  à  la  direction 
r  i:t  à  celle  dont  les  cosinus  sont  proportiouuels  à 
«Il  *a,  Cj, 

Des  bouts  de  ces  segments,  traçons  enfin  deux  paral- 
lèles à  la  direction  r. 

Ce  seront  là  les  droites  décrites  par  les  points  P,,  P^, 
du  point  imaginaire. 

A  chatjae  point  de  l'espace  considéré  comme  centre 
d'un  point  imaginaire  correspond  uue  infinité  de  nor- 
malc's,  dont  les  bouts  forment  une  droite  déterminée 
parallèle  à  la  direction  /'. 

Un  cas  particulier  est  celui  où  les  coeflicients  a,  b,  c 
de  l'équation  (i4)  sont  réels,  tandis  que  d  est  imagi- 
naire. Dans  les  équations  précédentes  il  faudra  prendri- 

De  cette  manière  on  obtient 

{■xi)  a|Xi-(-  bty i->r  Cj;,  =  o,         «ii-i-t-  l>iy^-\-  f| ::.-*-  ili  =  o. 

Le  lieu  des  cenlies  des  points  imaginaire  est,  par  suite, 
Aitn.de  Mathemat.,  3°séric,  t.  \.  (Ocloliru  1891.)  !' 
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le  plan  passant  par  l'origine  des  coordonnées,  perpendi- 
culaire à  la  direction  a,,  b,.  c,. 

A  cliaque  centre  eorrcspond  une  infinité  de  nor- 
males aboutissant  dans  un  autre  plan  parallèle  au  plan 
précédent  à  une  distance 


EnGn  considérons  le  système  de  deux  éc[uations  li- 
néaires à  coefficients  complexes  ou  la  droite  généralii 

\  ex  -\-fy  -i-ffz-i-h^-n. 

Âfîii  de  trouver  les  solutions  de  ce  système,  nous  ne 
séparerons  pas  immédiatement  les  <|uantiiés  réelles  des 
imaginaires.  D'abord  remarquons  <]ue  les  équations 
(a4)  nous  permettent  d'esprimer  x,y,  z  à  l'aide  d'une 
seule  variable  indépendante  complexe  u,  ainsi  : 

T  =  {bf;-cf)u+[{b~c)h-(f-g)d]\, 
y={ce  -ag)n+[{c-a)h-{g^e)d]i., 

où,  pour  abréger,  nous  avons  posé 


On  en  conclut  qu'en  général  le  système  d'équations 

(i5)         r  =  ou-hrf,         .v  =  AH-(-e,         a  =  cw +/, 

en  supposant  a,  b,  c,  H,  e,  /,  «  complexes,  représentera 
une  droite  générale. 

Maintenant  séparons  les   quantités  réelles  et  imagi- 
naires. Ce  procédé  fournit  les  deux  systèmes  de  rela- 
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lions 

'  j-,  =  a,  H|-  «,H,+  d,, 

(■j8|  !  yi  =  ii,u,—  b,iii-t-  e,, 

\  -,  =  c,  u,  —  c,K,+/,  ; 

(îg)  .  7i=*i"i+*ïUi-t-e„ 

{  3,  =  C|Ui+CiM|  -»-/,. 

Eu  éliminant  u,,  h,  entre  les  équations  du  système 
(28),  cl  de  nièiite  entre  (29),  on  aura  deux  équations 
linéaires  en  X(,  ji,  z,  ;  x-,^  /j,  Zj  respcciivcmcut,  mon- 
trant que  les  lieux  des  points  P,,  P,  sout  deux  plans 
réels.  Ces  plans  sont  tous  deux  iierpcndirui aires  à  la 
diiecliun  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  n 

et  par  suite  parallèles. 
Posons  encore 

l  i,  =aiu,  — «,tf„ 
(3i)  ',  r,,  —  b,u,  —  Ai«i, 

'  ïi  =  ciui  — e,M,; 

(  £i  =  aiM.-i-6r.u,, 
(3i)  ,  T,,  —  6,  u,+  &,u,, 

Il  est  évident  qu'entre  les  points  Ç,,  r,i,  !^,  ;  Çi,  yij,  !^^ 
la  tnéme  correspondance  aura  lieu  qu'entre  les  points 
Q,,  Q,  déGnis  parles  Dilations  {19),  {^o). 

Nous  sommes  arrivé  de  cette  manière  à  celte  inter- 
prétation géoméirique  de  la  droite  générale. 

Déterminons  deux  directions,  dont  les  cosinus  soient 
proportionnels  iia,,  i),  c,  ;  dj,  ij,  c.j.  Par  l'origine  des 
coordonnées  menons  un  plan  parallèle  à  ces  directions, 
c'est-à-dire  perpendiculaire  à  la  direction  indiquée 
par  (3o).  Dans  ce  plan  construisons  deux  points  cor- 
respoiidauLi  Q,,  Q^  à  partir  desquels  nous  traçons  deux 
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a<>gmcDts  dont  les  pruJocLions  sur  les  axus  des  cooi'don- 
iiét's  soient  /t,,e,,/,;  rfj,  e^,  f^  respectivement.  Les 
bouls  de  CCS  segments  seront  les  points  P, ,  Pj  apparte- 
nant à  un  point  imaginaire. 

Cliaque  centre  d'un  point  imaginaire  d'une  droite 
générale  n'admet  (ju'une  seule  normale. 

Ans.  résultats  précédents  j'étais  parvenu  par  une 
étude  sur  la  théorie  des  quaternious  de  Hamillon  (').  De> 
vant  une  assemblée  du  «  Wiskundig  Genootschap  »  à 
Amsterdam,  j'eus  l'Iionneur  d'exposer  quelques-uns  de 
ces  résultats.  Ce  fut  M.  Korteweg  d'Amsterdam,  qui,  en 
voulant  détacher  ma  théorie  des  poinl.^  imaginaires  de 
la  théorie  des  quatcrnions,  me  suggéra  le  principe  men- 
tionné ci-dessus,  afin  d'arriver  à  une  interprétation  géo, 
métrique  des  points  imaginaires.  Les  deux  méthodes 
si  diUércnles  conduisirent  à  la  même  interprétation. 
An  savant  mathématicien  d'Amsterdam,  je  dois  mes 
remerciements  sincères. 

Dans  ce  qui  suit,  j'ai  tâché  d'exposer  le  rapport  des 
questions  traitées  précédemment  à  la  théorie  des  qua- 
ternious. 

Si  x,^y,  z  sont  les  coordonnées  rectangulaires  d'un 
point  P,i,j,/i  des  vecteurs  d'une  longueur  égale  à 
l'unité  dans  les  directions  des  axes  des  coordonnées,  le 
point  P,  dans  la  théorie  des  quaiernions,  comme  on  le 
sait,  est  donné  par  l'expression 
(33)  p  =  a:i-t-XJ+-''- 

Quand  X,  j-,  s  sont  complexes  de  la  forme  (i),  ce 

(1)  Ces  rcsuUats,  auxquels  Lagucrre  était  parvenu  depuis  lung- 
lemps,  ont  été  exposés  par  lui,  en  iH'^i,  dans  les  Nouvellea  Annalei. 
\ous  avnns,  néaamoins,  publié  l'article  de  M.  Molenbroch,  parce  que 
son  procédé  d'exposition  ef>c  dilFérent  et  qu'il  semble,  comme  on  1( 
verra  plus  loin,  n'avoir  pa>  eu  connaix^ance  des  travaux  de  Lafuerrr. 
Cn.  B. 


.vGoogIc 


<  «9  ) 
vecteur  devient 

p  =  r,  i" + ^ j/  -H  5 ,  X-  +  /—  I  (  J-,  1  -t-  ^,  y  +  ;,  ^-  J 

ou  bien 

(3.il  p  =  a  +  /~p, 

si,  pour  abréger,  nous  posonii 

(35)      a-,»-H^,y-;-3,A  =  a,         :r^i  +  y^j -h z,i;  =  fi, 

a,  p  sont  des  vecteurs  réels. 

Hamiltou  a  appelé  un  vecteur  de  la  forme  (34)  l>i- 
vecteur.  De  ce  qui  précède,  on  conclut  qu'un  bivecteur 
représente  un  point  imaginaire  dans  l'espace,  a  est  le 
vecteur  du  point  avec  les  coordonnées  réelles  :c,,j)),3,, 
c'est-à-dire  du  centre  P,  du  point  imaginaire,  p  repré- 
sfiile  la  normale. 

La  question  nous  vient  comment  il  laut  comprendre 
l'edet  du  facteur  \/—  i  opéiaiit  à  un  vecteur. 

Le  vecteur  p  de  l'étjualion  (34)  est  mulliple,  c'est- 
à-dire  ce  vecteur  joint  l'origine  des  coordonnées  à 
chaque  point  de  la  ciroonfércnce,  décrite  du  bout  du 
veilleur  X  avec  uu  rayon  égal  à  la  longueur  du  vecteur  ^ 
dans  un  plan  perpendiculaire  à  p.  L'ensemble  de  ces 
vecteurs  foroïc  uti  cône  circulaire  oblique. 

L'expression  \^ —  t  p  aura  également  une  InQnité  de 
valeurs.  Si  l'on  regarde  a  ■+-  y —  i  ^  comme  le  résultat 
de  l'addition  du  vecteur  a  à  eliacun  des  vecteurs  conte- 
nus dans  le  symbole  \/ —  i  p,  on  peut  conclure  que  celte 
dernière  expression  représente  chaque  rayon  de  la  base 
circulaire  du  cône  mentionné  tout  à  l'beure  ou  bien 
y/ —  I  p  représente  chaque  rayou  du  point  imaginaire. 

L'ellet  de  l'opération  du  facteur  y^ — i  au  vecteur  p 
est,  par  suite,  que  ce  \cctciir  soit  l'itidude  manière  A  se 
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Iraiisfonner  dans  IViismiiLlu  des  rayons  d'une  cîrcouté- 
reticc' située  dans  un  plau  perj>endiculaire  au  vecteur. 

Hamillon  a  déjà  reconnu  que  l'efiet  de  l'opérateur 
\/ — I  est  de  tourner  utt  vecteur  autour  de  son  origine 
par  un  angle  droit.  Selon  ce  qui  précède,  il  faut  consi- 
dérer le  plan  dans  lequel  cette  opération  s'effectue 
comme  indéterminé,  de  sorte  que  chaque  plan  passant 
par  le  vecteur  y  prenne  part. 

La  mélliode  des  quaternions  nous  permet  de  recon- 
naître d'une  manière  fort  simple  que  l'équation  (34)i 
d'après  les  convenances  usuelles,  doit  représenter  un 
cercle.  Eu  effet,  de  cette  équation  on  déduit  immédia- 


(361  _N(p_a-/-,^)  =  o. 

où,  d'après  une  formule  importante, 

N(p„,,_N[i  +  a/Zn-S(p-«)3  =  o. 
équation  se  divisant  dans  ces  deux  autres 
(3?)  N(p-a)=Np,  S(p-a)p  =  o. 

La  première  relation  indique  une  sphère  décrite  du 
bout  du  vecteur  a  avec  un  rayon  égal  à  la  longueur  du 
vecteur  p,  et  la  seconde  de  ces  équations  appartient  à  un 
plan  passant  par  le  rentre  de  la  5plière  ut  perpendicu- 
laire A  p. 

11  n'est  pas  non  plus  difficile  de  inoutrer  que  l'équa- 
tion (36)  dans  la  théorie  des  quaternions  est  identique 
8  l'équation  (4)  de  la  Géométrie  analytique. 

Si  q,  (f  sont  deux  quaternions  réduits  au  même  déno- 
minateur, do  sorte  que 
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II0II9  voiilotis  choisir  la  défînitton  siiïvanUi 

(39)  g+/^g'=''"^*^~'^ 

iudiquaat  (jue  nous  uonsidûrons  uni;  <'xpi-e!isioii  <1e  la 
formi!  q-h\/ — I  (/',  ou  un  biqiiaUTJiîi»)  [lu  llamilloii, 
comme  l'ensemble  des  opérations  nécessaires  pour 
transformer  un  vecteur  ordinaire  en  bivecleur. 

D'après  ce  (juî  précède,  nous  pourrions  dire  aussi  : 
Un  biquaternion  est  l'opérateur  fendant  un  veetcurcn 
I>i  vecteur  ■ 

Dansses  Matliemancat papem,  CHiford  a  donné  une 
interprétation  des  biquaternions  entîèremenl  différente 
de  la  nôtre.  La  simplicité  et  en  même  tfntps  l'acquisi- 
tion d'une  représentation  géométrique  //ex  points  ima- 
ginaires me  semblent  deux  avantages  de  l'interpréta- 
tion adoptée  dans  celle  Note, 

Avant  de  iinir,  je  ferai  observer  cnrore  que  MM.  I.a- 
f^uerre  et  Tarry,  dans  le  Bulletin  de  V  Jssucialion  fran- 
çaise pour  r  avancement  des  Sciences  ('),  ont  déjà  publié 
quelques  Noies  relatives  au  sujet  traité  dans  la  première 
Partie  de  celte  Note.  Pour  autant  que  j'ai  eu  l'occasion 
de  prendre  lecture  de  ces  \oles,  il  me  parait  : 

i"  Que  les  considérations  des  géomètres  français  ne 
se  rapportent  qu'à  des  figures  planes  (*); 

2"  Que  leur  interprétation  géométrique  du  point 
imaginaire  résulte  de  la  notre,  si  l'on  remplace  le  cycle 
représentant  le  point  imaginaire  par  les  points  d'inter- 
section  avec  le  plan  de  ta  figure  (Laguerrc)  ou  par  la 
normale  au  cycle  (Tarry); 

3°  Que  la  définition  d'une  droite  générale  donnée 
par  Tarry  dans  la  IS'oie  citée  ne  peut  plus  servir  quand 
ou  considère  des  figures  à  Iroisdimeiisions,  taudisqu'au 

(')  Laguerrc  n'a  rien  publiû  d^ns  cr  Bu1l<^tin. 

(')  O^l  cnmpK-lomciit  crroni-  en  rc  i|iiî  rrcante  LaBiicrro. 
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coQlraire  l'interprétalion  géomclriquc  que  nous  avons 
déduite  dans  les  pages  précédentes  coïncide  avec  celle 
de  M,  Tarrj,  si  deiix  coordonnées  seulement  entrent  en 
considération.  C'est  la  dernière  remarque  que  nous  vou- 
lons encore  prouver. 

Quand  l'une  des  coordonnées  disparait,  la  iroisiéme 
équation  de  cliacun  des  systèmes  {37),  (28),  (ag)  doit 
être  omise.  On  voit  facilement  que  les  coordonnées  des 
points  d'inlerseetiou  du  cycle,  représentant  le  point 
imaginaire,  et  du  plan  de  la  figure  seront 

(39)  37=3-,^;7,,  y-jri±Xi. 

En  effet,  les  droitcf^  joignant  ces  points  d'intersection 
au  centre  P(  du  cycle  sont  toutes  les  deux  perpendicu- 
laires à  QP3  et  d'une  longueur  égale  à  celle  de  OP.j. 

A  cause  des  «alcurs  (a8),  (29)  de  x,,j',,  Xj,  jj,  les 
coordonnées  x,j  de  l'écjuatiou  (Sp)  prennent  la  forme 
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(  3:  =  o'u| —  ft'tt, -t-  c'        ou        a'u,  ■+■  //'u,-t-  c'. 
j  j- =  b'ui-t- a'ut-i-  if         ou         b'u,  —  a'u,-i-d'. 


si,  pour  abréger,  nous  posons 

a'  —  a\  —  bx,        b'  =  a,-\-  &i, 

H(,  Uj  peuvent  varier  de  manière  n  obtenir  toute  valeur 
réelle. 

A  chaque  système  de  valeurs  de  u,,  n^  une  couple  dd 
points  Q,  R  correspond,  liés  par  une  relation  simple. 

En  eUet,  si  à  «',,  u\  les  points  Q',  K'  correspondent 
comme  à  u,,  u^  les  points  Q,  R,  on  aura 

-H[i'(«,-u;)+a'(u,— «;)jï 
iûr'  =  [a"f  «.-«',)+//(«,-«;)]' 

4.[6-(„,_„;)_«"(„._„;j|î 
^ ,  „-i  +  //i  )  1 1  „,  _  „;  lî -+- (  „, -  «;  )!]. 
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11  s'ensuit  que  les  deux  poinis  Q,  R  en  faisant  varier 
U|,  uj  décriveat  des  figures  semblables,  et  un  cxameu 
plus  profond  fera  voir  que  ces  figures  sont  inversement 
st^iiiblables. 

Nous  avons  obtenu  que  le  couple  de  points,  qui, 
d'après  M.  Tarry,  représente  le  point  imaginaire,  décrit 
deux  figures  inversement  semblables,  quand  ce  point 
imaginaire  varie  de  manière  à  décrire  une  droite  géné- 
rale. C'est  la  déGnîtïon  qui  a  servi  à  M.  Tarry  comme 
point  de  départ. 


XOTE  SUR  U  CONVERGENCE  DE  QlIELQllES  SEMES; 

Par  m.  E.  CAHEN, 
Professeur  au  lycée  de  Reaiies. 


Soit  une  série  VyC")- 


Soit  ^(n)  la  fonction  primitive  de  fin),  du  façon 
que=p(n)  =  f(H). 

Le  ibéorèmv  des  accroissements  Unis  donne 

*{rt+e„)=^,(n-)-i)-^(n),        o<0,<i; 


Il  suffit  de  voir  si  la  fonction  <{<  converge  ou  non  vers 
une  limite  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  pour  dé- 
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cidcT  da  la  convergence  ou  de  la  divergence  de  la  série 

Puur  passer  de  là  à  la  série  \'o(n),  supposons 
(jue  la  série  ^[f{"-h^a)  —  f{ny\  soi'  conver^nle. 
Dans  ces  concilions,  la  série  ^f  (n)  est  convei^cnte  ou 
divergente  en  même  temps  que  la  série  V  ç(/H-6«),el 
le  proldème  est  résolu. 

Cette  méthode  s'applique,  quelle  que  soit  la  fonc- 
lioit  ç(»)- 

Dans  le  cas  particulier  où  rette  fonction  est  toujours 
de  même  signe,  par  exemple  positive,  et  îudéditiuient 
décroissante  en  valeur  absolue,  on  retrouve  un  théo- 
rème dû  à  Cauchy. 

Dans  ce  cas,  en  cllet,  la  série  V  [(^(n-|-8„)  —  ?{«)] 
est  convergente,  puisque  f(n-i-H„)  —  ^(/i)  est  <;oet 
<C|en  valeur  absolue  que  tp{n-f-i) — fi")-  La  somme 
des«  premiers  termes  de  cette  série  est  donc -<  en  valeur 
absolue  que  cp{i)  —  !p(/n-  i)  qui  tend  vers  ç(i).  Donc  la 
série  \^ç(/j)  est  convergente  ou  divergente  suivant  que 
f{n)  tend  ou  non  vers  uue  limite  pour  m  ^  oo.  Dans 
tous  les  cas,  la  méltiodc  permet  d'avoir  deux  limites 

delà  somme  \(j!(/i),  comme  on  le  verra  par  les  exem- 
ples suivants. 

ExsypLiis. 
Premier  exemple.  —  Série  iianuoiiique  ;  V  -■ 
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Donc 

log(n  -t-  0—  logrt  =  ^^g    ; 
d'où  l'on  déduit 

log{B-t-l)— logn<-  <logn  — Iog(n  — l) 
et,  par  suite, 

logU-+-i)<2^<'-^'<'g'»- 
Si  l'ou  fait  croitrt:  n  indéGniment,  on  déduit  de  là 

iog("+^)<2(^-'°B'»)<'; 

d'où  l'on  déduit  que 

tend  vers  une  limiLe  C  comprise  entre  o  et  i.  C'est  la 
constante  d'Euler. 


Deuxième  exemple.  —   jT  — ■ 


d'où 
Ceci  prouve  d'alioiil  que  si  .v>i,  la  série  ust  con- 
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vergente,  et  que  sa  somme  est 

Si  J<;i,  la  série  est  divergente,  et  l'on  a 

Ce  qui  prouve  que  2  1  ~»  ~ 'ZZ ~  I  '®'"^)  P""*" 

n  =  00,  vers  une  limite  Cj,  o<]|Ct<C  i ,  généralisation  de 
la  constanle  d'Euler. 

Troisième  exemple.  —  V     ,    — • 
loglog(n-4-i)— loglogns  ■ 


'  (/n-(l„)log(rt-i-0,) 

log  log(n  -I-  i)—  log  logrt  <  -  j^     ■ 

<los!og(/.)— loBlog(/.-i); 
d'où 

l..g  log(n  -t- 1)—  log  loga  <  2  ^-ji^ 

<  log  fog/i  —  log  logî  -(-  j~^  ■ 

Comme  loglog/i  croit  iudéfînimeut,  la  série  est  di- 
vei^entc  et  l'on  voit  de  plus  que 

^tloglogn  — loglognj 

tend  vers  une  limite  comprise  cutre 

-logluK'    '^i    —  loglog-,  + -^-■ 
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Quatrième  exemple.  —  >    — 

*■  '^  ^  n  log»/i 


|_loga-.(«-'>        l-B'-H")] 


"^^/ilo-^n  "^  a  — 1  Vlog»-l3~  loe»-i/ij"^  2log»-l' 

Donc,  si  a  >  1 ,  la  sJrîe  est  convergente,  et  sa  soiniiic 
<.-st  comprise  entre 


(a  — i)togï-i3  (a  — 1)108=-' 2       alog"-» 

Si  a  <^  I ,  la  série  est  divergente.  Considérons 

^  («log««  ~  T^^  log'-'nj  • 
cette  quantité  tend  vers  une  limite  comprise  entre 


(i  — a)lcga->a  (i  — a)  log"-' a        alog"a 

Dans  les  exemples  précédents,  la  règle  du  Cauchy  suf- 
firait pour  décider  de  la  convergence  ou  de  la  divei^cnce. 
Voici  un  exemple  où  elle  ne  siiflii  plus. 
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Cinquième  exemple.  —  Soîl  la  série  ^^  — '■ —  i 

â  élaal  quelconque. 

loi  ta  f'onelioD  ([i(n)  ne  tond  vurs  aucune  limite  quand 
n  croit  indéGuiment.  Donc,  d'après  ce  qui  a  éié  dît  plus 
haut,  si  l'on  démontrequela  série  2  [î  ("  "*"  ^«)  —  ?(")] 
est  convergente,  il  sera  détiioniré  que  la  série  proposée 
est  convergente. 

Or 

Y  n  i  cos[a  log(«  +e.)]-cos(a  log/t)  |  +  8.  cosÇo  logn) 

-2«sin["losn(«-;-e,)]sin[^log(,+^)]+e„cc.s(alog«l 
=  2à  n(n-^K) 


absolue  que  ceux  de  la  série  — — — —  -  Donc  elle  esta 
vergente. 

Quant  à  l'autre  partie  de  la  série 

_  .^  sin  [^  log(n  +eo]8in  [^  log(.  +  ^)] 

on  a 

modsin     -  logn{n  H-i),)]  <  i, 
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jMui'des  valeurs  suriisaniiiiml  grandes  de  n,  a  foiliori 
<|  tnod  —  Donc  le  tecme  général  de  cette  série  est  <[ 
rii  valeur  absolue  que 


Doue  elle  «at  convergente. 
Même  démonsiratiou  pour 

■y  sin(alogn) 

Lauiëmeinélltodepcutserviràdémonircrque  les  séries 

2co3(alogw)     ^^     y  sio(alognl 
nlugn  ^d      /ilog/i 

sont  convergentes. 


t&mmm  et  isage  des  formes  inagiiïaires 

EN  GÉOMÉTRIE. 

Conférences  données  par  M.  Maximilibn  MARIE 

■a  Colltge  SttDislas,  â  Saiaie-Barbe,  i  l'École  Salate-Geaevié«e 

et  i  l'École  Monge  (')- 

â4.  Soit  le  lieu 

l'enveloppe  réelle  des  conjuguées  est  MALOL'A'M'  et 
l'enveloppe  imaginaire  NON'  {^g-  3i). 

OSuileetrin.    Voirl.X.p.   \i-. 
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Ll-s  doux  seuls  piiiuls  ci'iliqucs  soiiL  Li-l  L', 


^=± 


</î 


■ï/3 


Supposons  d'aLord  que  le  poîiil  origine  [x^;  ^g]  s«  trouve 
sur  une  Lranche  dedemi-conjuguée  tangenle  à  la  courbe 
réi4le  en  un  point  de  l'arc  LAM  et  clierclioiis  à  quelles 

Kig-  3'- 


S  ,3 

JtXf 

y       p    ■ — «p 


conditions  le  point  mobile  [ar,  y\  fourni  par  l'équation 
j'=i  la  série,  [lourraït  passer  sur  la  courbe  réelle,  ou  sur 
la  conjuguée  c  =  30,  près  du  point  L,  sans  «jue  le  module 
de  \x — a;»]  dépassât  celui  de  (  —jz. —  x»  ].  ^devautêlre 
nul,  il  faudrait  pour  cela  que  a  satisfit  à  la  condition 


("- 


..)'-l 


3,/3 


V'Sl-à-Jin;  que  a.  devraîl  rester  compris  entre  les  limites 
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SidoDczo^s'ix^iotli'^']'^^ — ^  et  égal»  — - — A,ap 
varier  entre 


et  le  point  [■2^jJ']i  fourni  par  la  série,  ne  pouira  pas  pas- 
ser sur  la  conjuguée  c=  oo  près  du  point  L. 
Au  contraire,  si  a*  est  plus  grand  que  — -=■  ^^  ^S^'  " 

— =  -1-  A,  «  pourra  varier  entre 
3/3  ^ 


le  poiDt[x,^]  ne  pourra  donc  pas  passer  sur  l'arc  LAM. 
Supposons  le  premier  cas,  c'est-à-dire  a»  =  — — — A,  le 

point  [x,  y\  ne  pouvant  pas  passer  surl'arc  BLB',  sans 

<jue  la  série  devienne  divei^ente,  ne  pourra  pas,  à  plus 

forte  raison,  se  rendre  en  L':  le  point  d'arrêt  sera  doncL, 

Il  en  sera  encore  de  même  dans  le  second  cas,  ou  «o 

aurait  une  valeur  — —+  A,  maïs  on  en  donnera  une  autre 
3v/3 

raison  qui   est  que  le  module  de  (xd — l'abscisse  de  L) 

sera  alors  moindre  que  celui  de  (3:0 —  rabcissedeL');en 

eSet,  le  premier  sera 

et  le  second 
Ann.  de  Mathémat.,  3-  série,  t.  X.  (  Octobre  iBgr.)  Sa 
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AÏDsi,  quelque  part  que  l'on  plaçât  le  point  origine,  sur 
une  do  mi-cou juguéc  tangente  à  la  courbe  réelle  en  un 
point  de  l'arc  MAL,  le  point  d'arrêt  serait]  toujours  L. 

De  Diéoie,  le  point  d'arrêt  serait  L',  si  le  point  [:ro,  y»] 
appartenait  à  une  demi-conjuguée  tangente  à  la  courbe 
réelle  en  un  point  de  l'arc  M'A'L'. 

Clierchons  maintenant  la  courbe  d'équilibre  entre  les 
deux  points  L  ut  L'.  L'équation  caractéristique  de  cette 
coiu-be  est 


\  3/3/  \         3^iJ 


3/3 
c'est-à-di 


Celle  condition  paraîtrait  comporter  deux  interpréta- 
tions :  la  première  que  le  milieu  de  la  corde  réelle  passant 
par  le  point  [x^,  ye]  se  trouvât  sur  l'ase  des  _j',  et  la 
seconde  que  le  point  [■i^ai^'a]  appartint  à  l'enveloppe 
imaginaire  des  conjuguées  dont  les  coordonnées  sont 
imaginaires  sans  parties  réelles. 

Maisrinspccliondela  flgure  montre  que,  pour  qu'une 
corde  réelle  d'une  conjuguée  eût  son  milieu  sur  l'axe 
des  y,  il  faudrait  que  cette  conjuguée  touchât  la  courbe 
réelle  en  un  point  de  l'une  de  ses  branches  AMou  A'M', 
et  l'on  a  V  u  que  le  point  d'arrêt  est  alors  L  ou  L'. 

La  condition  a  =  o  siguiGc  donc  que  le  point  origine 
doive  appartenir  à  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées; 
et  le  fait  s'explique  alors  tout  naturellement,  car  il  est 
facile  de  voir  que,  si  )c  i>oint  [:Eo,yo]  se  trouve  sur  l'en- 
veloppe imaginaire,  il  pourra  se  rendre  à  l'origine  sans 
GOrtirdelarégionde  convergence;  (H-  ■)  lui  resterait  alors 
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juste  le  mùm»  chemin  pour  parvenir  en  L  ou  en  L'. 
Cela  pose,  si  le  point  [jToj^o]  appartient  à  uneconju- 
guéc  tangente  à  la  courbe  réelle  en  un  point  de  l'arc 
LOL'i  le  )>oint  d'arrêt  sera  I.  ou  L',  selon  qu'on  aura 


3/5     '       3v/3 

c'est-à-dire  suivant  que  a^  sera  positif  ou  négatil;  ou 
encore  selon  que  le  point  origine  appartiendra  à  une 
demi -conjuguée  tangente  à  la  courbe  réelle  en  un  point 
del'arc  OLou  en  un  point  de  l'arc  01.'. 

Etilin  supposons  que  le  point  origine  appartienne  à 
une  conjuguée  tangente  à  l'enveloppe  imaginaire  :  les 
conditions  pour  que  le  point  d'arrêt  soit  en  L  ou  en  V 
suront  toujours 

a,>o    ou     a„<o: 

mais  il  faut  en  avoirI'interprétalion.Or,surchacunedes 
ilemi-conjuguées  en  question,  les  deux  parties  où  a  aura 
des  signes  contraires  seront  séparées  par  le  point  de  con- 
Uctavec l'enveloppe  imaginaire;  elle  teste  va  Je  soi.  En 
elfet,  les  deux  points  P  et  P'  où  nue  niëine  conjuguée 
touche  l'enveloppe  imaginaire  ont  respectivement  pour 
coordonnées 

a-^P/— ,         avec       j  =  pV^i 
et 

;t  =  -p/3-,  avec        y^~?W~<. 

de  sorte  que  POP'est  précisément  une  dos  cordes  réelles 
(le  la  conjuguée;  les  autres  lui  sont  parallèles,  de  sorte 
que  la  condition  oo^o  exprime  que  le  point  [X|,,^o} se 
trouve,  sur  ia  conjuguée  où  on  l'a  placé,  à  l'extrémité 
d'une  corde  réelle  placée  au-dessous  de  la  roi-de  qui  joint 
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les  jioirus  de  uonUct  de  cette  conjuguée  avec  l'enveloppe 
et  la  condition  a  <|  o  exprime  le  fait  contraire. 


Les  points  critiques  sont  :  l'origine  [jc  ^^  o,  y  =  o],  le 
point  A  (_fig.  32) 

et  deux  points  imaginaires;  )e  point  I) 


et  le  point  i 


(*-.i'4" 


-v^>^ 


j.  =  av; 


»-/ï/= 


D,s,t,..d.iGoo'^lc 
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|]  pat-tien  non  l  à  la  oonjuguéu 


langcnte  à  la  courbe  rcellc  en  B  eL  à  l'enveloppe  ima- 
gioaire  vn  D  et  D'. 
Les  asytopioies  imaginaires  du  lieu  étant 


.±•3/" 


»+ï(,=f/3/:^), 


on  construirait  aisément  celles  de  la  conjuguée  DBD'. 
Nous  placerons  d'abord  le  point  origine  [-ro,_>'£i]  sur 
une  conjuguée  tangente  à  la  courbe  réelle  en  un  point 
de  l'arc  OT*,  parce  que,  pour  s'approcher  successive- 
ment des  points  O,  AjD  ou  ly,  un  point  [-r,^]  du  lieu, 
qui  partirait  du  point  [-^0,^0],  ainsi  placé,  devrait  passer 
successivement  sur  toutes  les  conjuguées  du  lieu,  le 
point  de  contact  avec  la  courbe  réelle  de  la  branche  qui 
le  contiendrait  décrivant  cette  courbe  réelle  dans  le 
sens  T'OCAC'OBT,  et  que,  comme  le  prouvera  la  dis- 
cussion, c'est  précisément  dans  l'ordre  O,  A,D  ou  ly 
{]Ue  se  présenteront  les  points  d'arrêt,  lorsque  le  point 
originaire  ['^0*^0]  s'avancera  sur  les  conjuguées  du 
lieu,  dans  l'ordre  qu'on  vient  d'indiquer  pour  le  point 

Le  point  [xo,yo]  appartenant,  comme  on  l'a  supposé, 
à  une  conjuguée  du  lieu,  tangente  à  la  courbe  réelle  en 
un  point  de  l'arc  OT',  le  point  [x,  y],  représenté  par 
l'équation  _^^  la  série,  pourra  passer  sur  la  branche 
réelle  "FO,  prés'dti  point  O,  si  l'on  peut  trouver  sur  cet 
arc  T'O  un  point  [x  =:  a,  j-  =  a*],  tel  que 

mod(i-o  — a)<  màf1{ro  — o). 
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ou  que 

(*,-(.)■*?!<< 

c'csi-ii-dira 

s(  devrait  èirt!  positif, 

«  <  aa., 

eu  f|ui  exigera  c]ue  Xg  soit  posilif,  c'e.<il-à-dire  que  le 
point  [^ai^«]  ne  soit  pas  trop  éloigné  du  point  de  con- 
tact avec  la  brandie  T'O  de  la  conjuguét!  à  laquelle  î) 
apparlïendrait. 

Mais  dans  ce  cas,  de  a^^o,  le  point  [x,^]  fonrnî 
par  la  série  ne  pourra  pas  passer  sur  la  branche  de  la 
conjuguée  C  =  oo  tangente  de  O  kli  courbe  réelle;  il 
ne  pourra  donc  pas,  à  plus  forte  raison,  se  rendre  près 
du  point  A  ni  près  de  l'un  des  points  D  ou  D',  et  le 
point  O  sera  le  point  d'arrêt  de  la  convergence  de  la 
série. 

Au  contraire,  dans  la  mtlnie  bvpotlièse  où  la  brancbc 
de  conjuguée  contenant  le  point  [x^  ^]  touclieraii  la 
courbe  réelle  en  un  point  de  l'arc  1*0,  si  «g  était  né- 
gatif, le  point  [x,  y^  fourni  par  la  série  ne  pourrait 
plus  passer  sur  l'arc  T'O,  mais  pourrait  passer  la  branche 
de  la  conjuguée  C  ^  co  tangente  à  la  courbe  réelle  en  0, 
parce  que  l'on  pourrait  trouver  sur  cette  branche  un 
point 

tel  que 

ou  quL- 

c'est -à-dirc 


mod(:C(+  a)<  mod(;Fo  — 

(a„-ha)'-i-pî<^î  +  p; 
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Mais  alors  le  [Kiîiil  [j:",  ^]  fourni  jKir  la  série  ne 
pourrait  [tas  {tarvenir  aa  point  A,  parce  (]uc  le  module 
de  {xg —  a\/4)  serait  plus  grand  <]ue  celui  de  (xo  —  O). 
En  filet,  Sg  étant  négatif,  le  premier  module 

sei-aîl  plus  grand  que  le  second 

Ainsi,  dans  ces  dilférents  cas,  le  point  O  sera  et  n:s- 
lera  le  point  d'arrêt. 

Supposons  que  le  point  origine  ['Td,^!,]  vienne  du 
plan  sur  une  branche  de  conjuguée  tangente  à  la  courbe 
réelle  en  un  point  de  l'arc  OC  A,  Le  point  d'arrôt  restera 
le  point  O  tant  que  le  point  [xoi^o]  n'aura  pas  trnversé 
la  courbe  d'équilibre  entre  O  et  A,  courbe  dont  l'éqna- 
lion  caractéristique  est 

mod(ig— 0)=  mo(l(i„  — «î/i) 
OU 

c'est-à-dire 

__an 


Ainsi  le  point  d'arrêt  restera  le  point  O  tant  que  le 
milieu  de  la  corde  réelle  contenant  le  point  [:ri,,^o]  res- 
tera à  ganche  de  la  droite  CC,  équidistante  de  l'axe  des 
y  et  de  la  tangente  menée  en  A  à  la  courbe  réelle. 

Le  périmètre  de  la  région  de  convei^ence  passera  à 
la  fois  en  O  et  en  A  lorsque  le  milieu  de  la  corde  réelle 
contenant  le  point  [xn,.î'n]  se  trouvera  sur  Icprolonge- 
nienl  de  C'C. 
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Eniiii  ]e  poinl  d'aiièl  se  trouvera  en  A  lorsque  le  mi- 
lieu de  la  corde  réelle  coBtenaut  le  point  [yoi^o]  ** 
trouvera  à  droite  de  C'C. 

A  partir  de  ce  montent,  le  j>éi'imcti'e  de  la  région  de 
convergence  pivolera  autour  du  point  A  jusqu'à  ce  que 
le  point  [Xoîjo]  vienne  traverser  l'une  ou  l'autre  des 
eourbes  d'équilibre  entre  A  ei  D  ou  entre  A  et  tV. 

La  première  de  ces  deux  courbes  est  caractérisée  par 
la  condition 


li  se  réduit  à 


et  la  seconde  l'est  par  ' 

On  voit  que  les  premiers  membres  resteraient 
moindres  que  les  seconds  si  le  point  [j^o,  J'*]  venait  se 
placer  sur  la  branche  de  la  conjuguée  C  =  ac,  tangente 
en  A  à  la  courbe  réelle,  paice  que  a»  serait  positif  et  ^» 
nul  ;  par  couséquent,  le  poiut  A  serait  encore  à  ce  mo- 
ment le  point  d'arrfit. 

Supposons  que  le  point  [^0,^0]  vienne  se  placer  sur 
une  branche  de  conjuguées  tangente  à  la  courbe  réelle 
en  un  point  de  l'arc  AO  :  ««  sera  d'abord  positif;  quant 
à  ^0,  qui  partira  de  zéro,  il  sera  positif  ou  négatif,  se- 
lon que  le  point  [xojj)"©]  se  trouvera  sur  la  branche  de 
droite  ou  sur  la  branche  de  gauche  de  la  conjuguée  qui 
le  contiendra,  en  sorte  que,  si  le  poinl  [xc/o]  se  trouve 
sur  la  branche  <Ic  droite  de  la  conjuguée  en  question,  ce 
sera  le  point  D  qui  pourra  devenir  le  point  d'ari-(ït,  et 
que  si,  au  contraire,  le  point  [:r(„  jo]  se  trouve  sur  la 
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branche  de  gauche  de  la  intime  roDJugnéc,  ce  sera  le 
point  ry  qui  pourra  succéder  au  point  A,  comme  point 
d'arrêt. 

Si  l'on  suppose  le  premier  cas,  c'est-à-dire  p^  >-  u,  le 
point  D  deviendra  le  point  d'arrêt,  au  lieu  du  point  A, 
dès  que 

—  it^/ï  deviendra  plus  grand  que  —  %{^t  étant  positif); 

dans  le  second  cas,  le  point  D'  deviendra  le  point  d'ar- 
rêt, au  lieu  du  point  A,  dés  que 

—  oo  v*^  deviendra  plus  grand  que  Po  (  Po  étant  négartf ), 

ce,  prenant  d'abord  ia  valeur  de  l'abscisse  du  point  de 
contact  de  la  branche  de  la  conjuguée  dont  il  s'agit  avec 
l'arc  AO  et  ^g  étant  alors  nul,  ni  l'une  ni  l'autre  des 
deux  conditions  ne  se  rent^ontrera  que  sur  une  corde 
réelle  de  la  conjuguée,  assez  éloignée  de  son  point  de 
contact  avec  l'arc  AO  et  jusque-là  ce  sera  le  point  A  qut 
restera  le  point  d'arrêt. 

Au  delà  do  cette  corde  réelle,  ce  sera  le  point  D  ou  le 
point  jy  qui  deviendra  le  point  d'arrêt,  suivant  que  le 
point  [Xo,/o]  s*'  trouvera  sur  la  branche  de  droite  ou 
sur  la  branche  de  gauche  de  la  conjuguée  tangente  à  la 
courbe  réelle  eu  un  point  de  l'arc  AO- 

Sî  le  point[xi),^o]  vient  se  placer  sur  la  conjuguée 
à  ordonnées  réelles,  tangente  à  la  branche  T'OA  eu  O, 
ia  valeur  de  yo  s'exprimera  par 

^0=  a'j     (lô  étant  négatif) 

vt  les  valeurs  de  Xa  seront  fournies  par  l'équation 
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]a  racine  riicIlL'  de  telle  éi^uatîon  serait  l'abscisse  posi- 
tive Ju  point  de  rencontre  de  la  branclie  Cf  avec  la 
droite^:=  a'„,  mais  ce  point  de  rencontre  n'entre  pas 
ea  question.  Les  deux  autres  racines  seront 

3^0  =  «»  ±  P»  /—  I  ; 

leur  somme  aa^,  ajoutée  à  l'abscisse  du  poïntsitué  sur  la 
brandie  OT'  devra  donner  une  somme  nulle,  par  con- 
séquent ^0  devra  être  négatif. 
En  conséquence,  ni  la  coudiiiou 

^  _tt„v/3<-p, 

ne  pourra  ôirc  satisfaite  par  uu  point  [xo,  >'«]  de  la 
brancbe  de  droite  de  la  conjuguée  en  question,  et  le 
point  l>  aura  définitivement  succédé  au  point  A  comme 
point  d'arrilt,  même  en  supposant  le  point  [xdi^o]  in- 
déJiniment  voisin  du  point  O;  nî  la  condition 

ne  pourra  élre  satisfaite  par  im  point  [:ri>,j'o]  de  la 
brancbe  de  gauche  de  laméme  conjuguée  en  question,  et 
le  point  IV  aura  défmitivement  succédé  au  point  A 
comme  point  d'arrêt,  m<ïme  en  supposant  le  point  [xg,  y,] 
indélinîment  voisin  du  point  O. 

Supposons  cuHn  que  le  point  [^D)  Js]  passe  sur  une 
brancbe  de  conjuguée  tangente  à  la  courbe  réelle  en  un 
point  de  l'arc  OT  :  la  courbe  d'équilibre  entre  les 
points  D  et  D'  étant 


ir,;G00g\C 


C  iT   ) 

=  (,..r^)V(p.."J3_.'J)-, 

i:'est-à-dire  g,  =  o. 

On  voit  que  le  périmètre  de  la  région  de  convergoiicc 
passera  à  la  fois  par  les  deux  points  D  v\  V  lorsque  le 
point  [xo,  r»]  se  trouvera  Ctre  justement  le  point  de 
rontact,  avec  l'arc  0!iT,  de  la  brandie  de  conjuguée  sut- 
laquelle  il  aura  passé,  et  que  le  point  d'arr£t  sera  D  ou 
V,  selon  que  3»  sera  positif  ou  négatif,  e'est-à-dirc  se- 
lon que  le  point  [xo,^c]  ^t-'  trouver,)  sur  la  branche 
de  droite  ou  sur  la  branche  de  gauche  de  la  conjuguée 
sur  laquelle  il  aura  passé. 

Sur  la  convergence  du  développemenl  en  séria  d'unt! 
fonction  de  deux  variables  indépendantes.  —  On  trou- 
vera dans  le  second  Volume  de  ma  Tltéorie  des  fonc- 
tions de  variables  imaginaires  ce  qui  cunccrne  la  con- 
vergence  du  développement  eu  série,  par  la  formule  de 
Taylur,  d'une  fonction  de  deux  variables  ludépeudautes 
X  et  Y,  définie  par  une  équation 

/{X,V,Z)  =  o. 

Culte  question,  entièrement  neuve  à  l'époque  (<),  est 
ramenée  à  la  précédente  par  cette  considération    évi- 


')  l'.JIc  n'avaEl  ûté  Irailéc  auparavant  que  par  MM.  Drint  et  Itou- 
'.  dans  leur  Théorie  dea  fnnctmnt  doublement  périodiques. 
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dente  que  le  développement 


^}(y-y)  ^ 


ordounée  en  groupes  liornogènes  par  rapport  k  (X  —  x) 
et  à  (Y  — y),  coïncide  identiquement, pour  chaque  sjrs- 
tème  de  valeurs  Gnales  deX  et  de  Y,  avec  le  développe- 
ment de  la  fonction  Z  de  X  seul,  qui  serait  définie  par 
les  équations 

/{X,Y,Z)=o 


k  étant  la  valeur  que  prendrait  le  rapport  =t—--^  pour 
les  valeurs  finales  qu'on  aurait  résolu  d'avance  de  don- 
ner à  X  et  à  Y;  de  sorte  que  la  question  n'est  autre  que 
celle  du  développement  de  l'ordonnée  Z  de  la  projection, 
sur  le  plan  des  XZ,  de  la  section  de  la  surface 

/{X,Y,Z)=o 
par  le  plan 
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LES  CENTRES  D'INERTIE  DE  LA  MOITIE  ET  DU  QUART 
Dl]  CORPS  ÉPICVCLOIDAL; 

Par    m.    SVÉCHNICOFF, 
Profe!iseiir   an    Ky"^"''^^   ■'^   Troltik. 


Lo  plan  xoy  divise  la  surface  épicycloïdale  et  le  rorps 
épîcycloïdal  en  deux  parties  égales.  Désignons  par  /  etL 
les  distances  du  centre  d'inertie  de  cliaquc  moitiû  de  la 
surface  et  du  corps  au  plan  xy, 

=  4«''J"(.-c(..«,)siiviîrfoy  (n  +  coj.).in.A 

Par  suite, 
■Î-ML  =  J  f  f  fzdxdyd!:=  -   f  fz^dj-dj' 

Par  suite, 

■■='-"• 

Aan.  de  Walhémat.,  î*  série,  i.  \-  (Novembre  rSqi.)         33 
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Le  plan  ro^'divisc  la  surface  et  te  corps  épicycloïdal 

en  deux  parties  égales.  Désignons  par  f  et  T  les  disunces 

du  centre  d'inertie  de  chaque  moitié  de  la  surface  et  du 

corps  au  plan  ^y, 

.+=-"  ^-=.«  ! 


■*■      iti      *'"       a       *■*■      ifi      ""       a       '''' 

--^  Goo/i'  sin 10401'  — 872n*+96ort'— 

X        '^'^'^'^^^  <rt'"4)(9«"— 4)(a5nt_4, 

Par  suite, 

3a^75nisin^  _  ,3o/i«— 109^*+ lao/i»— lô) 

'"  (n'-4)(9«'-4)(»5n'~4) 

En  posant  n  =  1 ,  «  =  2,  n  =  00,  on  a 
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'IIP-""/"' 


/  ^w*- — ,„.-,-;n„.-,H9--.) — 

Par  suite, 

4af45n"(i-cos^WG4n«— 4S«'+a4n'-2l 
"^^  "^         5i:(n'-iH4"'-i)('J'''-i) 

En  posant  n  =:  i ,  n  ^  2,  //  ^:  x,  on  a 

D'après  cela,  il  «si  Cacilc  de  déterminer  la  position  du 
centre  d'inertie  de  la  moitié  ou  du  quartier  de  la  sur- 
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face  et  du  corps  ^picycloïdal.  Kn  calcuinnt 

=  -5-   j       (i  —  cos7Hf)'rf(ji  /       (n  +  cosa:)sin*a<^a, 
on  a 


lïOTB  SDR  U  SÉIB2"'"": 

Pau  m.  E.  C4HEN, 
Professeur  au  Ijcée  de  Rennes. 


Pour  î  =  o, 

y  A'tt"=  (inodu<t). 

Pour  5=1, 

^"""=(1-^)*         (modM<i). 

Engénéral,  fêtant  entier,  Vn*K'»=  — — — —j,  A  res- 
tant fini  pour  u  =:=  i . 

Je  me  propose  d'étendre  cette  proposition  au  cas  de  s 
quelconque  ^  o. 
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Oa  a,  pour  tonte  valeur  de  s,  n  «taot  un  entier  >  i , 

^._(»  +  i)(»  +  a).. ■(»  +  /.)  r(i  +  i)^       „<,,<,(,). 

La  série  proposée  peut  donc  s'écrire 

^  l.3...n  l  +  tn 

Appelons  x  et  ^  deux  limites,  l'une  inférieure,  l'autre 
supérieure  au  nombre > 

On  voit  que  la  somme  de  la  série  est  comprise  entre 

.^-ij;'-^"'';^^";"-^"'r(.^,)- 

et 

-^^i"",'!.::'.r"'''"*"°-- 

c'est-à-dire  entre 

et 

ce  qui  démontre  le  théorème. 


(')  Voir  Sehhet,  Coun  de  Calcul  différentiel  et  intégral,  t.  II, 
p.  .80. 
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REHARQOBS  SUB  LA  THÉOMK  DES  FONCTIONS  iOfiLICMUES; 

Pad  m.  J.  DOLBNIA,  à  Nijoi-Novgorod. 


1. 

Od  sait  (]ue,  dans  l'étudu  des  fonctions  at>éliennes,  on 
peut  se  borner  à  la  considération  du  cas  particulier, 
quand  ré<|uation  fondamentale  algébrique  irréductible 
ne  possède  que  les  points  critiques  de  second  ordre. 
Nous  nous  occuperons  des  intégrales  abéitennes  de  pre- 
mière espèce,  c'est-à-dire  des  inlégrales  conservant  une 
valeur  finie  sur  toute  fa  surface  de  la  sphère. 

Supposons  que  les  intégrales  abélicunes  dépendent 
de  l'équation  algébrique  irréductible 

qui  possède  les  points  critiques  de  second  ordre.  Autour 
de  chacun  de  ces  points  ne  se  permutent  que  deux  des 
n  racines  de  l'équation.  Dans  chaque  lacet  nous  distin- 
guerons le  comuu-ncement  et  ta  fin  ;  ainsi  le  commence- 
ment du  lacet  (fi)  est  le  point  Oj,  la  fin  O^  ;  il  est  inu- 
tile d'ajouter  que  les  points  O,,  Oj,  O,,  O^,  ...  sont 
infiniment  voisins,  ou,  si  l'on  veut,  coïncident  avec 
l'origine  des  coordonnées.  Néanmoins,  pour  plus  de  dé- 
tcnni nation,  nous  prendrons  que  l'origine  des  coordon- 
nées se  trimve  toujours  au  point  U|,  et  nous  supposerons 
que  la  variable  complexe  se  meut  toujoui-s  dans  la  mèrne  ' 
direction  indiquée  par  les  ilèclies;  celte  direction  sera 
positive.  La  propriété  foiidament.ile,  bien  counu«,  de  la 
ibnclion  algébrique  y  est  la  suivanUi.  Kn  partant  de 
l'oiiginedes  cooixlonnées  O)  et  en  se  niumant  succcssî- 
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vement  par  lous  les  lacels,  nous  reviendrons  à  l'origine 
des  coordonnées  avec  la  même  racine  qu'au  commeoce- 
ment. 


î^-^^ — e) 


Nous  donnerons  le  nom  de  première  feuille  à  la  sur- 
face înBuie  sur  laquelle  la  fonction^,  arrive  à  l'origioc 
des  coordonnées  avec  la  même  valeur,  en  variant  conù- 
nnellement  par  tons  les  contours  élémentaires  dans  la 
même  direction  (dans  notre  recherche,  cette  direction 
sera  toujours  contraire  à  la  direction  de  l'aiguille  de 
l'horloge);  la  surface  ayant  le  même  caractère  pour  la 
fonction  j-^  portera  le  nom  de  seconde  feuille;  en  gé- 
néral, une  surface  possédant  le  môme  caractère  pour_^j| 
sera  la  feuille  A'*^"'.  On  peut  supposer,  si  l'on  veut,  ces 
feuilles  superposées  comme  dans  le  système  de  Rie- 
mann  ;  mais  nous  employons  l'expression  feuille  dans 
le  sens  d'un  simple  terme,  ne  joignant  a  ee  mot  aucune 
signification  matérielle.  Si  la  fonction  y,  après  avoir 
passé  par  la  variable  complexe  du  lacet,  arrive  à  l'ori- 
gine des  coordonnées  avec  une  valeur  nouvelle,  nous 
dirons  que  le  lacet  est  actif;  si,  au  contraire,  dans  les 
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iiiémus  cundilions,  U  fonclion  iii!  iihaiigt;  pas  du  valeur, 
nom  diroDS  que  lo  lacet  est  passif.  Si,  autour  du  poïut 
critique  c,  au  purtnuluiit  deux  racines  yhj'k,  le  lacet 
(i;)j  jouu  sur  deux  feuillus  un  rôle  actif.  Pour  déter- 
miner les  numéros  de  ces  feuilles,  il  faut  agir  de  la  ma- 
uière  suivante.  Partons  de  l'origine O)  du  lacet  c  avec  la 
racine  j'/  et  avançons  dans  la  direction  positive  jusqu'à 
ce  que  nous  arrivions  à  1  origine  des  coordonnées  0|. 
Si  uous  sommes  arrivés  au  point  Oi  avec  la  racine ^^i 
nous  dirons  que  le  lacet  (c)^,  avec  son  indice  i,  appartient 
n  la  feuille  A.  Partons  ensuite  du  point  Oj  (l'origine 
du  lacet  c)  avec  la  racine^*  et  avançons  dans  la  dire€> 
tion  positive  jusqu'à  l'origine  des  coordonnées  O, .  Si 
nous  sommes  arrivé  au  point  0|  avec  la  racine  y%, 
nons  dirons  que  le  lacet  (c)*  avec  son  indice  A  appar- 
tient à  la  feuille  B.  La  propriété  des  lacets  énoncés  ci- 
dessus  entraine  une  propriété  encore  plus  intéressante 
que  uous  expliquerons  par  un  exemple.  Posons  que  le 
lacet  (c)J  perrautedeux  racines  j-Zj^j"* et,  par  conséquent, 
appartient  parsesindîccsBuxdeux  feuilles  A,  B.  Partons 
dés  l'origine  des  coordonnées  0|  avec  la  racine^^;  nous 
arriverons  au  point  Oj  avec  la  racine  jî;  après  cela,  il 
faudrait  traverser  le  lacet  (c)*  et  alors  la  fonction  dans 
le  point  0^  acquerrait  la  valeur  yk-  Si  uous  passons 
directement  du  point  0^  au  point  O^,  sans  décrire  le 
lacet  (c)*,  nous  arriverons  au  point  O^  avec  la  racine ^f 
et  non  avec  la  racine  yt  couioie  il  l'aurait  fallu.  Mais 
sortir  du  lacet  (c)^,  avec  la  racine  yi,  signifie  y  entrer 
avec  la  racine  y^.  Et,  comme  le  lacet  (c)*  appartient 
par  son  indice  A-  à  la  feuille  B,  l'omission  du  lacet  actif 
((.')*  é<]uivaut  au  passage  à  une  feuille  nouvelle.  D'où 
suit  la  conclusion  : 

Si  l'on  fait,  à  la  place  oii  se  trouve  le  point  criti- 
i/ue  c,  la  coupure  des  deux  feuilles  A,  B  de  manière 
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tjue  le  point  critique  disparaisse  pour  toujours  et  que 
l'on  commence  le  mouvement  au  point  O,  avec  la  ra- 
cine j^,  en  traversant  la  coupure,  y  ne  change  pas  de 
valeur,  mais  le  mouvement  ne  fora  que  passer  dans  une 
feuille  nouvelle. 

Tbëobème  I.  —  Si  l'on  part  de  l'origine  des  cooi-~ 
données  O,  avec  une  racine  de  l'équation 

et  si  l'on  se  meut  dans  la  direction  positive  en  passant 
successivement  d 'un  lacet  à  un  autre,  on  peut  choisir 
des  lacets  tels  qu'en  les  supprimant  complètement  on 
parvient  au  passage  continuel  d'une  fouille  à  une 
autre  Jusqu'à  ce  que  toutes  les  fouilles  soient  épuisées; 
après  quoi  s'effectuera  le  passage  de  la  dernière 
fouille  à  la  première;  en  opérant  ainsi,  nous  forons 
autant  de  tours  complets  qu'il  y  avait  de  fouilles  et 
nous  formerons  autant  de  coupures  qu'il  y  avait  de 
fouilles  moins  une;  chaque  fouille,  pendant  ce  ntouve- 
ment,  sera  passée  en  entier  et  seulement  une  fois. 

Démonstration.  —  Soit  le  point  O  l'originedes coor- 
données, tit  M  le  premier  point  critique  que  la  varîablv 
complexe  doit  décrire  (le  point  M  e£t  tout  à  fait  arbi- 
traire). Posons  que  le  mouvemeut  commence  à  la 
feuille  A  ;  par  conséquent,  on  part  de  l'origine  des  coor- 
données avec  la  racine  ^^  et  l'on  comuieuce  le  mouve- 
ment dans  la  direction  positive.  Parmi  les  lacets  actifs 
appartenant  à  la  feuJlle  A,  prenons  arbitrairement  un 
seul  pour  la  formation  de  la  première  coupure.  Posons 
que  le  lacet  destiné  à  la  coupure  joue  un  rdie  actif  sur 
deux  feuilles  A  et  B  ;  soit  ce  lacet 
a(A,  B). 

Coupons  deux  feuilles  A  et  Bpar  la  ligne  ia(înie  Oa. 
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Alors,  pendant  le  iiiouvcnienl  conlinuiil  de:  la  variable 
uoinjtlcxv,  nous  dvrrirous  dans  la  feuille  A  l'anglti  filOa 
et,  ^ar  la  coupure  O  a,  nous  passerons  dans  la  feuille  B. 


La  seconde  coupure  duit  servir  au  passage  dans  une 
feuille  nouvelle.  On  peut  passer  n  la  feuille  nouvelle 
soit  de  la  feuille  B,  soit  de  la  feuille  Âf  cela  dépend 
entièrement  de  notre  volonté.  S!  nous  voulons  passer  à 
une  feuille  nouvelle  de  la  feuille  A,  après  avoir  fait  le 
premier  tour,  nous  arriverons  à  l'origine  des  coordon- 
nées avec  la  racine  j-g;  le  second  tour  commencera  à  la 
feuille  B  et  nous  devrons  décrire,  daus  celle  feuille, 
l'angle  MOn  justju'à  la  coupure  0<i;  par  eetlo  coupure 
nous  passons  encore  à  la  feuille  A  et,  par  une  nouvelle 
coupure,  de  la  feuille  A  dans  une  nouvelle  feuille, 
comme  nous  l'avons  voulu.  Mais,  si  nous  voulons  passer 
dans  une  nouvelle  feuille  de  la  feuille  B,  ce  passage 
devra  s'elTeclucrpendanllc  premier  tourjil  faudra  alors 
faire  une  nouvelle  coupure  dans  l'angle 
«O.M-an      MOa; 
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la  ligne  Od  marquera  cetlc  coupure.  Cette  cou|iure 
existant,  le  passagu  dans  une  nouvelle  feuille  s'aceom- 
plira  pendant  le  premier  tour.  En  elTet,  par  la  coupure 
Oa,  nous  passerons  à  la  feuille  Bet,  par  [a coupure  Of/, 
à  la  feuilleD;  et  comme  nous  ne  rencontrerons  aucune 
coupure  donnant  un  passage  à  une  nouvelle  feuille,  le 
premier  tour  sera  terntiné  à  l'origine  des  coordonnées 
et  dans  la  feuille  D,  par  conséquent  avec  la  racine y^. 

Le  second  tour  commencera  n  la  feuille  D  et  y  conti- 
nuera jusqu'à  la  rencontre  avec  la  coupure  O^  par 
laquelle  ie  mouvement  passera  dans  la  l'euille  B.  Comme 
nous  n'avons  pas  voulu  passer  de  la  feuille  D  à  une 
feuille  nouvelle,  nous  devrons  eilectuer  ce  passage  de  la 
feuille  B  ou  de  la  feuille  A,  Sur  notre  figure,  le  passage 
est  eUectué  de  la  feuille  R  par  la  coupure  0/  dans  la 
feuille  F,  où  le  second  tour  sera  terminé.  Plus  loin  il 
faudra  avoir  soiti  de  passer  de  la  feuille  F  à  une  nou- 
velle feuille.  Si,  ])Our  une  cause  quelconque,  nous  n'a- 
vons pas  trouvé  nécessaire  d'ellecluer  un  passage  direct 
de  la  feuille  F  &  une  feuille  nouvelle,  commençons  le 
troisième  tour  dans  l.i  feuille  F,  où  nous  continuerons 
le  mouvement  jusqu'à  la  rencontre  avec  la  coupure  0/ 
par  laquelle  nous  passerons  dans  la  feuille  B,  où  nous 
terminerons  le  troisième  tour. 

Pendant  le  quatrième  tour,  passons  par  la  coupure  nO 
dans  la  feuille  Â  et  ensuite,  par  la  coupure  Ob,  dans  la 
feuille  C,  plus  loin,  par  la  coupureOfî,  dans  la  feuille  E, 
où  nous  terminerons  le  quatrième  tour.  S'il  n'y  a  plus 
de  nouvelles  feuilles,  le  quatrième  tour  se  terminera 
dans  la  feuille  E.  Pendant  le  cinquième,  passons  par  la 
coupure  Oe  dans  la  feuille  C,  où  nous  terminerons  le 
cinquième  tour.  Pendant  le  sixième  tour,  passons  par  la 
coupure  O^  dans  la  première  feuille,  où  nous  termi- 
nerons   le    sixième    niouvemeiit.    Kuus    avons    eu    six 
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feuilles,  nous  avons  fait  aulaiil  de  loors  et  cinf]  cou- 
pures. Le  mouvement  dans  une  feuille  quelcontjue  com- 
mence depuis  la  coupure  avec  l'indice  de  cette  feuille 
et  continue  jusqu'à  une  nouvelle  coupure  avec  ce  même 
indice.  Outre  cela,  le  mouvement  ne  se  répète  plus 
dans  le  même  ordre.  Pour  cette  raison,  le  mouvement 
dans  une  feuille  quelconque,  pai'  exemple  B,  aura  lieu 
dans  les  angles 

aod -\- dof -^  foa  =  21t. 

Ainsi  le  tliéorcine  est  prouvé.  Voici  un  exemple  : 
Soient  neuf  feuilles  marquées  des  numéros  i,  a,  ...,  9. 
Par  les  points  critiques  sont  faites  des  coupures  dont 
l'ordre,  pendant  le  mouvement  dans  la  direction  posi- 
tive, est  le  suivant 

o(i,î),     6(1,3),    c(a,4),     rf{2,5), 
e(3,9),    /(4,6),     ff(5,8),     A(i,7). 

Le  TaMeau  ci-joint  contient  les  angles  décrits  dans 
cliaque  feuille  pendant  chacun  des  neuf  tours  : 


I 


Numéro 

Tours 

feuille. 
l  ... 

1.          % 
.     MOa 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8.           9. 
60A    AOM 

2... 

.     aOc          ■ 

cOrf 

» 

rfOM 

MOa 

. 

>           ■ 

3... 

»             '> 

» 

u 

. 

60c 

cOM 

MO  6 

4... 

.     cOf     /OM 

MOc 

« 

« 

» 

» 

3... 

*            » 

dOff 

ffOM 

MO^ 

» 

>           ' 

0... 

.    /OM     MO/ 

» 

■           > 

7... 

!■                      U 

u 

AOM    MOA 

8... 

ffOM 

MO  g 

» 

> 

S... 

. 

" 

•' 

" 

eOM 

MOe 

„ 

Théorèmk  11. 

—  P/e 

irions  deux  intégrales  abéliennes 

/' 

tdependa/iles, 

rfc  pn 

emière 

espèce,  u  et  tf:  Si  nous 
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rème  précédent,  l'intégrale 


/" 


sera  égale  à  zéro. 

Pour  démontrer,  rcmarquoits  que  l'intégrale  pris© 
snîvant  la  totalité  de  tous  lus  lacets  actifs  d'une  feuille 
quelconque  dans  la  direction  positive,  d'après  le  théo- 
rème de  Cauchj,  est  égale  à  zéro,  puisque  l'inânîté 
n'est  pas  le  point  critique  de  la  fonction  j  donl  dépen- 
dent les  intégrales  abélicnnes. 

Indiquons  l'intégrale  prise  dans  la  totalité  des  lacets 
actifs  de  la  première  feuille  par 

H{t), 
pour  la  seconde  feuille 

H(n),     ...; 
alors  nou  savons 

I1(1)=H{II)=  11(111)  =  ...=  o. 

Nous  désignerons  ainsi  l'intégrale  prise  suivant  une 
partie  (tu  contour  de  la  feuille  par 

P 
H(A), 

oii  a  est  l'indice  de  la  racine  avec  laquelle  l'intégration 
a  commencé,  ^  l'indice  de  la  racine  avec  laquelle  l'in- 
tégration a  été  terminée,  A  l'indice  de  la  feuille  où 
l'intégration  a  eu  lieu.  Enfin  l'intégrale  prise  suivant 
un  lacet  quelconque,  nous  désignerons  ainsi 

aP(A), 

où  a,  ^,  A  ont  la  signification  indiquée  ci-dessus.  Ad- 
mettant ces  signifîcations,  supposons  que  nous  avons, 
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par  exismplu,  cinq  feuilles,  rt  lus  coupuros  sont  faîtes 
dans  l'ordre  suivaiil 

0(1,11),     ft(I,  III),    c(ïl,  IV),    d(II,  V). 

Posons  eiK'ore  que  lu  lacet  a  permutu  les  racines ^,', 
Yx,  le  lacel  (6)  permute  les  racines  J'ei^nn  '«  lacet  (c) 
permute  les  racines  yn,ypi  enfin  le  lacul  (rf)  perinutc 
les  racines  yq-,yr-  Le  premier  tour  donne  pour  l'inté- 
grale la  signification 

(i)  H(I)+H(II)+n(iV). 

Le  deuxième  leur  donne 

(^)  ri(iV)+n(ii)+n(V). 

Le  troisième  lour  doiiue 

(3)  H(V)+H(II). 
Le  quatrième  tour  donne 

(4)  H(Il)+H(I)+n(ni). 
Enfin  le  cinquième  tour  donne 

(i)  H(in)+H(ij. 

En  ajoutant  (i),  (2),  (3),  (4),  (5),  nous  aurons 
/  B^i' =  H(I)-«- H(II)+ H(lV)-4- H(IV) 
-1- ?I(iI}+ H(  V)H- n(V)-i- H(II) 
-+-H(n)+H(I)-h-H(lll)  +  H(Ili)-i-JI(I) 
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fudv  =  U(I)+  (*(l)  +  ;t((II) 

+  H(n)+n/)(II)  +  ^/i(IV) 
+  [HCIV)+H{lV)  +  /)ft(IV)] 

+  [ry(V)+[I(V)+li(V)l 

-i-/-î(V)-t-yr(ir)-hiî(n)  +  H(n) 
+  rm/(ni)+H(ni)-}-H(ni)l 

+  m/(m)-4-/m([)-i-ll(I). 
En  remarquant  que 

H(lV)+H(IV)-+-/>n(IV)=H(lV)=o, 
rq{\)+  H(V)+  H(V)=  If(V)=  o, 
mi(in)-i-H(III)+H(m)-H(IlI)=o, 
nous  aurons 

y«di-  =  H(I)+rt(I) 

+  \ki{ll)-i-n(l\)-\-np{U) 

+  â(n)+  qr{U)+  H(»)+  H([|)l 

p  r  »  J 

-+-H{I)+  /m(I)-(-H(I). 
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En  remarquant  que 


/:i(il)-h  H(ir)-H  n/>(II)+  H(I!) 

+  qnU)+  tt{U)+  1*1(11) -=  H(II)  = 


Çudv  =  li(I)-^-  t*(I)-i-H(l) 

+  /m(I)+H(l)^H(l)  =  o 


II. 

Les  deux  théorèmes  prouvés  donnent  la  possîbîlîtK  di! 
trouver  un  lien  entre  les  périodes  des  deux  intégrales 
abéliciines  indépendantes  do  première  espèce.  Posons 
que,  moyennant  les  coupures,  le  passage  continuel  d'une 
feuille  à  une  autre  est  garanti  d'après  le  théorème  pre- 
mier; l'intégrale 


/«*■ 


suivant  le  chemin  indiqué,  est  égale  à  zéro.  Considérons 
un  point  critique  quelconque  a  permutant  deux  racines 
yii-yy-i  soit  le  lacet 

appartenant,  par  l'indtce  a,  à  la  feuille  A  et  par  l'indice  ^ 
à  la  feuille  B,  ce  qui  est  indiqué  sur  la  fig.  3. 

Posons  que,  pour  le  passage  de  la  feuille  A  à  la  feuille 
B,  existent  deux  coupures  ;  l'une,  par  le  point  criti- 
que £*,  donnatil  te  passage  de  la  feuille  A  k  la  feuille  C, 
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(  489  ) 
et  la  seconde,  par  le  poiut  criiiquc  c™,  donnant  passage 
delà  feuille  C  à  la  feuille  B. 

Posons  (ju'en  effectuantl'înlégration,  nous  ayons  déjà 
passé  dans  la  feuille  A  ei  ensuite  dans  la  feuille  B.  Au 
moment  où  iiou&  arriverons  à  l'origine  des  coordonnées 

Fin.  3. 


avec  la  racine  y^,  l'intégrale  u  a  une  certaine  significa- 
tion déterminée;  désignons-la  par  Q.  Alors,  décrivant 
l'angle  MOadans  la  feuille  A,  nous  arriverons  à  l'origine 
des  coordonnées  ayant  la  signification 

»  =  Q  +  H(A). 

Après  le  passage  du  lacet 

jiarla  variable  complexe,  l'intégrale 

Ann.  de  Valhémai.,  3*  scrie,  t.  X.  (Novembre  iSgi.)  34 
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acquerra  la  valeur 


I  y  "  [q  H-  H(  A)+  «„j  dP„-  /""  [q  +  H  (A)  +  «p(A)+  un]  o,' 


ou,  desiimaut 


nous  aurons  pour  (6)  l'expression 
i   rQ  +  H(A)l{L5-Lg) 

(7)  '  1  n 

I        -ap{A)Lg-,-y    u^àv^-  f    «pA-p. 

Pour  i«  même  point  critique  dans  la  feuille  B,  nous 
trouverons 

[  rQ  +  H(A)+>?(A)+II(A)  +  H(C)+H(B)l 

'"  '     r       '  r 

i       x(L^-I,5)-P«(B)L;-i-jf     «pA-p-J     ttadiv 

et  conime  lu  lacet 

{«)g(A,B) 

n'appartient  qu'aux  Jeux  feuilles  A  et  B,  la  partie  àv 
l'intégrale 

/"*■ 

corrcspoiidanl  à  un  seul  point  critique  sera  exprimée 
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(7)1  (S)  vt.  par  i-ODséqiiviit,  sera  t^galv  11 

ra3<A)-4-H(A)-»-H(C)+H(B>-^n(B)l 
L  P  '  /  B        J 

x(L^-L5)-iip{A)(Lg-LS). 

ou 

ri  /  n  pi 

H(A)-i-H<C)+lI(B)-(-H(B)    (Lg- J,;). 

La  quantité 

;  (  Il  p 

H(A)+  HfCi-+-H(B)+H(H), 

P  ,  /  B 

que  nous  désignerons  par 

formera  la  périoile.  Désignons  encore 

L^-  r4=  1;;,; 

alors  la  partie  de  l'iiilégrale 

/„,„., 

correspondant  à  un  seul  point  cri ti<jue 

.J.A.B,. 
s'eiprimera  par 

".  '■■„. 

Si  nous  désignons  les  |)oînts  rrîtrijuci,  sans  <roniplcr 
ceux  par  les(|ueU  les  coupures  sont  faites,  par 

alors 

Mainlrnanlîl  faut  pri-ndr<r  ^oiri  (|<i>-  IVijriaiion  '■,,  ne 
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contient  que  les  périodes  des  deux  intégrales  u  et  v. 
Comme  l'intégrale 

/* 

relativement  au  lacet 

que  nous  avons  désignée  par  L^^,  désignons  l'intégrale 

relativement  à  ce  même  lacet  par  .3lâ^.  Raisonnant  rela- 
tivement à  l'intégrale 

comme  nous  avons  raisonné  relativement  à 
nous  avons  l'équation  analogique 


où  E  est  formé  des  L  comme  Q  est  formé  des  %  ;  et  par 
conséquent 

(.0)         2""'^?'"'=2'^"'-''"'?'="- 

Choisissons  maintenant  les  lacets  fondnmeniaux  qui 
pourraient  servir  au  passage  de  j-,  à  toutes  les  autres 
racines 

ri.  y»'   ■■•'  r«-  y^'   ■■-.  y-^ 

et  désignons  par  Ua  la  valeur  de  l'intégrale  u,  prise  sui- 
vant tes  lacets  fondamentaux  unissant  j}*,  avecj,;  soitVg, 
ayant  la  même  signification  pour  l'int^rale  v.  Si  nous 
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o.,=  [u„-t3c;;j,-U|i,] 

+[U|i,-i- sif  j  -  u„]+. .  .[iJ„,-4- a».,,- U.,]; 

mais  alors  chaque  (juantité  de  la  forme 

donnera  une  période  que  nous  désigneroDs  ainsi 

D'où  i]  suit  que  la  partie  droite  de  l'é(]uation  (lo) 
lie  changera  pas  si,  dans  diaque  quantité  delà  forme 


ou  substitue,  à  ]a  place  de 

^i  pr- 
ia période 

(!t,  par  conséquent,  la  partie  gauche  de  la  même  équation 
ne  changera  pas  à  la  suite  d'une  telle  substitution,  et 
nous  aurons  l'équation  (9)  dans  la  forme 

«luation  donnant  le  lîun  entre  les  périodes. 

Si  nous  désignons  par  N  le  nombre  des  points  criti- 
ques de  l'équation 

cl  parn  le  nombre  de  ses  racines,  nous  aurons  («-  -1) 
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lacets  fondamentaux;  de  même  le  nombre  des  coupures 
sera  (  n  —  i  ) . 

Gomme  les  périodes  (L)  qui  oe  coaliennent  que  les 
lacets  fondamentaux  sont  égales  à  zéro,  le  nombre  de 
toutes  les  périodes  de  l'intégral c  abélîehne  sera 
2/.  =  N-a(/.-.)=m. 

L'application  des  tliéorètues  démontrés  aux  intégrales 
li^perellip tiques  est  surtout  intéressant.  Prenons  deux 
intégrales  hypcretliptiques  indépendantes 


J   ^/RiJ)'      '    J 


/rT^t) 


R(j:)  ={:r  —  a,)(:r  —  a,)...(r  —  a,p)  (r  —  atp-^,){T  —  ajp^t), 

/(x)  et  f  (x)  sont  des  fonctions  entières  dont  les  degrés 
ne  surpassent  pas  {/>  —  i).  Posons  que  les  points  criii- 
.ques  sont  disposés  sur  le  plan  dans  l'ordre  marqué  par 
leurs  numéros. 
L'équation 

a  seulement  deux  racines  et,  par  conséquent,  il  y  a  deux 
feuilles;  chaque  point  critique  appartient  â  deux 
feuilles  et,  par  conséquent,  il  suffit  défaire  une  coupure 
qu'il  faut  tracer  de  l'origine  des  coordonnées  par  un 
point  critique  quelconque;  menons  la  coupure  Oa^p^.!  ; 
il  faudra  faire  deux  tours.  Le  premier  tour  donnera  : 

pour  le  point  critique  (i,, 
pour  le  point  ^j, 


■/"'-'-' 
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(495  ) 
pour  le  point  a^, 

4(Ai  — A,)B,+  '/A,B,: 

pour  le  poiDt  a^, 

—  4{  A,  -  A,  +  A,) Bi -(-  -i  AvB„     ...  ; 

enBn  pour  le  point  a^^p^, , 

4( Ai  —  Al  -1- . . .  -(-  A,p)  B,p+,  ■+-  a  Aip+i  B,p+| . 

Le  secoDd  tour  donnera 

-4(A,— A,-^A,— Ai  +  ...-A,p-HA,/,+,)B,-i-2A,B, 

—  4(A,— A,-t- At  — .' -)- A,p— A,p+,)BiH-aA,B, 

-4(A,— Aj-1- —  A,p+  A,p+,)B,-f-aAaB, 

—  4(A»— A,-t- -t-A,p— A,p+,)Bt-+-2AtBi 

—  4(A»p —  Aip+i)Bip-i-  '2A|pB|p 

—  4  A,,+,  B,p+, H-  2  Atp+,  B,p.n. 

ParcODséquenl 


/" 


.-4(A,-A,)B, 
+  4{A,-A,)B, 
-4(A,  — A,+  A,— AOBi 

-.-4(A,— A,-i-A,— At)B, 

—  4(A,  — A,+  A,— ...-F  A,p.,  — A,p)B,p 
-r-4(A|— Ai-+-  A,— ..  .-i-  A,p-,  — A,p)Bip+i 
-i-i<A,-A,+ A*— ...-t-A,p— A,p-^,)B, 

-  4(  A,—  Aj-H  Av-. . .  +  A.p-  A,p^,>B, 
-^4(At-A.--A,  +  .'..-=-A,p-A,p^.,)B, 

—  i(Ajp—  A,p.n)B,;,  =  o; 
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l'oû  il  suit 

4(A,  — A,)(B,— Bj-i-...+  B,p~Bip+,) 

—  4(B,— B,)(A,— A,-(-...+  A,p-A,p+,) 
+  4(Aj— Ai)(Bt— B,-+-...H-Bip— B,;,+,) 

+  4(A,;,_,-A,;,)(B,^-B,^,) 

-4(B,p-,-B,;.)CA,p-\,^,)  = 

En  posant 

î(A,-A,)=™„        a(B,  — BO  =  ïj- 
a(A,—  A4)=  loi,        a(B,—  Bi)=  2», 


%{ktp-t  —  Ai^=  tOip,        2(Btf»i —  B,p)=  E,p, 
a(A,— A,-i-...-i-Aip— Aip+i)=  w,, 

2  (  A»  —  Al  -I- ...  -f-  Aip  —  A,p4-i  )  =  ot) , 

a(Aip— Ai^i)=(Oip-i, 
a(B,— B,  +  ...-»-B,p— B,j«.,)=»,, 

a(B,p— B,j^,)=»,p_i, 
nous  aurons 

•-P 

Dans  cette  forme  remarquable,  oit  a  presque  îuimé- 
diateiueui  une  relation  entre  les  périodes  de  toutes  lus 
intégrales  abélJennes  de  première  espèce.  Pour  éviter 
les  abstractions  inutiles,  analysons  en  détail  l'exemple 
eiupruiité  de  l'Ouvrage  de  Clebscli  etGoi'dan  :  Théorie 
(1er  abelschen  Funciianen,  i886.  Les  discussions  que 
nous  olTrirons  possèdent  la  généralité  nécessaire.  Les 
poiiiLs  critiques  sont  disposés  dans  la  direction  positive 
dans  l'ordre  suivant 
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Dans  lea  lignes  suivante  vst  présenté  le  rapport  de 
chaque  lacel  à  deux  feuilles  ;  les  numéros  des  feuilles 
sont  indiqués  par  les  chiffres  romains  avec  la  condition 
que  l'indice  arabe  de  gauche  coiresponde  au  même  indice 
romain.  Ainsi  nous  avons 

oJ.,(I,  ri),    aî,i(I")>    a},4(n,  IV),    ai,t(MI,  10, 

al^(l,  ni),     aî,,{IV,  III),     aî.t(II,  I),    aî.t(ni,  I), 

a'.,(ni,  IV),    al.^(IV,  II),    ai;j(III,  IV),    al\(IV,  Ili). 

Les  coupures  sont  faîtes  à  travers  les  points 

oî.,(IV,in),    aî,,(II,  I),    <,{III,  I). 

Après  la  formule 

U«L5',^=U(A)+H(C)+H(B)+H(B)Jl5;._, 

nous  avons,  pour  le  point  aj^(l,  II), 

(3î.,+ai,,+3ll«,)Li,; 
pourie  point  iâ,,(I,  lU), 

(au-Haî!  +  3il,  +  au-v-3tj  +  -3»,  +  aji  +  3i[î)Lî,; 

pour  le  point  aî,(Il,  IV), 

a*4  +  a[,  +  a»,-^aj!-i-aij  +  aîî)Lj, 
=  (aî,-^as^^.aJS)Lî,i 

pour  le  point  a^,(III,  II), 

(3>îi-H3Jl  +  AIÎ^aî,)Li.; 
pour  le  point  al^  (I,  III), 

(ai!-+-aii-(-aî,-i-at,  +  :iîj 
+  aji-f-an  +  aîj  +  ai,)i,j3; 
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pour  k-  point  a*j(lll,  IV), 
pour  le  point  a^^{Il,  'V), 

(aj, -I- aij  +  3ii,  H- 3î,  +  3JJ 
+  aji  +  a»,  +  ai^-t-  ai,  +  aî,  )  m 

=(ai,  +  ai,H-au-4-aii-H3iî.  +  Ai,)Ljî; 

pour  le  point  a^J  {III,  IV), 

(an  +  a!,  +  at^  +  at.  +  aî.  +  ait)Lii; 

poarlepoiulaJ^{III,  IV). 

(3iî.->-3i*  +  af,+aî.+ait+au)Liî. 

En  posant  que  les  lacets 
sont  des  lacets  fondamentaux,  nous  aurons 

ai,=.ai,  =  aî,  =  Lîj=Lj,  =  Lî,  =  o. 

Nous  aurons  la  relation  entre  les  périodes  dans  la 
forme  (  1 1  )  : 

/(aî,-.-at,+aiî)n, 

-(3i,  +  aE,  +  aiî  +  3ijj  +  aiî)M. 
,.„    '    *(a|,  +  3h  +  3it  +  au+31ï)Lî» 
+0ii,+  3th^a^  +  aî{  +  an)i-lî 
+(aî,H-as^-i-aiî^-aij>Lu 

4-(aî,  +  aî,+au^-3iii)Liî  =  o. 

L'expression  (i3)csi  syinéirique  par  rapport  à  a  elL. 
Les  deux  premières  lignes  contiennent  les  deux  mem- 
bres symétriques 

aî.LJ,.     ai.LÎ,; 

par  conséqueul,  prenons  les  deux  pn>mières  lignes  pour 
le  point  de  départ  de  notre  transformation  cl  formons 
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le  binôme  symétrique 

(i4) 


-(3î,  +  a^  +  3ijî) 

X(L|,  +  L[3^-LJÎ^-L[J-^I'iî) 

[  =  Ut  If E|tU»- 

FaisoDS  la  soustraction  (i3),  (14)  ;  nous  aurons  évi- 
demment pour  résultat  une  fonction  symétrique  9cm- 
blableet,  avec  cela,  le  nombre  des  lignes  sera  diminué  de 
deux  unités.  Ainsi  nous  avons  pour  reste 

aiîM.  +  3iîLis  +  aiîLi[+ai[Liî 
.    =(3Jîi.ît-3iULjî)-i-(aiîLji-aitMî)- 

Nous  avons,  par  conséquent,  la  relation  entre  les  pé- 
riodes dans  la  forme  suivante  : 

r[(ai.  +  ai.  +  ajî+aii  +  aiî) 

\       x(Lî,  +  Li,  +  Ltî)~{aî,-^a(,-.-aiî) 

'"'      )  x(L{,+  Ltj+LJÎ-t-LlJ-i-Llî)] 


Les 

périodes  normales 

sont 

«,=  3l| 

+  3! 

.  +  3! 

1+ 

aii  + 

asi 

«..3i 

+  3} 

, +  ai 

.._»! 

, 

,.,=  31! 

».-ai 

, 

»..ai 

; 

„  =L| 

+  L! 

LSÎ  + 

1.1 

+  M! 

.,  =  Lî 

+  4 

+  1.1 

.,  .1.1 

.,  =L- 

..  =1.! 

. 

..  -Ll 

■ 

Il  est  facile  de  prouver  (|ue  chacune  des  périodes  1 13) 
s'exprimera  par  nue    fonction    entière  el    linéaire  des 
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périodes  normales  aveu  les  coefficients  d=  i .  IVoiu  avons 
évidemment 

*!,  H- 5iî,-f- aiî -4- ai[ -1- 3111  =  w,  +  io,-H  <«„  ■ 
3î,-t-ajt  +  aiî-*-ajî  =  «>,-+-«>,, 

Ou  peut  former  aussi  les  périodes  normales  par  d'au- 
tres moyens.  Par  exemple,  posons 

(aî,  +  a^  +  aiî+ajî){Lî,+  Li^  +  Liî  +  Lii) 

—i.:^U■^■3^U-i-Z^\-^-:3l^)(LU+Ll^  +  ^l-hLll) 

=  W,t,— t,U),. 

En  faisant  la  soustraction  de  ce  binôme  de  (i3),  nous 
aurons  à  la  place  de  six  lignes  seulement  quatre  : 

/  (3iî,  +  ajj  +  a;î)Li, 

f.fit  +(3!.  +  aî.-^a;î)Lî. 

*   '  +(ai,  +  aî,  +  aî,)Li! 

(  +(îiu+aî,  +  aiî)Li,. 
Posons 

(3i|,H-at,  +  ai!)(Li,  +  Ls^-i-Lîî) 
— (a|,-+-a;j  +  ajî)(L|,  +  L(,  +  i.jî)  =  <i>iEt—  »)<"»- 

Eu  faisant  la  soustraction  de  ce  binôme  de  (i6),  nous 
aurons 

ajiLJÎ  — aiîLJ^  =  (u,^-l,^u,. 

Par  conséquent 

o>i  =  ai,-(-aji-i-ajî-t-  ajj, 

iu,  =  a|,  +  ai^-Hatî  +  aji, 
co,  =  ai,+  a;,  +  aiî, 
o)i=aj,  +  a»i  +  aiî, 
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Les  périodes  (i3)  s'exprimeront  au  moyen  des  pû- 
l'iodcs  normales,  de  ta  manière  suivante  : 

*ll  +  ^îi  -^  *J!  -1-  *Ij  +  *SÎ  =  0>|  —  10,-1-  Ut,+  (Ol—  U)[, 
31  11  -H  51} I  ■+■  StSi  -t-  5l{J  +  31  Jî  =  tO[  —  tu, -«-  «o, H-  loi-t-  (iJi, 

La  propriété  des  périodes  obtenues  à  l'intégration 
immédiate  de  s'exprimer  par  une  fonction  entière  et 
linéaire  dus  périodes  normales  avec  les  coeflicients  ri:  i 
peut  être  prouvée,  en  général,  de  la  manière  suivante. 
Effectivement,  après  l'intégra  lion,  nous  aurons  une  re~ 
lation  entre  les  périodes  à  laquelle  nous  pouvons  donner 
la  forme  suivante  : 

(         Cal-H«J+«S+...-^^,'Jft. 

j  +(aî-H«î+aî-+-...+  a;,)6> 

(17)  '   -h(a]  -hal  H-a5-H...-t-a»)6> 


où  les  lettres  avl  b  marquent  les  périodes  des  intégrales 
qui  contiennent  des  cycles  simples.  Pour  former  la  pre- 
mière paii-edes  périodes  normales,  on  prend  deux  lignes 
quelconques  du  (17):  soit 

a\-i-  a\  +  al-h. .  .-i-  a^^^  u,. 
En  retranchant  de  (  1 7  )  le  bînàme 

lU  I  £,  —  Cj  (0, 

et  en  désignant,   en  général,  par  xf  le  nombre  égal  à 
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zéro  ou  à  ±  i ,  nous  aurons 

+  (a}  +  aï  +  al  +  ...-4-a,\+ali«,  +  c<îu..)6' 

+  {af +  af +<  +  ... +  «'f^+afw, -4- «f  04)6'*'. 

Posons  que,  pour  la  formation  de  la  seconde  paire  des 
périodes  normales,  on  prend 

n^  +  œJ  +  . , .  -h  «;_  ■+-  !x\  (u,  -1-  a}  lu,  =  u>,, 

«t  +  ai -f- . . . -i- CT,*  +  a t  lui  H- a  1  u>,  =  co,  ; 

en  retranchant  de  (iS)  le  binôme 


nous  aurons  pour  reste 

-(-(af-!-aJ-+-«!  +  ...-<-oi»  +  a}(u,H-ai'<u,-4^iJu,)6« 

En  continuant  cette  Iran  s  forma  lion  nous  aui'ons  dé- 
finitivement 


Ui  ^  II,. 

U,  =  —  aï  u,  —  ai <o,  +  <u„ 
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SUR  LES  FORMES  QUADRATrQUBS  ET  SIR  L'ÉQUATION 

DITE  EN  s; 

Pab  m,  h.  LAURE^'T. 


Les  métbodes  connues  pour  la  discussion  de  la  fa- 
meuse équation  en  5,  que  l'on  rencontre  dans  une  foule 
de  théories  e(,  en  particulier,  dans  celle  des  plans  prin- 
cipaux des  quadriques,  ont  l'inconvénient  d'être  trop 
particulières  ou  de  s'appuyer  sur  des  identités  déduites 
de  la  théorie  de  la  multiplication  des  déterminants,  qui 
n'est  pas  exigée  par  les  programmes  officiels.  Voici  une 
nouvelle  démonstration  très  générale  et  qui  ne  présente 
pas  ces  inconvénients;  elle  est  d'ailleurs  fort  simple, 
comme  on  va  le  voir. 

Soit  a,-,  =  ay,'.  Il  s'agit  de  trouver  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  la  résultante  en  .(, 


des  équations 

/  ((i„  — *)ri-r-i,tJ-i-4-...+  rt,„r„=o. 
,,,  )  «i,X,-l-(«„— j)i-i-^...-u  n,„j-„^o. 

i  «.;;,:■„;;;::::(„.::;„:_■„' 

ait  une  racine  double,  triple,  etc. 

Rien  n'einpëche  de  supposer  que  ta  première  des 
équations  (3)  est  précisément  l'équation  S -— o  elle- 
même;  il  suffit  de  supposer  que  x, ,  Xj,  . . .,  x„  y  sont 
remplacés    par  leurs    valeurs,  tiré«-s  des    autres  équa- 
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lions  (3),  auxquelles  on  peut  adjoindre 
(a)  x\-hxî■^-...-^-T*  =  o 

(bien  que  cela  ne  soit  pas  nécessaire,  la  démonstration 
se  faisant  aussi  bien  en  supposant  Xq^  1).  En  égalant 
alors  k  zéro  la  dérivée  du  premier  membre  de  la  pre- 
mière formule  { 3)  prise  par  rapport  à  s,  on  aura  la  con- 
dition pour  que  S  =  o  ait  une  racine  double  ;  eu  prenant 
cette  dérivée,  on  introduira  les  quantités  -^  qui  devront 
être  éliminées  en  faisant  usage  des  autres  formules  (2) 
également  difierentiées;  ainsi  l'équation  -7-  =  o  sera  la 
i-ésultante  des  équations 


m  1  „..  ^^.„./>'>^..._^,„.._..,i5_ 


*-("..— J-JT- 


provenant  de  l'élimination  des  dérivées  -^-^t  et  aussi  des 
quantités  x,-  à  l'aide  du  système  (a).  Or,  si  l'on  multi- 
plie la  première  des  équations  (3)  par  r —  >  la  seconde 
âS  , 

P"^, ' 

trouve,  en  observant  que  S  =^  <>, 


,  Xj,  . . . ,  en  veitu  de  (3),  sont  proportionnels 
—  ^  T —  =  . . . ,  donc 

/  ds  y     /  ds_y  /  ds  \«_ 
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(  ôo5  ) 
Telle  est  la  forme  quv  l'on  peut  doiitier  à  r(k|iiat!uii 
~  ^  o;  en  la  combinant  avec  S  ^  o,  cela  exige  que 
tous  les  mineurs  de  S  soient  nuls,  si  les  a/y  sont  réels. 

ClierchoDS  la  condition  pour  que  S  =  o  ait  une  raeinu 
iriple;  des  considéra  lion  s  analogues  nous  conduîscoL  à 
difléronlier  les  formules  (3)  et  l'on  a 


(«M-O-ïn- 


,  rf'T  rflj-n 


dl* 


Eu  multipliant  la  seconde  par  ■r-  ~r — .  la  suivante  par 
:: — - — ;  ...  et  en  les  aioulani,  on  a 

rfj-i      'tf'S  rf£,       à*  S  _ 

di    àttidan         ds    drauttai)        "'  ' 

mais  —^,  'da"  ■  '  ^'""^  proportionnels  à  leurs  coefli- 
cients,  on  a  encore 

et  ainsi  de  suite. 

L'esprit  de  celle  inétliode  s'applique  encore  dans  une 
foule  d'autres  circonstances  :  par  exemple,  dans  la  tliéo- 
lie  des  intersections  des  coniques  et  des  quadriques. 
Pour  ne  pas  trop  allonger  cet  article,  nous  considé- 
rei-ons  seulement  les  applications  aux  quadriqufs. 

Soient  /'=  0,^  =  0  les  équations  de  deux  quadri- 
ques,^et  ^désigiianldcs  fonctions  de  .r,  y,  =,  t  liomo- 
gènes.  IVuus  fei-ons 


/.  "  £ 


>1        ,  -'S , 
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(  5o6  ) 
Clicrclioiis  un  poinl  .r,  y,  z,  t  ayant  même  plan  polaire 
par  rapport  aux  deu\  quadriqucs,  i)  sera  déterminé  par 
les  équations 

ffi     (fï     gi     ffi' 

ou,  en  égalant  ces  rapports  à  —  .*, 

//.  +  «■>*  =  (>,  /i-H«-t*  =  O. 

Si  l'on  élimine  x,  y,  z,  r  entre  ces  furmulus,  on  obticni 
une  équation  du  quatrième  degré  en  s 


qui,  on  général,  aura  quatre  racines  distinctes,  à  cha- 
cune desquelles  correspondra  uu  point  x,  y,  z,  t  donné 
par  les  formules  (4);  tout  cela  est  bien  connu. 

I  "  Je  dis  que  si  l'équation  S  =:  o  a  une  racine  double, 
les  surfaces  f=o,  g=o  sont  tangentes.  En  eiïet, 
l'équation  S^o  peut  Être  considérée  comme  étant  la 
première  des  équations  (i),  où  x,  y,  z  sont  remplacés 


par  leurs  valeurs  tirées  des 

autres  formules  (i).  En  dif- 

férentianl  ces  équations,  oi 

aura 

(/.t  +  ^..')  J+</..+  f.. 

dy                            dz 

(/..+  ff..')^  +  </..  +  #.. 

.dy,^                ,d: 

((/..-h^...)Jh- (/..+  «■.. 

4-</-'''-)S-.".'- 

On  l'ii  tlie 

/..  +  ^iiï  /i^-*-friif 

/iJ-l-A'l3*     fft 

/.,  ^SM..    /„^-,ï..< 

/.,-^n'  *■» 
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(  5"7  ) 
ajoutant  lus  lignes  avec  la  dernière  après  les  avoir  inul- 
lipliécs  par  x,  y,  «,  /,  on  a,  en  vertu  de  (i)  et  du  théo- 
rème des  fonctions  liomngènes, 

]/ll-t-#ll«     /u-t-«-11«     /lI+^U«      *-!    I 


d'où  l'on  conclut  g-  =  o  et,  par  suite,  en  vertu  de  (i), 
y=;  o.  Les  surfaces  (0-=:  o,y=:  o  en  leur  point  com- 
mun x,y.,  z  sont  donc  tangentes. 

a"  Cotte  déuionstratioa  est  en  défaut  quand  les  mi- 
neurs  de  S  sont  nuls,  car  le  multiplicateur  de  g,  dans  la 
formule  précédente,  est  nul.  Mais  alors  les  formules  (i) 
se  réduisent  à  dent  distinctes  ;  il  y  a  une  inlinité  de  pôles 
x,y^  z  en  ligne  droite  repondant  à  la  racine  double; 
la  droite  de  ces  points  rcncoiitre/=o  en  deux  poinU 
où  l'on  a  aussi  g  =  o:  les  surfaces _/"=  n,  g=o  sont 
alors  bitangentes;  elles  se  coupent  d'ailleurs  suivant 
deux  courbes  planes,  puisque/-)- î,^=  o  représente 
alors  deux  plans. 

3°  Si  tous  les  mineurs  de  second  ordre  de  S  étaient 
nuls,  un  raisonnement  analogue  jn-ouverait  que  S  ^  o  a 
une  i-aeine  triple  et  que  les  pôles  correspondants  x,y,  z 
seraient  dans  un  plan;  les  deux  surfaces /=  o,  g=  o 
circonscrites  l'une  à  l'autre  se  tuuclieraienl  suivant  une 
courbe  plane. 
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un  SIR  (IK  DÉVKLOPPGVEIVT  BBS  OOAIÏTrTÉS  KI1MÉRI9I1BS, 
9lir  PRBSEfïTB  «UELQIE  ANALOGIE  AVEC  CELH  EN  FBAC- 
TIOKS  CONTINUES; 

PlB  M.  E.  CAHEN, 
professeur  au  Ijcée  de  Rennes. 


].  Soit  uno  quantité  numérique  x,  en  appulaiii  ni  sa 
parlin  enlîèrc 

Xo  élaiit  <  I. 

S<iil  «0  'a  partie  etilière  du  Xo, 

—  est  une  valeur  approchée  de  —  par  excès,  h  moins  de 
On  poul  donc  poser 


Eiiap]ii'laiil  »t  la  partie  entière  de  X,  on  [Hïtil  écrire 
de  incline 


l  ainsi  de  suite. 
Fi  nalement 
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t!l  IV-iTCur  coramisc,  quand  on  s'anitc  au  tuiiiiv  —  »  est 
(lu  signe  dv  Un  et  plus  [MiLilu  ou  valvui-  absolue  «jui! 


2.  Oti   peut  (lév<.'loi)|>cr  x  par    une    série    aiialugm 
d'uno  façon  un  peu  différente. 
Soit  a,  la  partie  entière  de  x 


Soit  Ua —  I  la  partie  eiilière  de  Xo,  ït-  est  une  valeur 
de  —  npprocliée  par  itéfaiU  à  moins  de  rr-^^  —  yr  ou 


Un  peut  donc  poseï 


't  ainsi  de  suite. 
Fînalemeut 


'^  =  "' ^  tj;  ^  îj;  "^  u;  "*"■■■ '^  u;  "^  ■■■  ■ 

L'erreur  commise  en  s'arrâtani  au  terme  ^  est  posi- 
tive et  inférieure  à 


3.  Le  développement  en  séries  de  cette  nature  n'est 
évidemment  possible  que  d'une  seule  manière.  Si  x  est 
incommensurable,  le  développement  est  évidemment 
illimité-  Je  dis  que,  si  x  est  commenstirable,  le  dévelop- 
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pviiKMi  t  est  limité.  Considérons,  psr  exemple,  le  dévelop- 
pement en  série(i). 

Je  peux  supposer  x  <C  >  pour  no  pas  embarrasser  les 
ealculs  du  terme  îrrégulier  a, . 
Soit  alors 

A 

A,  B  étant  entiers  : 


Considérons 

A  _  j^ (B  -An.)  _ 


_i_       _i^ A.  \_  _  Btt— A,u,  _  A, 


B,  =  B,Ui. 
D'une  façon  générale, 


u.        M, 
Ap=Bp-,  — A^- 


Je  dis  que  les  nombres  entiers  A^  vont  en  déerois- 
sant,  c'est-à-dire  que 

B^-.  ApW;,T,<  A^ 
ou 

Or  c'est  ce  ({Ui  résullc  de  la  laçon  même  dont  la  série  a 


D,s,t,.,.d.:,  Google 


(  5.1   ) 
été  foroiée.  On  a  déterminé  «p+i ,  jiiUcinuiit  par  la  con- 
dition 


Les  nombres  entiers  et  positifs, 

A„     A„     ....    Xp, 

allant  en  décroissant,  l'un  d'eux  est  furcénieiit  nul  et  la 
série  est  limitée. 

Exemple  : 

ii3~  7       791' 

4.  Pour  qu'une  série 


soit  une  série  de  la  forme  (i),  il  faut  etîlauf&tque,  pour 
toute  valeur  de  n. 


Si,  en  effet,  cette  condition  est  remplie,  on  voit  faci- 
lement qu'en  développant  la  quantité 


en3érie(i),  on  retrouve  justement  ce  développement, 
De  même  pour  une  série 


la  condition  est  que 


ConsËQVEncB.  —  Si,  dans  une  série  il/imitée  de  la 
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forme 


n  a,  pour  toute  valeur  tte  /i,  ou  tout  au  moins  à  partir 
'une  certaine  ï'alear  de  n,  conslamiitent 


"•(«■+")        «iwl        «ni-»       "" 
ta  série  a  pour  somme  un  nombre  inconunensarahle . 
En  particulier,  cette  condition  est  remplie  si 


!,(",+  ■)' 


ce  qui  donne  des  caractères  peniieitaiit  du  rccoiinaiire 
si  la  somme  d'une  série  est  un  nombre  iiiconimciisu- 
rable. 

On  aurait  un  tliéoréine  analogue  pour  la  série 

TJue  telle  série  représente  un  nombre  incouiiueitstirablu, 
si  l'ou  a  constaoïment 

Exempte.  —  Soit 

chaque  dénominateur  est  égal  au  précédeat  inultt)dié 
par  lui-même  plus  un. 
On  a  donc  ici 
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L'i,  par  cotiM-fjuL'iit, 


Donc  la  série  a  paur  soinmi:  un  iionibn;  îiiconiiii(->ii- 
lurable. 

filtre  exemple.  —  La  siSric  doiii  ]«  iei'i)i<;gL>ii«ral  l-si 


néUnt  >- 1. 

On  voit  facilement  que  la  somme  du  cttltc  série  est 
incommensurable. 

D'ailleurs  LiouvïHe  a  inoiiLré  que  colle  somme  n'esl 
pas  non  plus  un  nombre  algébrique. 

S.  On  peut  généraliser  le  lésiillat  précéiteiit,  en  consi- 
dérant des  séries  de  la  forme 


U(, (I,,  ,  . .,  t'o,i-|,  . . .  étant  des  nombres  entiers. 

On  démontrera  sans  peine  que  la  somme  de  la  pre- 
mière est  un  nombre  incommensurable,  si  l'on  a  con- 
stamment 


En  pai'ticulier,  cette  condition  est  remplie  s 


La  somme  de  la  seconde  séiie  est  un  nombre  iucom- 
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COKOIIRS  D'ADUISSIO^  A  L'KCOLB  tlEKTRALI  tTi  1891 
(SECO.^DE  SESSION). 


Géométrie  analytique. 

On  donne  deas  axes  reclan  gui  aires  el  un  cercle  C  passant 

par  l'origine  cl  dont  le  centre  a  pour  coordonnées  x  = i 

y  = Dans  ce  cercle  on  mène  deux  cordes  de  longueur  d, 

passant  par  l'origine.  D'un  point  de  l'axe  des  x,  dont  l'abscisse 
est  p,  on  mène  des  droites  perpendiculaires  à  ces  cordes. 
Cela  étant  : 

I*  On  demande  l'équation  A  du  lieu  des  points  tels  que  le 
produit  de  leurs  distances  aux  cordes  aoit  dins  un  rapport 
donné  X  avec  le  produit  de  leurs  distances  aux  droites  perpen- 
diculaires à  ces  cordes  et  le  lieu  des  centres  des  coniques 
représentées  par  l'équation  A  lorsque  X  varie; 

a*  On  discutera  la  nature  des  coniques  représentées  par  l'é- 
quation A; 

3°  Le  rapport  X  étant  choisi  de  façon  que  la  conique  A  de- 
vienne un  cercle,  on  demande  de  trouver  le  lien  du  centre  de 
ce  cercle  lorsque  le  centre  du    cercle  C  décrit  l'hyperbole 


T*+nspj'  = 


1°  Un  récipient  de  capacité  invariable  renferme  i^'  d'air  se^ 
i  o*;  cet  air  s'y  trouve  sous  la  pression  de  o'",76o  de  mercure. 

On  y  reloule  ï'«,3i3  de  gai  oxygène  sec  et  7^', 687  de  gai 
iiole  sec,  puis  on  élève  à  loo"  ta  température   du  récipient. 
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Oa  demande  la  pression  finale  dan! 


Le  poids  de  i'"  d'air  à  o*  et  o", 760 1 ,293 

La  densité  de  l'oxygène i ,  io56 

La  densité  de  l'azote o>97^ 

Le  coefficient  de  dilatation  des  gaz  ....  0,00367 

3°  Énoncer  très  sommairement  les  principes  du  foncl 
ment  de  la  machine  électrique  à  plateau  de  verre  dite  machine 
de  Bamsden. 

Chimie. 

Les  hydracidcs;  leurs  préparations.  Comment  établit-on, 
par  analyse,  leur  composition? 

Calcul  trigonométrique. 
a,  b,  G  les  côtés  d'an  triangle;    " 

spondent  aux  côtés  a,  b,  c. 


R  le  rayon  du 

a,  ^,  7  les  hauteurs  qui 


On  donne   les  rapports  ^=1,543678,  -jr  =1,254376,  et  on 
demande  de  calculer  les  rapports  =^.  -1  £,  i.  en  supposant 


Épare. 

On  donne  deux  cùncs  de  révolution.  Les  deux  axes  (oz,  o' z') 
et  (mt,  bi't')  sont  de  front,  inclinés  à  45°  sur  le  plan  horizontal 
et  perpendiculaires  entre  eux.  Le  plan  de  front  qui  les  contient 
est  à  o~,ii  en  avant  du  plan  vertical.  La  cote  du  sommet 
(o,  o')  est  de  o",!!;  celle  du  sommet  (u,  w')  est  de  o'",o8;  la 
distance  oia  est  de  a'',o6:  le  milieu  de  ou  est  â  égale  distance 
des  grands  eûtes  du  cadre;  le  di^mi-anglc  au  sommet  de  chacun 
des  c&nes  est  de  45°. 

On  demande  de  représenter  par  ses  projections,  ses  con- 
tours apparents  et  leur  ligne  d'intersection,  l'ensemble  des 
deux  ciVnes  terminés  d'une  part  au  plan  horizontal  de  projec- 
tion et  d'autre  part  au  plan  horizontal  dont  la  cote  est  o'°,i7. 
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Un  n'indiquera  à  l'encre  rouge  que  les  cun&tructions  néces- 
saires pour  dctcrininer  un  point  quelconque  de  l'intersccUon 
des  deux  cdnes  et  la  tan|;cnte  en  ce  point,  un  point  quel- 
conque de  chacune  des  sections  planes  qui  limitent  les  cimes 
et  les  tangentes  en  ces  points. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  cvtis  du 
cadre  à  o'",34  à"  petit  cùté  inréricur. 


Titre  erlérieur.  —  Inienection  de  eânes. 
Titre  intérieur.  —  Assemblage  de  cûnes. 

Ce  litre,  en  lettres  dessinées,  est  de  rigueur.  Le  cadre  a 


r  une  feuille  à  part,  le  pro- 
cédé suivi  pour  chacune  des  déterminations  précédentes. 


NOTE  SUR  LU  PnOBLEVE  DE  MECANIOVE 
PROPOSÉ  AU  CONCOURS  B'AGRÏGATiON  t\  IMl; 

Extrait  d'une  Lettrb  dk  M.  de  SAiNT-GsRiitiN  a  M.  RoticiiÉ. 


Je  vais  uiicori;  brièvuniciit  indiquer  cette  aiinrâ,  pour 
qiichjues  lecteurs  des  Nouvelles  j^nnales,  une  solution 
dti  problème  de  Mécanique  qui  a  été  (troposé  aux  can- 
didats à  l'Agrégatiou  des  Sciences  malliématiques. 

Ou  supposait  qu'un  trièdic  trireeianglc  OXYZ,  loui^ 
naut  avec  une  vitesse  constante  u  autour  de  l'arâle  OZ, 
dirigée  en  sens  cootraire  de  la  pesanteur,  eutraiue 
avec  lui  le  paraboloide  P,  défin)  par  l'équation 

(1)  ^»-^'=2/)Z. 

Uii   i>oint  M,    de    masse  t,  de   poids  ^>,  assujetti  à  se 
"r  sur  la  sniTace  de  P.  est  aUiié  vers  le  sotnuiet  O 


par  une  force  égale  à  — -  OM;  en  outre,  MA,  îïilî  éla 
les  perpendiculaires  abaissées  de  M  sur  les  généralric 
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de  P  qui  ))asscnt  eii  O,  M  est  sollicité  par  deux  forces, 
respuctiveiiicnt  dirigées  suivant  les  .sa^inftnts  AM,  B\I 
tt  égnltis  à  —  AM,  —  BM.  La  position  du  point  M  est 
définie  par  los  paramètres  X,  u  qui  tiguront  dans  les 
étjuations 


(ï) 


des  paraboIoTdes  lioinofocanx  à  P  et  passant  en  M.  Cela 
posé,  on  demandait  : 

i"  De  former  l'équation  de  Jacobi  dont  il  suffirait 
de  connaître  une  intégrale  complète  pour  en  déduire, 
par  des  dillerentiations,  les  équations  du  mouvement 
du  point  M; 

a'  De  trouver  cette  intégrale  complète  et  les  équa- 
tions du  mouvement  quand  on  suppose  u  =  o; 

3°  D'intégrer  l'équation  de  la  trajectoire  et  d'indi- 
quer la  f'orjne  de  cette  ligne  quand,  w  étant  toujours 
nul,  on  a,  pour  t  =  o, 


^s/h 


La  première  partie  est  une  question  de  cours.  Cher- 
clions  la  demi-force  vive  T  du  point  M.  Soient  x,  y,  z 
les  coordonnées  du  mobile  :  sa  vitesse,  lésultante  de  la 
vitesse  relative  et  de  la  vitesse  d'eiilrainement,  a  pour 
projections,  sur  OX,  OY,  OZ, 

3f—wy,    y'-^O'X,     s\ 
Aan.  de  Mathémat.,  3-  série,  l.  X.  (  llëoembre  iSgi.)  .10 
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(3)     T=  l(x'*+y*-h  3'*)-h  mijy'-yx')-^  ~>a^(x^-t-y^). 

Cherchons  cncnre  le  travail  SU  corrL>S{>oi)daiil  à  un 
dé|tlaccment  virtuel  du  point  M  coDipalible  avec  les 
liaisons  telles  t/u'ellex  existent  à  l'instant  même  que 
nous  considérons,  c'osi-à-dire  à  un  dé|>laceineiit  arbi- 
traire sur  le  [laraboluïdn  supposé  tixe.  Le  ti'avaîl  du  poids 
est  — ^Ô3,  celui   de   l'atlractiou  dirigée   suivant  MO, 

—{x^x-\-yZy-^-zZz)\  si  le  point  A  est  sur   la 

génératrice  pour  laquelle  jr  est  égal  à  x,  ou  trouve  aisé- 
ment <]uc  SCS  coordonnées  sont 


le  travail  de  la  force  dirigée  suivant  ÂM  est  donc 

■>p 

le  travail  de  la  force  dirigée  snivaut  BM  est  de  même 

/>  L   a  ^  J     V 

et  l'on  trouve,  en  ajoutant  les  travaux  de  toutes  les 
forces, 

80=-  ^■Ss-H  ^{x%x-^ySy+i,z%=). 

On  voit,  sans  même  invoquer  la  i-elation  qui  lie  x,y, 
z,  qu'il  existe  une  fonction  de  forces  correspondante  (')  : 


(■}  Si  l'on  clierctiail  le  moaiemcnt  relalif  de  M  en  introduis: 
In  forces  lîctivcs  de  Coriulis,  la  valeur  de  T  se  simpli fierai!,  m. 
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(  5i9) 
Dous  pouvons  l'écrire 

(4)  \}  =  -gz+^  <;r'-i-7«+  4^'). 

11  faut  exprimer  U  et  T  en  fonction  Jes  variables 
\  [A.  Des  é<]uatioafi  (i)  et  (2)0»  déduit,  soit  par  laoïé- 
tliodu  de  Binet,  soit  par  une  résolution  directe  qui  est 
ici  bien  simple, 

On  trouve  alors 

(6)  ]y^(i^-pn'-^a^p)i-.\ 

Ces  résultats  nous  conduisent  aisément  aux  valeurs 


on  devrait  considérer  le  travail  virtuel  de  la  force  centrifuge  com- 
posée F,,  soit  ^a{y'  Zx  —  x'  fy);  la  fonction  des  forces  n'existerait 
plus  et  oti  ne  saurait  former  l'ûquation  de  Jacobi.  Quant  â  croire 
que  le  travail  virtuel  de  1'',  est  nul  parce  que  son  travail  réel  le 
serait,  c'est  une  grave  erreur. 
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(5ao) 
diercliécs  de  U  ol  de  T, 

(8)  U  =-ff^^  +  ^  {)>•-  Xl^-t-  fi'-p'). 

le  radical  ayant  le  signe  du  produit  xy. 

Comme  la  valeur  de  T  u'esl  pas  homogène  par  rap- 
port à  V  et  [il',  nous  devrons,  pour  former  la  fouctiou  H 
d'Hainilton  et  l'équadun  de  Jacobî,  exprimer  au  moyeit 
des  variables  canoiii(|ues  la  quautilé 


Il  convient  d'abord  de  la  simpliiier  eu  décomposant  T 
en  trois  parties,  To,T,,Ti;  Tg  est  la  somme  des  termes 
indépendants  deX'  et  [jl',  T|  ol  T»  sont  les  somme»  des 
termes  du  premier  «t  du  second  degré  par  rapport  aux 
mêmes  variables;  le  théoiêmc  d'Kuler  sur  les  Jonctions 
homogènes  donne  la  l'elation 

,,/^T;,       (JT,       dT,\         ,/dTo       <*T,       dT,\ 


ou,  en  se  reportant  à  1  équation  (9), 

Pour  introduire  les  variables  canoniques,  nous  consï- 
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{  5a,   ) 

l'oxpre 

sioii  (9)  de  T  et 

X(X+,JL) 

nous  posorous 

dT 

^v/ë~ 

*       ai.' 

2     V     [X> 

Dans  l'équation  (10)  remplaçons  X'  et  jjl'  par  leurs 
valeurs  tiives  des  «quatious  (11)  en  i'unetion  de  /et  de  m 
et  i-e portons-nous  ù  l'éqnation  (8)  :  nous  aurons  immé- 
dialittneiit  la  <fuanlite 

11  =  K-U, 

exprimée  au  moyen  des  variables  X,  [a,  /,  m, 

Si,  dans  coiie  expression,  on  remplace  /,  mpar-TY' 
j-  et  sî,  ajoutant  au  résultat  obtenu  le  terme  -j->  on 
égale  la  somme  à  zéro,  on  obtient  une  équation  aux  dé- 
rivées partielles  propre  à  déterminer  la  variable  S  con- 
sidérée comme  une  fonction  inconnue  de  X,  [x,  ;.  Jacobi 
a  démoulré  qu'il  suflîrait  d'en  connaître  une  intégrale 
Sf  dépi'udaiit  de  deux  constantes  arbitraires  a,,  a^, 
autres  que  celle  qu'on  pent  introduire  par  simple  addi- 
tion, pour  eu  déduire  les  équations  du  mouvement  sous 
la  forme 

"*^  dï7~'^"     ài;-^"     w''     d^r-'"' 

s  =  5,  + a,    est  d'ailleurs    une  inléjjialf   complète  de 
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(5") 
Qaand  on  fait  (<>  =  o,f:ette équation  devient,  en  mul- 
tipliant tous  les  termes  par -, 


elle  présente  une  forme  qu'on  a  bien  souvent  rencontrée 
dans  les  applications  classiques  du  tliéorême  de  Jacobi, 
et  aucun  lecteur  ne  sera  embarrassé  pour  trouver  l'in- 
t^rale  demandée  :  si  nous  posons,  pour  simplifier 
l'écriture, 

?  C")  =  gu'—pgu^-hpi-ih-pg)u-h  a, 
^{u)=  gui'^pgu*-^  p{^h  —  pg)u  —  a. 


nous  aurons 


a  et  h  sont  deux  constantes  qui  remplacent  <x,  cl  Kj. 
L'intégrale  des  forces  vives  est  vérifiée  quand  u  est  nul 
et  T  —  U  reste  égal  »  h,  en  adopUnt  pour  U  les  valeurs 
(4)  et  (8).  Les  formules(ia)  donnent  les  équations  du 
mouvement;  mais,  aux  deux  premières,  on  peut  substi- 
tuer les  équations  suivantes,  où  Xg,  ^g  désignent  les 
valeurs  de  X,  {j.  pour  t=:o,  i , 


03,    r    ^'^    =  r~^ 

la  première  est  l'équation  de  la  Irajecioîre,  U  si-condc 
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(  5>3  ) 
dnnne  la  loi  du  mouvement  sur  celte  tigiit:.  ËnBii  si, 
dans  les  deux  d«riiières  équations  (12),  011  remplace  /, 
m  par  leurs  valeurs  (n),  sauf  a)  =  o,  ou  on  pourra  dé- 
duire 


CK^iL)/fk  '     ^      a  +  fij/z-f  ' 

les  radicaux  en  X  et  [X  doivent  avoir,  à  un  instant  quel- 
conque, dt«  valeurs  d«  mômes  signes  que  V  et  [a',  et  c« 
sont  les  mémos  délerminatiuus  qui  doivent  figurer  dans 
les  équations  (i3)  et  (i4). 

Étudions  maiiitL-iiaiu  la  trajectoire  dans  le  cas  parti- 
culier proposé.  A  cet  cfTct,  nous  déterminerons  les  cun- 
«tantes  qui  6gurent  dans  son  équation,  et  d'abord  X«,  [jl*. 
Pour  que  les  iutersuclions  des  paraboloïdes  (1)  et  (a) 
soient  réelles,  il  faut  et  il  suflit  queX  et  [A  soient  de 
même  signe  et,  en  valeur  absolue,  au  moins  égaux  à  p  : 
nous  les  prendrons  positifs.  En  ayant  égard  aux  valeurs 
de  Xt^yu,  on  voit  quezg  est  nul  :  le  point  de  dépari  Mg 
du  mobile  est  sur  la  génératrice  OA  ;  les  équations  (3) 
donnent  d'ailleurs 


mières  équations  (4)  :  si  l'on  y  remplace  j:',^ ',  i,  fi  par 
leurs  valeurs  initiales,  on  a 


K~—7  /V'f ■  l'i  =  —  7  '/f'Pff- 
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Les  intégrales  premières  (i5)  vont  nous  peniidllre 

de  calculer  J'acileiiieiit  A  et  o  ;    remplaçons  y(X)   cl 

"{/{[i)  par  leurs  développements,  donnons  ans  variables 

lenrs  valeurs  iniliaies  et  élevons  au  carré  :  nuus  aurons 


Ou  peut  s'assurer  dii-eclement  que  h  est  nul,  car  U* 
est  égal  â  ?;pg,  il  ré<|ualion  (9)  montre  que  telle  est 
aussi  la  valeur  initiale  de  T  :  écrivons  alors  l'équation 
<lilïérenticlle  de  lu  trajectoire 

(i3éH)  .^_^^_^  .     ^  /f^<^I*  . 

ttK,  f/[jL  sont  proportionnels  à  X',  p'  et,  en  se  plaçant  à 
l'iustant  initial,  cette  équation  perniettraildecalcult-r  ii. 
Les  valeurs  de  a  et  de  h  doiuient  les  identités 

•f(«)=ff(  ««-/)')(«-/.),      iKu)=c«'-/'')(«-i-^), 

et  ré<juation  din'éreittielle  de  la  trajectoire  peut  s'écrire 


(.6) 


Sans  l'intégrer,  on  peul  en  tirer  des  iudiealious  pré- 
cises sur  la  forme  de  la  Irajeeloire  :  X,  |a  partent  tous 
deux  de  la  valeur  a/;  el  commencent  par  décroître,  À|,, 
[lôétaut  négatifs;  il  faut  d'abord  prendra  le  si^c  +daiis 
le  second  niimibre  de  l'équation  (iC>)-  Il  est  clair  que  jjl 
commence  par  décroître  plus  rapidement  que  X,  pai-ce 
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(5"  ) 
que  le  coefGcieiit  de  f/|A  est  d'abord  moindre  que  celui 
de  dX;  tant  que  ^i.  déci-oitra,  il  ne  pourra  être  supérieur 
h  X.  Quaud  gx  atteint  sa  limite  inférieure  p,  l'intégrale 
du  second  membre  de  l'équation  (r6)  croit  indéfiniiuent; 
il  doit  en  lilre  dw  même  pour  l'iDlégralc  du  premier 
membre  et  il  faut  pour  cela  que  ^  tende  en  même  temps 
vers  sa  limite  />;  leqiiation  {i4)  monlreque  X  et  iji  n'at- 
teignent leurs  limites  qu'au  bout  d'un  temps  inlini. 
Ainsi  [X  et  ).  décroissent  en  même  temps  de  2p  à  />,  "k  res- 
tant au  moins  égal  à  jji,  par  conséquent,  z  au  moins  égal 
à  zéro;  la  trajectoire  sa  réduU  à  un  arc  finî  MqO  situé 
au-dessus  du  plan  OXY  sur  la  région  de  la  surface  de  P 
qui  est  comprise  entre  la  génératrîceOA  et  le  plan  ZOX. 
Cbercbons  la  laiigenle  en  un  point  quelconque  M, 
L'expression  (7)  de  ds^  montre  qu'entre  quati-e  lignes 
de  courbure  correspondant  aux  paramètres  ),  et  X  +  rfX, 
p.  et  [A  +  dy.,  <A  et  du.  étant  iniiniment  petits,  il  existe 
un  petit  reclaiigle  dont  les  côtés  sont 

V  ~^'-p*     3  '         V     V-'-p'      a  ' 

il  en  résulte,  eu  égard  à  l'équation  (16),  que,  si  l'on 
appelle  d  l'angle  sous  lequel  la  trajectoire  coupe  en  M  la 
ligne  X=  cuiisl.,  on  a 


^    v  n(i'-/j'>  </.»    v-~py  t^-t-jf 

Au  point  Me,  la  trajectoire  coupe,  sous  un  angle  de 
3o",  la  ligue  de  courbure  \=  ^p  et,  par  suite,  comme 
ou  le  voit  aisément,  sous  un  angle  de  i5°,  la  généra- 
trice MoO. 

Pour  étudier  la  courbe  dans  le  voisinage  de  l'origine, 
remplaçons  X,  [jl  par  p  +  ^,  p  -¥-^\  si  a,  ^  sont  exirè- 
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mement  petits,  l'équation  (iti)  se  réduit  sensiblement  è 


"4'~[/l- 


Q-C^-V's: 


^  est  plus  petit  qu'aucune  puissance  positive  du  a;  doue, 
au  point  O,  la  trajectoire  a  un  contact  d'ordre  inliDÎ 
avec  la  parabole  \>- =:  p  située  dans  le  plan  ZOX  et  sa 
forme  générale  nous  est  maintenant  bieu  connue. 

Hàtons-iious  de  teruiîiier  en  indiquant  l'intégrale  de 
l'équation  (16).  Le  moyen  le  plus  commode  d' intégrer 
le  premier  membre  est  de  poser 


y/XrfX 


On  obtient  immédiatement  l'intégrale  eu  Ibnction  de  11 
et,  par  suite,  de^;  l'intégrale  du  second  metubre  s'i-n 
déduit  eu  ebangeaut  X  en  [j..  ^  en  —  pi  si  l'on  égale  les 
deux  intégrales  prises  à  partir  de 5,  ^  a/J  et  de  j*  ^  ip, 
on  trouve,  pour  l'équation  qui  définit  la  trajectoire, 

,^^  (a-/ï)^;r37jv/.7X-tV)T^) 
"       j/3/X+/»{/aii-/[i+» 
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RtEClilATiON  PE  PRIORITÉ  POUR  UNE  FAUTB; 

Pàb  m.  c.  brisse. 


On  m'a  signalé  une  faute  dans  mon  Recueil  de  pro- 
blèmes de  Géométrie  analytique  à  l'usage  des  classes 
de  Malhématiques  spéciales,  paru  en  janvier  1888.  Il 
parait  que  ceUe  faute  s'offrait  bien  naturellement,  puis 
que,  dans  un  Ouvrage  analogue,  paru  en  1891,  et  que 
je  ne  puis  trouver  qu'excellent,  sans  blesser  la  modestie 
de  l'auteur,  la  même  faute  a  été  commise  exactement  au 
même  endroit  dans  le  mémo  problème.  La  voici  : 

École  Centrale,  première  session  de  i883,  —  Le  dis- 
criminant 

A»(A»-3fiA  +  3A') 

eït  faux  et  doit  être  remplacé,  comme  je  l'ai  fait  dans 
ma  deuxième  édition,  par 


QUELQUBS  TBË0RÉME8  DE  GÉOMÉTRIE  ÉLÉME?ITAIRE; 

Par  m.  Georges  LECUALAS. 


Afin  de  faire  comprendre  le  genre  d'intérêt  qui  peut 
s'attacher  aux  démonstrations  que  nous  allons  donner, 
il  convient  de  dire  quelques  mots  d'une  discussion  à  la- 
(|uelle  a  donné  lieu  la  Géométrie  non  euclidienne  dans 
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q»el(|ucs  recueils  {>liiIi>so[)hî(]ue3(').  Taudis  que,  d'ae- 
coi-d  avec  M.  Calinon,  nous  soutenions  qu'uue  science 
[luittmtnt  rationnelle  ne  doit  s'appuyer  que  surics prin- 
cipes dr  la  raison  pure,  M.  Rcnouvier  et  M.  l'abbé  de 
Iti'oglii;  alFirmaicnt  liautumeut  que  la  Géoméirie  repose 
en  outre  sur  des  jugements  syutliétiques  apiioriou  des 
intuitions.  Dans  ce  débat,  un  des  principaux  arguments 
des  adversaires  de  la  Grométrîe  générale  (^)  consistait 
dans  l'allirination  que,  si  l'on  peut  ronsiruire  une  Géo- 
métrie sans  s'appuyer  sur  le  postulaluni  d'Euclide,  on  ne 
saurait  se  passrr  d'une  l'oulu  d'autres  postulais,  admis 
implicitement  dans  tous  les  traités  de  Géométrie,  eucli- 
diens ou  non. 

Déjà  nous  avons  contesté  cette  assertion  de  M.  Re- 
nouvier  en  discutant  les  exemples  cités  par  lui  ('),  non 
pas  que  nous  prétendions  prendre  la  défense  de  maint 
exposé  peu  exact,  mais  en  prenant  pour  point  de  départ 
les  déiinîtions  données  par  M.  Calinon.  Ou  conçoitqu'ïl 
est  dillicile  de  répondre,  sans  se  jeter  dans  des  dévelo(>- 
pements  cxagcri's,  à  toutes  les  demandes  de  démonstra- 
tions, surtout  si  elles  loucliont  à  des  parties  très  dillé- 
rentes  de  la  Géométrie,  parce  que  les  propositions 
indiquées  en  supposcDt  parfois  toute  une  série  de  pré- 
paratoires. Mais  le  P.  Poulain,  quiest  intervenu  en  ad- 
versaire dans  le  débat  ('),  nous  a  fourni  une  exiellentc 
occasion  de  soumettre  à  nue  épreuve  caractéristique  celte 


<')  lievue  pkilotnphique,  Critigiie  philosophique,  Annales  de 
Ph  iloioplùe  chrél  iennc . 

(')  Les  personnes  dûsiranlsc  faire  une  îiiOc  pn'cUc  de  rrtic  ('■l'U- 
mftric  n'auront  qii'i  se  rciiortcr  il  Vtiitrodactiùn  à  la  Géométrie 
de*  espace»  à  trois  dimenaions,  publiée  pur  M.  Calinon,  eliez  Dïrger- 
Levraull  el  Uuulliicr-Villai's  cl  lits. 

(')  Bévue  philosophique  Ac  juillet  iSi)ci. 

(')  IJtuUes  religieuseï,  ma\  i8f)i. 
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affirmation  d'iiidémonlrabilité  d'une  fouli!  de  proposi- 
tions, cit  nons  donnant  lY-noncé  d'nn  certain  nombre  de 
théorèmes  sur  la  ligne  droite  et  le  plan  dont  il  n'avait 
pu  découvrir  ni  obtenir  de  personne  la  démonstration. 
Or  nous  avons  pu  lui  fournir  cette  di^monstralioti,  pour 
toutes  les  propositions  indiquées,  en  partant  de  la  pro- 
priété du  plan  d'être  une  surface  identique  à  elle-même, 
c'est-à-dire  telle  que  toute  fignre  qui  y  est  située  peut 
y  être  déplacée  de  toute  façon  sans  déformalion.  Cette 
propriété,  qui,  jointe  à  la  retournabilîté,  sert  à  déûnir 
le  plan,  intervenant  seule  dans  leiî  démonstrations,  nous 
avons  pu  généraliser  les  énoncés  du  V.  Poulain.  La  xuile 
de  nos  théorèmes  est  d'ailleurs  un  peu  pins  longue  que 
la  sienne,  parce  que  nous  avons  dû  la  compléter  par 
quelques  propositions  préliminaires  ou  intermédiaires. 
Nous  croyons  pouvoir  ajouter  que  nos  démonstrations, 
revues  sur  ses  bienveillanUtï*  indications,  lui  ont  paru 
rigoureuses  et  qu'il  nous  a  engagé  à  les  publiL'r. 

Définitions.  —  Une  sui-facc  est  irlentique  à  elle-même 
quand  toute  ligure  qui  est  située  sur  elle  peut  y  ùtre  dé- 
placée d'une  façon  quelconque  sans  déformation. 

Une  géof/esiqiie  d'une  surface  identii|n<!  à  elle-même 
est  une  ligne  si  tuée  sur  cette  surface  et  tel  le  que,  par  deux 
points  de  celle-ci,  il  en  passe  toujours  une,  et  générale- 
ment une  seule. 

Dans  son  Etude  sur  la  sphère,  la  ligne  droite  et  le 
plan  {'),  M.  Calinon  a  montré  qu'il  existe  deux  sortes 
de  surfaces  identiques  à  elles-mêmes;  les  unes  dont  les 
géodésiques  se  coupent  mutuellement  en  deux  points 
et  sont  des  courbes  fermées,  les  autres  dont  les  géodé- 
siques ne  se  coupent  qu'en  un  point  et  sont  indéfinies. 

(M  Berscr-Uvrault,  i8Se. 
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Nous  considérerons  d'abord  ces  dernières,  puis  nous 
montrerons  comment  les  démonstrations  données  k  leur 
égard  peuvent  être  étendues  aux  premières. 

I.  —  Surfaces  identiques  a  ELLKS-HiiiES 

A    CÉOOÉSIQUES    INDÉFIHIES. 

TetOBÈHE  I.  —  Une  demi-géodésiejue  indéfinie  étant 
donnée  sur  une  sur/ace  identique  à  elle-même,  elle 
engendtv  tonte  celte  surface  en  tournant  autour  de  son 
origine  O,  et  cela  d'un  mouvement  continu,  sans  retour 
sur  les  parties  déjà  engendrées. 

La  géodésitpie  peut  se  mouvoir  sur  la  surface  autour 
de  sou  origine  O,  en  verlu  de  la  définition  de  )a  surface 
identique  à  elle-même.  D'autre  part,  tout  point  de  la 
surface  détermine  une  géodésiquc  passant  aussi  par  le 
point  O,  d'où  il  résulte  que,  quand  la  géodésiqne  décrit 
tous  les  mouvements  possibles  dans  la  surface  autour 
de  O,  elle  passe  par  le  point  considéré  dans  une  de  ses 
positions. 

La  rotation  de  la  géodésique  autour  de  O  s'o[»ère  d'ail- 
leurs d'une  façon  continue,  et,  pour  revenir  à  sa  posi- 
tion première,  cette  ligne  n'a  besoin  d'opérer  aucun 
mouvement  en  sens  inverse  du  mouvement  initial,  car 
la  définition  <Ie  la  surface  identique  à  elle-même  ne  com- 
porte aucune  différence  entre  ses  diverses  pai-ties,  ce  qui 
laisserait  sans  raison  suffisante  la  nécessité  d'une  dis- 
continuité ou  d'un  retour  à  partir  d'une  position  quel- 
conque. En  vain  objecterai l-on  qu'une  rotation  complète 
pourrait  laisser  non  décrite  une  autre  nappe,  car,  s'il  y 
avait  plus  d'une  nappe,  les  géodésiques  joignant  les 
points  de  deux  nappes  dillérentes  appartieudratent,  elles 
aussi,  à  la  surface  qui  serait  en  réalité  un  espace  à  trois 
dim 
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Thëoiemb  II.  —  Une  géodési^iie  inâèjinie  paHage 
une  surface  identique  à  elle-même  en  deux  ivgions  pré-' 
sentant  un  caractère  dininclif. 

Soiuut  lagûodésique  ABet  un  point  quelconque  O sur 


cette  géodésiqiie.  Si  je  fais  lounicr  une  detni-géwlésique 
OM  autour  de  ce  point,  à  partir  de  la  position  OA,  elle 
coïncidera  avec  OB  à  un  certain  moment  de  sa  révolu- 
tion, puis  reviendrait  iiO  A  sans  rétrogradation,  aprèsavoir 
engendré  toute  la  surface  (ihéor.  I).  Tout  point  de  celle- 
ci  correspond  aune  position  deOM, et, suivaiitque  celle 
posiiion  a  précédé  ou  suivi  la  coïncidence  avec  06,  le 
point  appartient  à  deux  régions  distinctes  auxquelles 
donne  naissance  la  géodésique  AB. 

Théohêïie  III.  —  Sur  une  surface  identiijue  à  elle- 
même,  toute  ligne  continue,  t/ni  joint  deux  points  ap- 
partenant à  des  régions  différentes  par  rapport  à 
une  géodésique,  rencontre  celle-ci. 

Nous  démontrerons  d'abord,  à  titre  de  lumme,  que,  s! 
l'on  joint  les  deux  points  donnés  M  ei  M'  par  des  géo- 
désiqucs  à  un  point  quelconque  O  de  la  géodésique 
donnée  AB,  la  demi -géodésique  OM  ne  peut  venir 
coïncider  avec  OM',  au  moyen  d'un  mouvement  con- 
tinu autour  de  O,  sans  coïncider,  à  uu  certain  moment, 
avecOA  ou  OB. 

Si  nous  supposons  d'abord  un  mouvement  sans  ré- 
trograda lion,  s'cdectuant  dans  le  sens  pour  lequel  M 
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est  situé  dans  la  première  région,  le  passage  de  OM  i 


OM'  entraine    furcéinciit  la  < 
vert»  du  tltéorètne  II. 

S'il  s'agit  J'unc  rotation  égalt'j 


iidence   avec  OB,   en 


nt  sans  rétrograda- 


tion mais  en  sens  inverse,  il  y  aura  forcément  coïnei- 
dence  avec  OA.  En  efict,  les  deux  rotations  partielles 
de  OM  à  OM'  sont  supplémentaires  l'une  de  l'autre, 
c'est-à-diro  qu'elles  engendrent  la  totalité  de  la  surface; 
d'où  il  résulte  nu'elles  entraînent  la  double  coïncidence 


avecOAelOB.  Coi 


Heurs,  la  première  rotation 


n'a  amené  que  la  eoinuidencc  avec  OB,  la  seconde  doit 
amener  celle  avec  OA. 

S'il  s'agissait  du  passage  de  OM'  à  OM,  il  y  aurait 
naturellcnieut  inversion  dans  les  coïncidences  pour  les 
mêmes  sens  de  rotation. 

Enfin,  si  l'on  suppose  des  rotations  oscillantes,  les  ré- 
trogradations n'ont  pour  résultat  que  de  faire  décrire 
plusieurs  fois  certaines  xones  de  la  surface  et  de  rendre 
possibles  plusieurs  cohicidenoes  avec  les  deux  demi- 
géodésiqnes  OA  et  011. 

Ce  lenime  étant  établi,  le  tliéorènie  se  démontre  sim- 
plement. Soient  C  <ït  1)  les  deux  points  donnés,  reliés 
par  une  ligne  continue  quelconque,  et  considérons  un 
point  mobile  suivant  cette  ligne.  Pour  prouver  qu'il 
rencontrera  lu  géodésiqne  Alt,  il  snfliL  de  montrer  que 
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1«  géodésique  mobile  OM  passant  consumaient  par  ce 
point  mobile  et  par  un  point  fixe  quelconque  O,  pris 
sur  AB,  coïncide  avec  celte  dernière  ligne  dans  une  des 


positions  qu'elle  occupe  pendant  le  mouvement  de  C 
en  D.  Or  cela  résultera  du  lemme,  s'il  est  prouvé  que 
la  géodésique  OM  se  déplace  d'une  façon  continue  en 
même  temps  que  M. 

Or  dire  que  OM  ne  se  déplacerait  pas  d'une  iaçon 
continue,  ce  serait  dire  qu'il  y  a  saut  d'une  position 
OM'  à  uue  position  OM"  faisant,  avec  elle,  un  angle  fini 


et  que,  par  suite,  la  trajectoire  de  OM  ne  pénètre  pas 
dans  la  région  que  décrirait  OM  entre  les  positions  OM' 
et  OM"  si  sou  mouvement  était  continu.  Or  la  surface 
identique  à  elle-môme  est  composée  d'un  certain 
nombre  de  régions  semblables  juxtaposées  ('),  d'où  il 

(■)  Cela  riïulu  du  théorème  I,  puisque  toute  la  surface  est  en- 
gendrée par  une  rotation  de  OM.  Il  va  de  soi  d'ailleurs  que  nous 
employons  une  «pression  abrégée,  ne  supposant  qu'en  apparence 
l'exacte  divisibilité  de  la  rotation  complète  par  la  rotation  M' O  M'. 

Ann.de  Hathemal.,  î-série,  t.  X.  (Décembre  iHiji.)  87 


i^iGooglc 


(  534  ) 
résiillc  (]ue  ces  régions  ne  peuvent  avoir  une  dimension 
infiniment  petite  qu'à  une  distance  infiniment  petite 
de  O  :  U  ligne  joignant  C  à  D  serait,  dès  lors,  discon- 
lîiiue,  à  moins  d»  passer  par  O,  c'est-â-dîre  de  reocon- 
irer  AB. 

Théorème  IV.  —  Quand  deux  géodésii/iies  indéji- 
nies  se  rencontrent,  il  y  a  sut  chacune  des  points  qui 
sont  de  côtés  différents  par  rapport  à  l'autre. 

Soient  les  deux  géodésiques  AB  et  CD  se  rencontrant 
ei)  O.  Je  dis  que  OD  est,  par  rapport  à  AB,  du  côté  op- 
posé »  OC.  Si,  en  ciFet,  o»  considère  une  deini-géodé- 
sîquu  OIM  qui,  d'abord  en  coïncidence  avec  OA,  tourne 


autour  du  point  O,  cette  géoilésique  engendre  toute  la 
suiface  identique  dans  sa  rotation  continue  (tliéor.  1), 
et  je  vais  montrer  que,  si  elle  renconlve  OC  avant 
OB,  elle  ne  peut  rencontrer  OD  qu'apiès  OB.  Fai- 
sons tourner  COD  aiilonr  de  O  :  si  OD  est  du  munie 
calé  que  OC  et  située  au  delà,  au  point  de  vue  de  la 
rotation  de  OM,  elle  arrivera  la  première  en  eoinoi- 
dencc  avec  OB,  les  deux  moitiés  de  la  géodésique  tour- 
nant forcément  dans  le  même  sens,  puisque  leurs  angles 
respectifs  avec  une  autre  géodésique  ne  dinei-ent  qu<: 
par  une  constante;  mais  alors  les  doux  géodésiques  AB 
ei  CD  coïncident  dans  toute  leur  étendue,  ce  qui  est 
impossible,  puisque,  en  tournant  dans  ce  sens,  OC  ne 
peut  venir  en  coïncidence  avec  OA  qu'après  avoir  coïn- 
cide avec  OB,  ce  qu'il  n'a  pu  encore  faire. 
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Théorème  V,  —  Un  triangle  géodésique  partage  la 
surface  sur  laquelle  il  est  situé  en  deux  régions  telles 
que  toute  ligne  continue,  reliant  un  point  de  l'une  des 
régions  à  un  point  de  l'autre,  rencontre  forcément 
un  des  côtés  du  ti  iangle. 

Soient  deux  géodésiques  ïndé&DÎes  A  Ai  et  BB|  se  cou- 
paot  «n  O:  cliacunu  d'elles  partRgc  la  surface  identitjuu 
endeuxrégiuusdislincles  A',  A'etB',  lï',  telles  que  leurs 
points  respevlifs  soient  situés  de  côtés  dilTércnts  par 
rapport  à  la  ^odésique  considérée  (tUéor.  III);  il  ré- 
sulte d'ailleurs  du  lliéorème  IV  que  chaque  géodésïque 
divise  eu  deux  cliacnne  des  régions  répondant  àl'autrc, 


en  sorte  que  la  surface  est  partagée  en  quatre  régions 
A'B',A'B",  A"B'cl  A''ll". 

Si  maiutetiaiil  nous  joignons  deux  points  A  et  B, 
pris  sur  ces  deux  géodésiques  dans  les  régions  B'  et  A', 
nous  donnons]  naissance  à  un  triangle  et,  en  même 
temps,  nous  partageons  la  surface  en  deux  nouvelles 
régions  (AB)' et  (AB)',  la  seconde  contenant  lepoinlO; 
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le  ti-iangle  OAB  est   ta   partie  commune  aux  riions 
A',  B'et(AB}'. 

En  vertu  du  tliéoièine  UI,  pour  aller  d'un  poinlde 
cette  partie  de  la  surface  à  tout  point  qui  n'y  est  pas 
situé,  en  suivant  un  clieniin  continu,  il  faut  traverser 
la  géodesique  qui  sépare  les  deux  régions,  c'esl-à-dire 
traverser  un  côté  du  triangle  ou  son  prolongement. 
Mais,  si  le  passage  a  lieu  sur  un  prolongement,  c'est- 
à-dire  en  un  point  extérieur  à  ta  zone  qui  est  constituée 
par  le  triangle,  il  a  du  j  avoir  une  précédente  traversée, 
et  l'on  voit  ainsi  que  la  première  a  eu  lieu  sur  un  des 
côtés  du  triangle  et  non  sur  un  prolongement. 

Théobéhe  VI.  —  Un  triangle  géodesique  enferme 
une  aire. 

M.  l'abbé  de  Brogtïe,  qui  a  employé  cette  expression 
«  enfermer  une  aire  ou  un  espace»  ('),  a  négligé  de  la 
définir.  On  pourrait  croire  de  prime  abord  que  la  pro- 
priété démontrée  au  théorème  précédent  peut  servir  de 
définition;  mais  on  s'aperçoit  qu'elle  ne  répond  pas  à 
l'idée  plus  ou  moi  ns  vague  que  nous  attaclions  &  l'expres- 
sion en  question,  pour  pen  que  l'on  considère  un  cy- 
lindre sur  leqnel  loule  courbe  continue  rencontrant 
toutes  les  génératrices  donne  naissance  à  deux  légions 
telles  que  celles  dont  parle  le  théorème  V,  sans  qu'évi- 
demment cette  courbe  renferme  une  aire.  Nous  croyons 
qu'on  peut  définir  ainsi  le  sens  de  cette  formule  :  Une 
ligne  située  sur  une  surface  est  dite  enfermer  une  aire 
lorsque  :  i"  elle  partage  la  surface  en  deux  régions  telles 
que  toute  ligne  continue  allant  d'un  point  d'une  des 
régions  à  un  point  de  l'autre  la  rencontre  forcément;  et 

('  )  Aiinalet  de  l'Iùlatapliir  chrétienne,  juillel  iStfi. 
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a"  on  peut  décomposer  l'une  au  moins  de  ces  régions 
en  aires  telles  que,  si  l'on  joint  successivement  un  point 
du  contour  limitant  chacune  de  ces  aires  k  tous  les  autres 
par  une  ligne  située  sur  la  surface,  on  passe  ainsi,  au 
moveii  d'un  mouvement  continu  et  par  une  \ariatïon 
continue  de  la  ligne,  en  forme  et  en  longueur,  d'un  des 
éléments  du  contour  voisins  du  point  fixe  à  l'élément 
situe  du  côté  opposé.  Lorsque  l'une  seulement  des 
régions  peut  subir  cette  décomposition,  les  points  de 
cette  légion  sont  dits  intérieurs  au  contour,  et  ceux  de 
l'autre  l'égion  lui  eonl  dits  extérieurs. 

En  vertu  du  théorème  V,  les  triangles  géodésiques 
jouissent  de  la  première  des  propriétés  susdites;  quant 
à  la  seconde,  ils  en  jouissent  également,  car,  si  l'on  con- 
çoit un  segment  de  géodes i que  passant  constamment  par 
un  sommet,  coïncidant  d'abord  avec  un  des  côtés  et 
s'appuyant  constamment  sur  te  côté  opposé,  ce  segment 
se  eonrond  avec  le  troisième  côté  lorsqu'il  passe  par  le 
troisième  sommet. 

A  titre  de  véritication  de  notre  définition,  reprenons 
l'exemple  du  cylindre  et  considérons  une  courbe  l'enve- 

Fig.  7- 


loppanl  complètement,  formée,  par  exemple,  d'un  arc 
plan  BC  et  de  deux  arcs  d'hélice  AB  et  AC.  Comme  ^ré* 
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cédcmment,  nous  pouvons  considérer  un  arc  d'hélice,  de 
forme  variable  d'ailleurs,  qui,  passant consUmment  par 
le  point  A,  se  déplace  eo  s'appujant  sur  BC^  mais, 
lorsque  cet  arc  passera  par  C,  il  ne  coïncidera  pas  avec 
le  côté  AC  du  triangle,  en  sorte  que  l'aire  engendrée  ne 
sera  pas  limitée  par  les  trois  càtés  de  celui-ci.  Ainsi  se 
trouve  conGrmée  la  pensée  que  nous  avions  bien  reconnu 
les  propriétés  confusément  groupées  sous  l'expression 
«  enfermer  une  aire  ». 

Corollaire.  —  Tout  contour  résuliant  de  la  juxtapo- 
sition de  plusieurs  triangles  géodésiques,  accolés  deuxà 
deux  par  toutou  partie  d'un  côté,  enferme  une  aire. 

TnÉoniME  VII.  —  Tout  contour  /enné  tracé  sur  une 
surface  identique  à  elle-même  enferma  une  aire. 

Soit  un  point  O  quelconque,  pris  sur  le  contour.  Par 
ce  point  et  tout  autre  du  contour  passe  une  géodésique, 
en  sorte  que,  si  l'on  considère  un  point  mobile  M,  par 


tant  de  O  et  y  revenant  après  avoir  suivi  tout  le  contour, 
on  a,  pour  cbaquc  position,  un  segment  de  géodésique 
OM ,  et,  si  l'on  prend  deux  positions  infiniment  voisines, 
elles  forment  un  triangle  avec  la  portion  de  contour  com- 
prise entre  elles. 
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Cela  )m8«,  ai  ta  géodûsique  0\i  se-  ineul  lout  le  temps 
dans  le  nràme  sens,  on  aur»  une  série  de  U-iaiiglits 
accolés,  dont  les  deux  extr<>ines  auront  deux  côlés  sur  le 
contour;  en  vertn  du  coi-olUire  au  tliéorèiue  précédent, 
le  présent  ttiéorèiue  est  démonti-é  dans  ce  cas  pArtieulier. 

Un  géomètre,  faisant  app<d  it  l'inluitiou,  pourrait  dire 
que  tout  contour  peut  douuer  lifu  à  une  décomposition 
en  contours  partiels  conformes  au  type  précédent;  mais 
nous  sommes  tenu  à  plus  de  rigueur.  IViius  allons  donc 
établir  une  distinction  entre  les  phases  durant  lesquelles 
la  géodésîque  OM  se  meut  dans  le  sens  suivautlequel  sou 
mouvement  doit  s'acliever  et  celles  répondant  à  un 
mouvement  inverse.  On  peut  formuler  à  ce  sujet  le  prin- 
cipe suivant.  Les  triangles  élémentaires  répondant  aux 
premières  de  ces  pliases  constituent  les  éléments  d'une 
aire  fermée  dont  on  doit  reli-auclier  les  tiiangles  engen- 
drés pendant  les  mouvemeuts  opposés  à  la  rotation 
6uale. 

Si  le  contour  considéré  ne  se  recoupe  pas  lui-même, 


cette  projiosition  s'établit  simplement.  Pétulant  quti  le 
poiut  M  décrit  l'arc  OMA,  les  triangles  se  juxtaposent 
régulièrement;  mais,  quand  il  y  a  retour  en  sens  inverse. 
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de  OA  en  OB,  la  première  s^rie  reste  ouverte  en  OA, 
puis  il  en  est  de  même  de  la  nouvelle  série  en  OB.  Seu- 
lement, tandis  que  celle-ci  restera  ouverte,  l'autre  se 
trouvera  fermée  quand  le  point  M  dépassera  le  point  G, 
situé  sur  le  prolongement  de  OA.  11  est  bien  vrai  qu'un 
nouveau  mouvement  rétrograde  pourrait  venir  accoler 
d'autres  triangles  à  OB;  mais,  de  ce  côté,  ou  aboutira 
toujours  à  un  dernier  côté  ouvert,  puisque,  par  hypo- 
thèse, le  mouvement  doit  reprendre  finalement  l'autre 
direction.  Cela  étant,  on  voit  que  les  triangles  dus  à  la 
rotation  directe  appartiennent  en  principe  â  une  aire 
fermée,  mais  que  l'on  doit  en  retrancher  les  triangles 
engendrés  pendant  la  rotation  rétrograde,  en  sorte  qu'il 
n'en  reste  alors  qu'un  quadrilatère  élémentaire  tel 
que  pqrs. 

Dans  le  cas  où  la  courbe  se  recoupe  elle-même,  le 
principe  précédent  parait  en  défaut,  car  les  triangles 
correspondant  à  la  région  AB  restent  ouverts  sur  une 
Fi«.  .0. 


piirtie  de  la  longueur  du  côté  OB  ;  mais  on  rentre  dans 
l'énoncé  général,  si  l'on  a  soin,  en  dépassant  le  point 
double  A,  de  suivre  la  direction  rétiograde  AC  D'une 
façon  générale,  on  doit,  aux  points  multiples,  suivre  la 
direction  la  plus  rétrograde,  ou,  si  aucune  n'est  rétro- 
grade, celle  qui  incline  le  moins  dans  te  sens  direct. 
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Corollaire.  —  Tons  les  poiuts  à  l'iniiDÎ  sur  une  sur- 
face ideDlîque  à  elle-mèuie  sont  extérieurs  par  rapport  à 
toute  ligue  fermée  tracée  sur  cette  surface. 

Lorsque  du  point  Â  du  contoar  fermé  part  un  point 
mobile  qui  suit  ce  contour  pour  revenir  en  A,  chacune 
de  ses  positions  détermine  une  géodésique  AM  qui  coupe 
le  contour  eD  un  certain  nombre  de  points,  tous  situés 
à  distance  unie  du  point  Â.  Noua  venons  de  voir  que  le 
contour  enferme  uue  aire  et  que  cette  aire  est  engendrée 
par  tout  ou  partie  du  sèment  compris  entre  A  et  le  point 


mobile,  d'où  il  résulte  que  les  points  à  l'infini  sur  les 
diverses  droites  AM  sont  extérieurs  à  l'aïre  enfermée 
par  le  contour.  Il  en  est  de  mëmed'ailleurs  des  points^ 
l'infini  situés  sur  les  géodésîques  issues  de  A  qui  ne  ren- 
contrent pas  ailleurs  le  contour,  puisque  aucune  partie 
de  ces  lignes  n'engendre  l'aire  enfermée  par  celui-ci. 

TatoRÈME  VIII.  —  Si  un  point  C  d'une  géodésiifue  AB 
est  situé  entre  A  et  B,  et  si  une  demi-géodésique  CD 
est  issue  de  C  ;  i"  les  deux  angles  quelle  détermine 
n'ont  pai  de  partie  commune;  a"  si  CD  tourne  autour 
de  C  et  si  l'un  des  angles  augmente,  l'autre  diminue. 
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I"  Chacune  de»  deux  géodésiquos  entières  divise  la 
surface  en  deux  régions  distinctes  (ihéor.  Il),  ctchaque 
demi-géodésique  est  située  par  rapport  à  son  supplé- 
ment dans  uue  région  distincte,  au  poîut  de  vue  de  la 
division  de  la  surface  par  l'autre  géodéstque,  en  vertu 
du  théorème  IV.  Donc  chaque  denii-géodésique  parta^re 
une  de  ces  régions  en  deux  régions  distinctits. 

On  peut  procéder  aussi  par  démonstration  directe,  en 
remarquant  que  la  demi-géodésique  CD,  partant  de 
la  position  CÀ,  décrit  d'un  mouvement  continu,  sans 
retour  en  arrière,  toute  une  moitié  de  la  surface.  Donc 
une  quelconque  de  ses  positions  sépare  une  i-égion  pré- 
cédemment engendrée  d'une  région  k  engendi-er  ulté- 
rieurement, sans  qu'il  puisse  y  avoir  de  point  cimmaii, 
car  ce  point  déterminerait  une  position  déjà  occupée  par 
la  géode sique  CD. 

a°  Les  troisdemi-géodéMques  C  (ADB)  formentdcux 
angles  accolés  dont  la  somme  est,  pardéliuitîoii,  l'angle 
formé  par  les  deux  demi-géodésiques  CÂ  et  CB  situées 
dans  le  prolongement  l'uue  de  l'autre,  en  sorte  que  cette 
somme  est  constante.  Donc,  quand  l'un  des  termes 
augmente,  l'autre  diminue. 

Théorème  ÏX.  —  Si  une  géodésîque  rencontre  en 
un  point  C  le  périmètre  d'un  polygone  quelconque, 
ailleurs  qu'en  un  sommet,  elle  rencontre  ce  périmètre 
en  un  second  point. 

Si  nous  considérons  un  point  qui  part  de  A  et  arrive 
enB,  après  avoir  suivi  tout  le  périmètre  sauf  le  côté  AB, 
la  géodésique  joignant  C  à  ce  point  mobile  a  pu  éprou- 
ver des  mouvements  alternatifs  ;  mais,  quels  que  soient 
ces  mouvements,  elle  a  forcément  engendré  toute  l'une 
des  deux  régions  entre  lesquelles  est  partagée  la  surface 
par  la  géodésique  AB.  Or  toute  géodésique  passant  par 
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Ca  l'une  de  ses  moitiés  dans  cctlc  région  (tbéor.  fV), 
el  par  suite  cette  moitié  coïncide  avecl'une  desposiljous 

Fig,  .». 


de  CM,  lacjuelle  a  un  deuxième  point  commun  avec  le 
centour. 

II.   SulPACES    lOERTIQURS    A     RLLES-HftlfeSi 

A     GËODÉSIQUES    FETtKËeS. 

Nous  ne  reprendrons  pas  cliaque  théorème  en  détail. 
Qu'il  nous  Kuffise  d'indiquer  que,  sous  réserve  des  d'tS^ 
rences  que  nous  allons  signaler,  énoncés  et  démonstra- 
tions sont  également  valables,  pourvu  qu'on  substitue  à 
toute  deroi-géodésîque  indéfinie,  issue  d'un  point,  une 
moitié  de  géodésique  comprise  entre  ce  point  et  le  point 
commun  d'intersection  de  toutes  les  géodésîques  passant 
par  le  premier  point  considéré. 

Les  quatre  premiers  théorèmes  ne  donnent  lieu  k 
aucune  difficulté  qui  mérite  d'être  mentionnée  (');  mais 

(■)  Notons  cependant,  su  sujet  du  théorème  III,  que  le  contour 
SDppOïé  ae  pas  entrer  dans  la  zone  comprise  entre  les  géod^siques 
OM'  et  OM'  pourrait  passer  par  le  point  de  rencontre  des  giodésiques 
issues  de  O  aussi  bien  que  par  ce  dernier  point  :  dans  un  cai  comme 
dans  l'autre,  il  r 
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il  n'en  est  pas  de  mèoie  des  iliéorèmes  suivants,  en  rai- 
son de  ce  qae  les  géod^siques  se  coupent  mutuellement 
en  deux  points.  Il  en  résulte  que,  Iors<]u'on  veut  repro- 
duire la  démonstration  du  théorème  V,  la  gêodésiquc 
AB  se  trouve  diviser  en  deux  régions  chacune  des  quatre 
régions  précédentes,  tandis  que,  sur  une  surface  indé- 
6nie,  elle  n'en  divisait  que  trois.  Sans  entrer  dans  une 
analyse  détaillée,  nous  ferons  remarquer  que  la  difficulté 
disparaît  si  l'on  ne  considère  que  des  triangles  ajant  des 
côtés  inférieurs  à  une  demi-géodésïque  :  alors  les  dé- 
monstrations des  théorèmes  V  et  VI  sont  valables. 

Pouf  lu  but  que  nous  nous  proposons,  il  nous  suffira 
d'étudier,  en  outre,  les  triangles  ayant  deux  c6tés  supé- 
rieurs à  une  demi-géodésique. 

Ces  deux  calés  se  coupent  eu  un  point  compris  entre 
le  sommet  don  t  ils  sont  issus  et  leurs  secondes  extrémités, 
en  sorte  que  le  triangle  est  formé  de  ce  qu'on  peut  ap- 
peler un  fuseau  et  d'un  triangle  du  premier  type  :  les  dé- 
monstrations des  théorèmes  V  et  VI  s'y  appliquent  sans 
difficulté,  pourvu  qu'on  ait  soin  d'attribuer  à  l'origine 
des  deux  grands  côtés  le  rôle  de  sommet  principal,  c'est- 
à-dire  d'en  faire  le  point  O  du  théorème  V  et  d'en  faire 
l'origine  de  la  géodésique  mobile  du  théorème  VI. 

Cela  posé, le  théorème  VII  se  démontre  comme  sur  une 
surface  indéûuie,  mais  donne  lieu  à  quelques  remarques  : 
1  °  Si  le  contour  ne  passe  pas  par  le  point  où  se  coupent 
toutes  les  géodésïques  passant  par  le  point  O,  tous  les 
segments  de  géodésique  engendraotl'aire  enfermée  sont 
ou  plus  grands  ou  plus  petits  qu'une  demi-géodésique; 
suivant  qu'on  les  pi-end  plus  grands  ou  plus  petits,  on  en- 
gendre deux  aires  différentes  dont  la  réunion  forme  la 
totalité  de  la  surface,  puisque  les  segmenu  des  deux 
séries  sont,  àaa\  à  deux,  supplémentaires  les  uns  des 
auti-es.  2°  Si  le  contour  passe  par  le  point  opposé  an 
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poini  O,  les  segments  engendrant  une  mâoie  aire  sont, 
les  uns,  plus  petits  et  les  autres  plus   grands  qu'une 
dcmi-géodésique;  mais  ici  encore  les  segments  supplé- 
mentaires engeudrent  le  reste  de  la  surface. 

3°  Dans  lecas  précédent,  le  segment  générateur  abou- 
tissant  au  point  opposé  au  point  O  est  tangent  en  ce 
point  au  contour,  y  ayant,  à  la  limite,  deux  points 
communs,  le  point  mobile  sur  le  contour  et  le  point  par 
lequel  passent  toutes  les  géodésiques  génératrices.  lien 
résulte  que,  si  le  contour  forme  un  angle  en  ce  point, 
OD  a  deux  géodésiques  distinctes;  on  doit  admettre  alors 
que  la  demi-géodésique  génératrice  pivote  autour  de  ses 
extrémités  pour  passer  d'une  des  positions  à  l'autre  :  elle 
engendre  ainsi  un  fuseau  qui  constitue  une  aire  fermée, 
ainsi  qu'on  le  montre  par  un  raisonnement  analogue, 
mais  plus  simple  que  celui  qui  concerne  les  triangles. 

Ce  qui  précède  montre  que  tout  contour  fermé  enferme 
deux  aires  composant  la  totalité  de  la  surface. 

Le  théorème  VIII  ne  donne  lieu  à  aucune  difficulté. 
Quant  au  ihéorème  IX,  il  parait,  à  première  vue,  en 
soulever  une,  attendu  que,  semble-t-ll,  il  peut  falloir 
plus  d'une  de  mi -géodes  ique  pour  relier  successivement 
le  point  C  aux  divers  poinu  du  contour. 

Mais  ici  les  remarques  faites  à  l'occasion  du  théo- 
rème VU  întervienneut  utilement,  car  nous  avons  vu  qne 
l'on  peut  engendrer  toute  une  des  aires  limitées  par  le 
contour  au*uiojen  d'uu  segment  inférieur  ù  une  demi- 
géotlésique,  sauf  dans  le  cas  où  le  contour  passerait  par 
te  point  de  concours  des  géodésiques  issues  de  C;  mais 
alors  le  théorème  n'a  pas  besoin  de  démonstration, 
puisque  ce  point  est  forcément  un  deuxième  point  de 
rencontre.  Sauf  dans  ce  cas  particulier,  qui,  on  vient  de 
le  voir,  ne  soulève  pas  de  difficulté  réelle,  l'objection  for- 
mulée est  donc  sans  fondement. 
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IVouochiLfhib.    Les    c^lcitls   usuels   effectués   au 

MOTEM  des    abaques.    EsSlI     d'uKB     THÉORIE    GÉKÉKÂLE. 

Bêcles  pratiques.  ExenFLES  D'ippLiciTiotr,  par 
IVI.  Maurice  d'Ocagne,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaus- 
sées. Paris,  CauLliier-Villars  et  tils;  1891.  Gr.  In-S'  de 
96  pages,  avec  38  û^res  dans  le  texte  et  8  planclies. 
Prix  ;  y',So. 

Si  le  calcul  numérique  est  d'une  utilité  journalière  povr  le 
c.,  il  constitue,  sans  contre- 
a  depuis  longtemps  cherché 
,  de  machines  ou  de  tracés 


D  aide,  au  calculateur, 
nme  en  Statique  gra- 
I  exécute  sur  des  don- 


-,  l'ingéi 
dit,  une  besogne  rebutante  qu'o. 
à  alléger  par  l'emploi  de  tabli 
graphiques. 

La  méthode  graphique  peut  venir  1 
de  deux  manières.  TantAt  c'est,  co 
phique,  au  moyen  d'une  épure  que  l'o 
nées  géométriques  et  qui  fournit  l'ii 
forme.  D'autres  fois,  comme  dans  l'Ouvrage  qui  nous  occupe, 
c'est  par  l'emploi  d'abaques,  c'est-â-dire  de  Tableaux  repré- 
sentant sur  un  plan  à  l'aide  de  lignes  tracées,  une  fois  pour 
toutes,  les  équations  qui  lient  certaines  variables  entre  elles  : 
une  simple  lecture  fournit  alors  le  résultat  demandé. 

Les  abaques  employés  jusqu'ici  étaient  construits  A  des  points 
de  vue  très  divers  et  par  des  procédés  entièrement  dissem- 
blables. Ce  n'est  pas  le  moindre  mérite  de  M.  d'Ocagne  que 
d'avoir,  par  une  habile  analyse  comparative,  su  démêler  un 
lien  étroit  entre  des  méthodes  en  apparence  si  disparates  et 
d'être  parvenu  à  constituer  un  véritable  corps  de  doctrine  en 
rattachant  ces  éléments  épars  à  un  même  principe. 

Rien  de  plus  simple,  d'ailleurs,  que  ce  principe  fondamen- 
tal. Soit 


(I) 


lont  la  réiioiution  permet  de  déti 
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la  valeur  de  l'ii 
buées  à  a  et  ^.  On  ve 
ploi  d'un  abaque  don 
lectures.  A  cet  eflet, 

(Il) 


(I.) 

L'équt 
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f  pour  chaque  système  de  valeurs  attri- 
t  substituer  à  ces  calculs  pénibles  l'em- 
ant  les  mêmes  résultats  par  de  simple» 
a  choisit,  à  volonté,  deux  équatioDS  de 

ne  a  et  p  entre  les  trois  relations  précédentes,  ce 
e  nouvelle  équation 


n  ((,),  où  X  eiy  désignent  des  coordonnées  cou- 
,  représente  une  famille  de  courbes  auxquelles  les  No- 
mographes  donnent  le  nom  d'iioplètkes,  relatives  A  a,  pour 
rappeler  que  a  conserve  la  même  valeur  en  tous  les  points  de 
l'une  quelconque  de  ces  courbes  et  ne  varie  que  d'une  courbe 
à  l'autre.  Les  équations  (I,)  et  (I,)  définissent  pareillement  le 
système  des  isoplèthes  relatives  i  ^  et  le  système  des  iioplèthes 
relatives  à  f.  Supposons  qu'on  ait  construit  ces  trois  groupes 
d'isoplèthes  en  plaçant  sur  chaque  couche  individuelle  la  va- 
leur correspondante  de  celui  du  paramétre  ce,  p,  ^  qui  le  con- 
cerne. Le  Tableau  graphique  formé  par  ces  trois  systèmes  de 
courbes  cotées  constitue  un  abaque  représentatif  de  l'équa- 
tion (i). 

Voici  comment  on  se  servira  de  cet  abaqne  :  Veut-on  la 
valeur  de  y  qui  répond  à  un  système  de  valeurs  a'  et  ^'  attribuée 
i  a  et  p?  On  prendra  le  point  de  rencontre  M  de  l'isoplèthe 
{«')  et  de  l'isoplèthe  O');  la  cote  Y  de  celle  des  isoplèthesCY) 
qui  passe  par  M  sera  la  valeur  cherchée  de  f.  Si,  bien  que  les 
isoplèthes  (f  )  soient  asseï  voisines  les  unes  des  autres,  l'iso- 
plèthe (y')  qui  passerait  par  M  n'est  pas  tracée,  on  fera  une 
interpolation  à  vue. 

L'idée  qui  s'oiïrc  la  première  A  l'esprit  pour  le  choix  des  re- 
lations (1,)  et  (I,)  couiîiste  à  prendre 

(l'i)  .,  ^  =  S 

("i)  *  y=P. 

alors  que  l'équation  (Ti)  devient 


(■;> 


FCt,^,Y)  = 
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Les  isoplâthes  (a)  sont  des  droites  parallèles  A  l'axe  des_^,  les 
isoplèthes  (p)  des  droites  parallèles  i  l'ase  des  x,  et  si  l'on 
opère  sur  du  papier  quadrillé,  la  construction  de  l'abaque  se 
réduit  au  tracé  des  hopléthes  (y). 

Tels  sont  les  Tableaux  graphiques  si  utiles,  conslraîts  par 
M.  Eugène  Pereire,  pour  des  questions  d'intérêt  et  de  fînance. 

Tel  est  aussi  l'abaque  bien  connu  destiné  à  remplacer  les 
Tables  de  multiplication  et  qui  est  relatif  à  l'équation 


les  îsoplèthes  (f)  sont  alors  des  hyperboles  équilatères  ayant 
pour  asymptotes  les  axes  coordonnés. 

Si,  dans  ce  dernier  abaque,  on  remplace  les  équations  (F',) 
et  CI',)  par 

*  =  logii,        yslogp, 

l'équation  (!',  )  devient 

T+j'  =  log-i:. 

On  tombe  de  la  sorte  sur  un  abaque  i  triple  réglure,  c'est- 
à-dire  sur  un  abaque  composé  de  trois  systèmes  d'isoplètbes 
rectilignes.  Telle  est  l'origine  d'un  principe  fondamental  dans 
cette  théorie,  qu'on  nomme  principe  de  l'anamorphose  et 
que  l'on  doit  au  savant  M.  Lelanne,  l'un  des  fondateurs  de  la 
Science  nomographique. 

Dans  l'impossibilité  de  tout  citer,  nous  renverrons  au  Livre 
de  M.  d'Ocagne  pour  l'exposition  générale  du  principe  de 
l'anamorphose  et  pour  la  recherche  du  type  des  équations 
susceptibles  d'être  représentées  par  des  abaques  à  triple  ré- 
glure. 

Nous  voulons  surtout  attirer  l'attention  sur  deux  points  : 
Le  premier  concerne  l'exposition  des  recherches  si  ingé- 
nieuses et  si  justement  appréciées  de  M.  l'ingénieur  des  Mines 
Lallemand,  Directeur  du  Service  du  nivellement  général  de  la 
France.  Grâce  à  ses  nouveaux  abaques,  dits  hexagonaux, 
K.  Lallemand  est  parvenu  à  faire  exécuter  en  quelques  mi- 
minutes  une  besogne  qui  se  répète  chaque  jour  et  qui,  aupa- 
ravant, absorbait  tous  les  instants  d'un  groupe  d'employés. 
Cet  exemple  n'esi-il  pas  une  leçon?  Que  de  spécialités  dans 
lesquelles  les  abaques  pourraient  oITrir  un  pareil  avantage  (Les 
nl>aque<  hexagonaux  s'appliquent  à  un  type  général  d'équa- 
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Lions  que  l'on  rencODtre  fréquemment  dans  U  pratique.  M.  Lai- 
lemand  n'a  publié  sur  ses  méthodes  qu'une  Note  succincte  dans 
le  t.  Cil  des  Compta  rendus  et  quelques  feuilles  lithogra- 
phiées  pour  les  besoins  de  son  service,  mais  non  livrées  au 
public.  Ces  procédés  si  élc);ants  et  si  utiles  pouvaient  donc 
être  considérés  comme  inédits,  et  l'on  doit  remercier  M.  d'O- 
cagAe  de  les  avoir  fait  connaître  en  les  rattachant  â  la  mé- 
thode générale. 

Le  second  point  se  rapporte  aux  abaques  à  points  Uo- 
plithet.  On  nous  permettra  d'y  insister  un  peu,  vu  que,  à 
notre  sens,  c'est  la  partie  la  plus  originale  du  Livre  de  M.  d'O- 

Considérons  un  ahaque  â  triple  réglure  et  construisons  sa 
figure  corrélative;  à  chaque  droite  de  l'ancienne  figure  ré- 
pondra un  point  de  la  nouvelle,  et  réciproquement,  de  telle 
sorte,  i  trois  droites  de  la  première  passant  par  un  même  point, 
correspondront  trois  points  de  la  seconde  situés  en  ligne 
droite.  Ainsi,  tandis  que,  dans  l'ancien  abaque,  les  isoplèthes 
étaient  des  droites  enveloppant  trois  certaines  courbes,  dans 
le  nouveau  les  isoplèthes  seront  des  points  distribués  sur  trois 
antres  lignes;  à  chaque  système  de  valeurs  de  a,  ^,  f  satisfai- 
sant à  l'équation  proposée,  répondront,  non  plus  trois  droites 
concourantes,  mais  trois  points  placés  respectivement  sur  ces 
trois  lignes  et  situés  en  ligne  droite. 

Pour  rendre  pratique  cette  idée  nouvelle,  il  fallait  choisir 
un  mode  de  corrélation  aussi  simple  que  possible.  Pour  cela, 
H.  d'Ocagne  n'avait  pas  à  chercher  bien  loin;  il  lui  a  suffi 
d'utiliser  ses  coordonnées  parallèles  de  droites.  Les  lecteurs 
de  ce  journal  savent,  par  les  intéressantes  Communications 
de  cet  ingénieur  distingué  aux  Nouvelles  Annales,  en  18S7, 
■  889  et  i8go,  ce  qu'on  entend  par  coordonnées  parallèles  d'une 
droite  MN  {fig.  1).  Ce  sont  les  segments  AM  =  u,  BM  =  t. 
que  celte  droite  intercepte  sur  deux  axes  parallèles  AU,  BV, 
ces  segments  étant  comptés  à  partir  des  extrémités  A  et  B 
d'une  perpendiculaire  commune  à  ces  axes.  Gela  posé,  nous 
aurons  défini  clairement  le  mode  de  corrélation  adopté,  en 
disant  qu'il  consiste  dans  le  changement  des  coordonnées  car- 
tésiennes de  points  en  coordonnées  parallèles  de  droites- 
Rien  n'est  plus  simple  actuellement,  étant  donné  un  abaque 
à  triple  système  de  droites  isoplèthes,  que  de  construire 
l'abaque  corrélatif  à  triple  système  de  points  isoplèthes,  On 
Ann.  de  lUathémal.,  3-  série,  t.  X.  (Décembre  i8<|i.)        38 
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de  deuil  points  ap|)artenant  »  uoe  droite  quelconque  du  premier 
abaque.  Le  point  qui  répondra  à  celte  droite  dans  le  second 
abaque  sera  le  point  commun  aux  deux  droites  dont  les  coor- 
données parallèles  sont  (u  =  a,  V  =  b)  et  {u  =  a',  V  =  b'). 

Fig.   ■, 


-^ 


Considérons.   |: 
lanne  pour  la  recherche  de; 
du  troisième  degré 


pie,  l'abaque  construit  par  M.  La- 


pri\ée  du  terme  en  a'.  On  prend  pour  (![)  et  {[j)  les  équa- 
tions 3^  ^  p,  y  =  g,  et  l'équation  (Ij)  est  alors 

C'est  donc  un  abaque  à  triple  réglure  :  il  e»t  représenté  pir 
la  ^g.  a.  En  le  transformant  par  le  procédé  indiqué,  on  ob- 
tient l'abaque  à  points  isoplèthes  représenté  par  \a.  Jig.  3.  L« 
points  isoplèthes  (/>)  et  (7)  sont  distribués  respectivement  sur 
les  deux  droites  parallèles  auprès  desquelles  on  a  inscrit 
échelle  de  p,  échelle  de  q  ;  les  points  isoplèthes  (x)  sont  sur 
la  courbe  marquée  en  trait  fort  et  sur  laquelle  on  a  inscrit 
échelle  des  *.  Veut-on,  par  eiemple,  la  racine  positive  de 
l'équation 
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on  joindra  par  une  droite  le  point  a  de  l'axe  de»  p  au  point 
(— 6)de  l'axe  des  9;  le  point  oCi  la  courbe  en  trait  fort  est 
coupée  par  cette  droite  porte  Is  cote  i,\&\  ce  nombre  est  la 
racine  demandée.   Pour  n'avoir    pas  â   tracer   de    ligne  sur 


l'abaque,  on  emploiera  un  fil  qu'on  tendra  entre  les  points  3 

Remarquons,  d'ailleurs,  bien  vite  que  l'emploi  des  coordon- 
nées parallèles  ne  servira  pas  seulement  à  la  transformation 
des  abaques  préalablement  construits  à  l'aide  des  coordonnées 
cartésiennes.  L'application  iromèdiste  des  coordonnées  paral- 
lèles à  une  équation  à  triple  réglure  permettra  de  construire 
directement  l'abaque  à  points  isoplcthes  correspondant  A  cette 
équation. 

Les  abaques  à  points  isopléthes  se  recommandent  par  une 
plus  grande  facilité  dans  la  lecture  et  dans  l'inlcrpolation  i 
vue;  ils  offrent,  en  outre,  sur  les  abaques  à  droites  isopléthes, 
l'avantage  de    permettra  l'introduction  d'une  quatrième  va- 
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(55.) 

I,  par  exemple,  l'équation  complète  du  troi- 


Pour  construire  l'abaque  correspondant  en  droites  isopléihes 
il  faut  faire  d'abord  disparaître  le  terme  en  «*.  Cela  n'est  pa 
nécessaire  pour  l'abaque  à  points  isoplèthes.  L'introduction  di 


coefficient  n  comme  quatrième  variable  entraîne  seulement  la 
construction  d'autant  de  courbes  successives,  analogues  à  la 
courbe  en  trait  fort  de  \&  Jig.  3,  qu'on  attribue  de  valeurs  à  n; 
et  comme  ces  courbes  sont  parfaitement  distinctes,  aucune 
confusion  n'est  à  redouter  :  on  pourra  s'en  assurer  cd  jetaat 
un  coup  d'<Eil  sur  la  dernière  planche  du  Volume,  plancbeque 
ses  dimensions  ne  nous  permettent  pas  de  reproduire  ici. 

En  résumé,  la  création  d'un  nouveau  corps  de  doctrine  bien 
défini,  l'exposition  claire  et  méthodique  des  principaux  résul- 
tats antérieurement  obtenus  et  surtout  des  beaux  travaux,  à 
peu  prés  inédits,  de  M.  Lalkmand,  enfm,  l'inventioD  dc> 
abeques  â  points  isopicthes  :  telle  est  la  part  considérable  qui 
re\ient  à  M    d'Ocagne  dans  ce  remarquable  Opuscule  qu'an 
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juge  éminent  a  naguère  présenté  i  l'Académie  des  Science» 
dans  les  termes  les  plus  flatteurs.  E.  B. 
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EXERCICES. 


Pour  sali»faire  au  désir  exprimé  par  plusieurs  de  dos  alKianéï, 
Dous  consacrerons  désormais  régal iéremcot  dans  chaque  numéro 
quelques  pages  à  l'énoncé  de  questions  proposées  et  à  leur  solution. 
Toutefois,  comme  il  importe  beaucoup,  dans  l'inlërél  du  Journal, 
que  ce  nombre  de  pages  soit  assez  restreint  pour  ne  pas  nuire  i 
la  publication  des  Mémoires  originaui,  nous  prions  nos  Correspon- 
dants de  vouloir  bien  rédiger  leurs  solulions  avec  une  exlrfmc 
sobriété,  en  supprimant  les  développements  qui  ne  présentent  pus 
de  dirflculté  sérieuse. 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 


ISfô.  Les  rayoDS  de  courbure  aux  extrémités  d'une  corde 
quelconque  d'uoe  conique  sont  proportionnels  aux  cubes  des 
distances  de  ces  points  au  pAle  de  la  corde.      (A.  DeuouuN.) 

1996.  Étant  donnés,  dans  un  plan,  une  courbe  générale  de 
nT"  classe  et  un  point,  il  existe  3n(n-»-V)  paraboles,  ayant 
un  même  paramètre,  qui  ont  pour  foyer  le  point  donné  et  sont 
tangentes  i  la  courbe  donnée. 

La  somme  des  angles  que  font,  avec  une  direction  quelcon- 
que &  du  plan,  les  axes  de  ces  paraboles,  est  égale,  à  un  mul- 
tiple de  it  près,  au  quadruple  de  la  somme  des  angles  que  font 
avec  la  direction  A  les  droites  joignant  le  foyer  commun  des 
paraboles  au\  n  foyers  de  la  courbe,  augmenté  du  double  de 
la  somme  des  angles  que  font  avec  A  les  n{n  —  i)  directions 
a sympto tiques  de  celte  courbe.  (G.  Fouret. ) 

1597.  Pierre  tire  quatre  cartes  d'un  jeu  de  piquet;  il  donne 
les  trois  premières  à  Paul  et  garde  la  quatrième  poui-  lui. 
Pierre  a  gagné  si  sa  carie  n'est  de  la  couleur  d'aucune  des 
cartes  de  Paul,  ou  si,  étant  de  la  i?ouleur  de  l'une  ou  de  plu- 
sieurs d'entre  elles,  elle  a  une  valeur  supérieure.  La  mise  de 
Paul  étant  de  i'',  quelle  doit  être  celle  de  Pierre  pour  que  le 
jeu  soit  équitable?  (E.  RoicHÉ.) 
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1S98.  Le  lieu  des  centres  de»  hyperboles  équilatéres  oscula- 
trices  en  chaque  poial  d'une  ellipse  donnée  est  une  courbe  du 
quatrième  ordre  qui  peut  être  considérée  comme  la  podaire  du 
centre  d'une  ellipse  concentrique  à  la  première. 

(  E.  Babisibn.) 

i599.  Si  l'on  pose 

R  =  -^  [«•(*  —  c)"+  é»(c  —  ay+c\a  —  *)■], 

et  si  l'on  désigne  par  E  l'aire  de  l'ellipsoïde  dont  les  demi-axei 
rangés  par  ordre  de  grandeur  décroissante  sont  a,  b,  c,  on  a 


S  étant  un  nombre  convenablement  choisi  entre  o  et  i. 

(G.  FuNO.) 

1600.  Soient  X'X  une  droite  horizontale  indéfinie,  A  et  B 
deux  points  pris  sur  cette  droite  et  G  un  point  pris  au-dessous, 
de  manière  que  sa  projection  sur  X'X  tombe  entre  A  et  B. 
n  points  P|,  Pg,  ...,  P,  dont  les  masses  respectives  sont  nii, 
jnt,  . ..,  mn  parcourent  la  ligne  brisée  X'ACBX,  de  telle  sorte 
que  leur  ordre  de. succession  reste  le  même  et  que  les  projec- 
tions sur  X'X  de  leurs  distances  mutuelles  restent  constantes. 
On  demande  de  trouver  :  i°  le  lieu  du  centre  de  gravité  de  ce 
système  de  points;  a°  la  position  du  système  pour  laquelle  le 
centre  de  gravité  est  le  plus  bas.  (E.  ftouCHÉ.) 


OUSSTIOBIS  RESOLIBS. 


QneiUon  lS9i. 

On  donne  un  triangle  abc.  On  trace  une  cireonjirence 
gui  patte  par  a,  elle  coupe  ab  en  c'  et  an  en  b'.  On  trace 
une  circonférence  qui  pane  par  b  et  c',  elle  coupe  be  en  <£ 
et  la  première  circonférence  en  i  :  let  pointi  i,  a',  c,  b' 
sont  tur  une  même  circonférence. 

On  prend  un  point  arbitraire  0  tur  le  plan  abc.  La 
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droite  Oa  coupe  en  a  ta  circonférence  qui  passe  par  a.  La 
droite  0  6  coupe  en  ^  la  circonférence  qui  patte  par  b. 
Enfin  lur  la  troitième  circonférence  on  a -f  à  sa  rencontre 
avec  Oc. 

Démontrer  que  let  points  0,  a,  p,  "(,{  sont  sur  une  même 
circonférence.  (MiNNHBiM.) 

SOLCTION 
Par  MM.  E.  LiitoïKB;  K.  Anderson,  profcsMur  à  Galway  <IrlaDde)  ; 

J.  Chafron,  caporal  au  i6*  de  ligne;  Baudud,  élive  au  \-ycAe  de 

Rouen,  et  di  Mohtillb,  ^léTe  au  \jctt  Saint-Louis. 

Les  points  t,  b',  a,  c'  étaat  sur  une  même  circonférence,  lea 
angles  ib'a,  ic'b  sont  égaux;  de  même  la  situation  des  points 
t,  &,  b,  a'  sur  une  même  circonférence  entraîne  l'égalité  des 
angles  ii/b,  ia'e.  Donc  les  an^es  ib'a,  ia'e  sont  égaux  et  par 
suite  les  points  (',  b',  c,  a'  appartiennent  i  une  même  circon- 
férence. 

D'ailleurs,  les  angles  Oac  et  Oca  étant  respectivement 
égaux  à  aib',  fib',  leur  somme  est  égale  à  l'angle  *if,  mais 
cette  somme  est  égale  k  l'angle  ce Of  ou  à  son  supplément; 
donc  la  circonférence  qui  passe  par  les  trois  points  O,  a,  i 
passe  par  y,  et  l'on  démontrerait  de  même  qu'elle  passe  par  p. 

JV.  B,  —  Une  solution  analytique  de  ce  problème  généralisé  a  été 
déji  donnée  (t.  IX,  3-  série,  p.  556). 

QsMtion  1477. 
ABC  est  un  triangle  rectangle  en  k.  D'un  point  quel- 
conque M  prit  lur  le  côté  AB  on  abaisse  sur  la  hauteur  AH 
la  perpendiculaire  HP  ;  par  le  point  P  on  élève  à  la  droite 
GP  ta  perpendiculaire  PQ  qui  coupe  AB  prolongé  au  point 
Q,  Démontrer  que  \(ii=BM.  (D'Ocaohe.) 

SOLUTION 
Par  M.  Lexairb,  proresseor  au  lycée  de  Douai. 

Si  l'on  mène  PL  parallèle  à  AB  jusqu'à  sa  rencontre  L  avec 
AC,on  a  évidemment  MB  =  PL  et  il  suffît  de  démontrer  l'éga- 
lité de  PL  et  de  AQ.  Or  PL  et  AP  étant  deux  des  hauteurs  du 
triangle  CAL,  CP  est  la  troisième  hauteur;  donc  PQ  et  AL 
sont  parallèles  comme  perpendiculaires  à  la  même  droite  GP, 
et  par  suite  PL  et  AQ  sont  égales  comme  parallèles  comprises 
entre  parallèles. 
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Les  cdtét  d'un  triangle  PQR  inscrit  à  une  parabole  r»«- 
eontrent  l'axt  AS  aux  points  L,  M,  N,  tt  l'on  prend  tur  AS 
des  points  h'.  M',  N',  tel*  que 

AL.AL'=AM.AM'=:  AN.AH'  =  — Âs', 

A  étant  le  sommet,  S  te  foyer;  démontrer  par  la  Géomé- 
trie pure  que  les  droites  PL',  QM',  RN'  se  rencontrent  sur 
la  courbe.  (B.-W.  Gbnésb.) 

SOLUTION 

Par  M.  Sebvaib. 

Nous  traitons  le  question  plus  générale  :  Les  côtés  d'un 
triangle  inscrit  à  une  conique  rencontrent  une  parallèle 
AE,  menée  d'un  point  A  de  la  courbe  à  une  asymptote,  aux 
points  L,  M,  N;  on  prend  sur  AI  des  points  L',  M',  fi',  tels 
que 

AL.AL'=AM.AM'=AN.AN'  =  ±a'; 

tes  droite*  PV,  QM',  RN'  se  recontrent  tur  la  courbe. 

Soit  S  le  point  où  PL'  rencontre  la  courbe,  la  sécante  AI 
rencontre  la  courbe  et  les  côtés  du  quadrilatère  PQRS  en  des 
couples  de  points  A  et  I,  L  et  L',  M  el  M',  N  et  N'  d'une  invo- 
lalion;  mais  le  point  I  est  k  l'infini,  donc  A  est  le  point  cen- 
tral de  cette  tnvolution  et  l'on  a 

AL.AL'=  AM.AM'=AN.AN'  =  ±a«; 

ce  qui  montre  que  les  points  M'  el  M*,  N'  et  N'  coïncident. 

CoaoLLAiRR.  —  Les  côtés  d'un  triangle  PQR  inscrit  à  une 
hyperbole  et  la  tangente  à  cette  courbe  au  point  P  ren- 
contrent une  asymptote  aux  point*  L,  M,  N,  T;  on  a 
LM  =  NT. 

Ce  corollaire  permet  de  construire  la  tangente  en  un  poioi 
d'une  hyperbole  donnée  par  une  asymptote  et  trois  points. 

Deux  tangentes  à  l'hyperbole  et  leur  corde  de  contact 
rencontrent    une  asymptote  aur    points    T,  T',  C;  on  n 

CT  =  rr. 
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«iiESTioss  pasposBis. 


1601.  Inscrire  dans  une  sphère  donnée  un  polygone  dont 
chaque  c6të  passe  par  un  poinl  donné.  (G.  Tabbt.) 

On  propose  de  démontrer  la  construction  suivante  du  poly- 
gone en  question. 

Inscrivons  dans  la  sphère  deux,  lignes  brisées  A,  AiAg.-.An-i-i, 
PBiB3...B„^i  dont  les  cAtés  passent  respectivement  par  les 
points  donnés  d,,  dt,  dt,  -..,  (/»,  puis  la  ligne  brisée 
PCaC„+i...C|  dont  les  côtés  passent  par  les  mêmes  points 
pris  dans  l'ordre  inverse  da,  dn-i<  ■  ■  •>  d,. 

Menons  un  plan  perpendiculaire  au  diamètre  de  ta  sphère 
qui  passe  par  le  poinl  P  et  désignant  par  A',,  A^n,  Bâ+),  C', 
les  intersections  de  ce  plan  avec  les  droites  PAi,  PA„+i,  PB„+,, 
PC,  et  par  Q  les  intersections  des  droites  B;^.,  A'„^,  et  G',  A',. 

Dans  ce  plan,  construisons  le  triangle  de  base  Bq^,  C\  dans 
lequel,  i°  le  produit  des  deux  autres  câtés  est  égal  au  produit 
des  segments  B^^,  A'„+,  et  C|  A',  ;  i°  la  somme  ou  la  différence 
des  angles  à  la  base  est  la  même  que  dans  le  triangle  QB),.^,C'|, 
suivant  que  le  nombre  de  points  donnés  est  pair  ou  impair. 

Soit  S  le  sommet  de  ce  triangle. 

Une  droite  PS  coupe  la  sphère  au  poinl  S|,  sommet  d'un 
polygone  S, StS)...S„  dont  les  côtés  passent  respectivement 
par  les  points  donnés. 

Le  problème  comporte  deux  solutions.  Ces  solutions  sont 
toujours  réelles  lorsque  le  polygone  cherché  a  un  nombre 
impair  de  côtés. 

1602.  Par  les  sommets  A,  B,  G  d'un  triangle  inscrit  dans  une 
conique,  on  mène  à  la  courbe  des  tangentes  qui  rencontrent 
les  côtés  opposés  en  A',  B',  G';  les  milieux  de  AA',  BB',  GG' 
■ont  en  ligne  droite. 

Dans  le  cas  particulier  du  cercle,  cette  droite  est  l'axe  radi- 
cal do  cercle  circonscrit  et  du  cercle  des  neuf  points. 

(F.  Fawon.) 
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Qneition  1398. 

Un  cercle  roule  tur  une  ellipse.  Trouver  : 
i'  Le  lieu  deâ  pointt  M  de  contact  des  tangentes  à 
cercle  parallèles  aux  axes  de  l'ellipse; 
ï°  Le  lieu  des  points  S  de  rencontre  de  ces  tangentes; 
3°  La  quadrature  des  courbe*  obtenues, 

(E.  Faiouembbrgue.  ) 


Soient  k   le  rayon  du  cercle,  a,  ^  les   coordonaëes   de  son 
centre  C.  Celles  des  points  M  et  S  seront 

(M)         [(«-v-A,3),(«,p  +  *>,  (a-A,p),  («,p-*)], 
l  l(c,  +  A,p  +  *),(«-A,p.v*), 

Le  lieu  du  point  C  est  la  courbe  parallèle  à  l'ellipse,  nam- 
niée  aussi  torotde,  jiarce  qu'elle  représente  te  contour  appa- 


rem  du 

Cette 

donné  s 

tore, 
courbe  e 
on  équatif 

st   aujourd'hui   bien   connue;  M.  Cauli 
>n  sous  la  Terme  très  simple 

(AB- 

-3'^)'-4(A'-.-3Bj(B>-uîACi 

{Noue.  Ann.,  p.  553;  [884).  !■  restera  donc  à  remplacer  x  et  ^ 
par  les  valeurs  (M)  et  {S;  pour  en  déduire  les  équations  des 
courbes  demandées,  qui  sont,  naturellement,  autant  de  loroMet 
égales  k  la  première,  transportées  parallèlement. 

L'aire  de  ces  courbes  est  donc  égale  â  l'aire  de  la  (oroïde, 
et,  d'après  une  étude  générale  publiée  par  Crelle  dans  un 
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Mémoire  sur  le  parallélisme  des  lignes  et  surfaces  courbes 
{Ann.  de  Gergonne,  t.  XII,  p.  i-35;  juillet  rSai),  on  rêcon- 
nali  que  l'espace  compris  entre  tes  courbes  parallèles  a  pour 
mesure  le  rectangle  qui,  ayant  pour  base  la  courbe  envelop- 
pante (ou  enveloppée),  aurait  pour  hauteur  la  distance  entre 
les  deux  courbes,  moins  (ou  plus)  le  cercle  qui  aurait  celte 
même  distance  pour  rayon  {loc.  cit.,  p.  i8). 

QooiUon  1463. 
L'expreiiion 

se  réduisant  à  un  carré  pour  des  valeurs  entières  de  xel  ^, 
l'équation  indéterminée 

est  résoluble  en  nombre*  entiers  x,  y,  indépendamment  de 
la  solution  immédiate 

x^a,        ^  =  P-  (S.  Bbm.18.) 

SOLUTION 
Par  U.  H.  BnocARD. 
L'équalion  (i)  peut  s'écrire 

(T -»)(;»' -1- ajî  +  «M  =  (r- PH/ +  P)- 

On  pourra  poser 


7'-v-(3a~,3 

_i)_^^3i^-3a 

B'— 4Ar.  =  i» 

8fH-i-3(ï'+2«) 

est  ta  relation  e 

noncée. 

QneiUon  151». 

Le  lieu  des  centres  de  toutes  les  coniques  ayant  un  con- 
tact du  troisième  ordre,  au  même  point  d'une  conique 
donnée,  est  une  ligne  droite.  (Barisibn.) 
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GOLVTION 
Par  M.  H.  Brocard. 

PrcDODS  pour  a\es  des  coordonnées  la  tangente  et  la  normale 
au  poini  considéré. 
Pour  que  le»  deux  coniques 

X*  ■+■  bxy  -+■  c^'  -f-  e_y  =  o 

admettent  un  contact  du  troisième  ordre,  il  suffit  d'exprimer 
que  les  trois  premières  dérivées  sont  identiques  pour;r  =  j'  =  o. 
On  trouve  ainsi  les  conditions 


Mais  le  centre  des  coniques  variables  est  donné  par  les  équa- 
tions 

■ix  =  by  =  ix-^^y  =  o, 

La  première  de  ces  équationsest  indépendante  de  la  variable  e 
ce  qui  établit  la  proposition. 

Qaeition  1577. 
Soit  pour  n  iajini 

dan*  une  lérie  à  termes  positifs.  Démontrer  que 

iim.V^.^^^v'A. 

{E.  Gesaro.) 

SOLUTION 

Par  H.  Servais. 
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p,Pi...p„- 


V     {/u,Ut...U„ 


Or,  dans  la  série 

PlPiPiPzPtPt-  ■  .pn-lPn-, .  ■  -p^-i, 

lim        ^P\P\-  •  •P%-i  =  A; 
)>ar  coDséquent. 

l™  "^PxPX'-.plzX  =  y/h  =  ^/        "".—  . 

Question  1678. 

5j'  lim  n' An  =  d.  /)our  n  infini,  on  a 

lim  71*  y  ai  at...a„  =  ae-^. 

(E.  Gesj 

SO  LOTION 
Par  MM.  Servaib  et  Lkmacre. 

Posons  'i^ai,  =  b„,  on  a 

lim/ii„  =  i/«: 
donc 

limn  'i/V7b7777ba  =  C'a*, 


D,s,t,..d:,i.  Google 


(  ■»•) 


tllESTIONS  PROPOSÉES. 


1603.  Soit  ABC  un  Iriangle  de  surface  maximum  inscrit  dans 
une  ellipse  E.  —  Démontrer  que  les  cercles  osculateurs  à  l'e!- 
lipse  aui  sommets  de  ce  triangle,  !e  cercle  circonscrit,  et  l'el- 
lipse ont  UD  poitil  commun  P.  —  Soit  P'  le  symétrique  de  P 
par  rapport  au  centre  de  l'ellipse  :  prouver  que  les  droites 
P'A,  P'B,  P'C  enveloppent  une  développée  d'ellipse. 

(  Lehaihb.) 

1604.  Démontrer  que,  si  une  parabole  P  touche  les  diamè- 
tres conjugués  égaux  d'une  ellipse  Ë,  les  cordes  communes  à 
l'ellipse  et  aux  cercles  osculateurs  k  cette  courbe  aux  points  de 
contact  des  tangentes  communes  à  P  et  à  E  passent  par  un 
même  point;  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  l'ellipse  est 
tangente  à  la  parabole.  (Lehaibe.) 

1605.  SP|  et  SPi  sont  des  tangentes  à  une  parabolede  fojrer 
F;  des  points  de  contact  P|  et  P^  on  abaisse  des  perpendicu- 
laires sur  la  directrice;  les  deux  pieds  de  ces  perpendirulaires 
étant />|  et/>i,  montrer  que  les  deux  triangles 

P.FPj    et    p,Spt 
ont  la  même  aire. 

(H.  Schrobtkh. ) 

1606.  Le  rayon  de  courbure  en  un  point  M  de  la  lemniscate 
de  Bernoulli  est  égal  au  tiers  de  la  normale  limitée  à  la  per- 
pendiculaire abaissée  do  centre  O  sur  le  rayon  vecteur  OM. 

(D'OcvGSK.) 

1607.  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  d'une  sphère 
de  rayon  constant  dont  le  centre  parcourt  une  ligne  droite. 

(LtjCiEs  LÊiT.) 

1608.  Démontrer,  par  des  considérations  géométriques  et 
par  le  calcul,  que  les  trajectoires  orthogonales  d'une  sphère 
de  rayon  constant,  dont  le  centre  parcourt  une  circonférence, 
sont  des  courbes  sphériques.  (I.iCiRN  Lkvt.) 
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QUESTIONS  RESOLUES. 


Question  1596. 

Lei  rayon*  de  courbure  pi  et  p»  aux  extrémités  \  et  B 
d'une  corde  quelconque  d'une  conique  sont  proportion- 
nels aux  cubes  des  distances  CX  et  CB  de  ces  points  au 
pôle  G  de  la  corde. 

SOLUTION. 
Par  M.  ft.  DE  Crës,  ingénieor  civil. 

Nous  preodrons  pour  points  de  départ  : 
1°  La  formule  classique 

dr 

<'^  f  =  ''d^' 

où  r  et  p  désignent  respectivement  le  rayoD  vecteur  et  le 
rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  courbe  quelconque  et  p 
la  distance  de  l'origine  à  la  tangente  en  ce  point; 
a*  La  proposition  élémentaire  suivante  : 

Les  dislances  d'un  point  quelconque  d'une  médiane 
d'un  triangle  aux  deux  côtés  qui  la  comprennent  sont 
inversement  proportionnelles  à  ses  côtés.  Cela  résulte  de 
ce  que   !a  médiane  partage  le   triangle  en   deux  parties  équi- 

Cela  posé,  soient  A,  et  Bj  les  points  où  les  tangentes  CA 
etCB  rencontrent  une  corde  A'B'  parallèles  à  AB  et  infini- 
ment voisine  de  AB.  La  formule  (i),  appliquée  aux  points  A 
et  B,  le  point  C  étant  pris  pour  origine,  donne 

Pi  _  ..     /CA  AA^  CQ\ 
pi  "  ""{cB  BB,    CP/' 

P  et  Q  désignant  les  projections  de  C  sur  les  tangentes  en  A' 
et  en  B',  Or  le  second  rapport  est  manifestement  égal  au 
premier;  quant  au  troisième,  puisque  les  tangentes  en  A'  et 
en  B'  se  croisent  en  un  point  C  du  diamètre  qui  joint  le 
point  C.  BU  miliïude  AB,  il  rt'Sulle  de  la  remarque ci-dc«sus  (-7.° \ 
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P'       CB 

A'.  B.  —  M.  BarisieD  el  M.  Lez  duus  ont  adressé  des  démonstra- 
t  ions  analytiques,  correctes,  mais  moins  simples,  delà  Question  1595. 
Cette  étcgantc  proposition  n'est  pas  nouvelle;  elle  a  i\Â  énoncée  el 
démontrée  presque  simultanément  par  Liouville  dans  le  tome  V[  du 
Journal  de  Mathématiquet  pures  et  appliquées,  et  par  Umpfen- 
bach  dans  le  tome  30  du  Journal  de  Cretle.  Depuis,  divers  géomètres, 
parmi  lesquels  il  faut  surtout  citer  MM.  Mannhcioi,  Paucellier, 
d'Ocagne,  Demoulin,  l'ont  retrouvée  coDime  cas  particulier  de  for- 
mules plus  générales.  On  lira  avec  grand  fruit  sur  ce  sujet  le  supplé- 
ment i  ta  i5*  Leçon  du  Court  de  Géométrie  descriptive  de  l'École 
Polytechnique  (3- édition),  par  M-  Mannheim. 


Qnestion  1550. 

Étant  donnés  un  cercle  Jlrc  et  une  droite  tournant  au- 
tour d'un  point  Jixe,  un  considère  un  cercle  de  rayon  can- 
ttant  tangent  au  cercle  el  à  la  droite:  on  demande  le  lieu 
du  point  de  contact  de  ce  cercle  et  de  la  droite. 

(D'OcAGNE.) 


Par  M.  II.  ItnocJHD. 

Première  solution.  —  Suient 

O  le  point  fixe; 

A  le  centre  du  cercle  (iso  de  rayon  b,  OA  = 

G  le  centre  du  cercle  mobile  de  rayon  r: 

OM  une  tangente  à  ce  cercle  en  M: 

OA  l'axe  des  x; 

a,  P  les  coordonnées  du  point  G. 

I.e  cercle  G  aura  pour  équation 
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La  polaire  MM'  de  l'origine  O  a  pour  équaiion 

on-  ?^  -+-  c'  =  o. 

Il  reste  doac  i  éliminer  s,  ^  entre  ces  trois  équatioDS,  ce 
qui  revient  â  éliminer  a  (ou  P)  entre  deux  éqnalioDS  du 
second  degré. 

Seconde  tolulion.  —  Soient 

OM  =  p,        MOA  =  <ii,        CAX  =  o. 
On  a  immédiatement  les  relations 

pi-4-e*^a*-t-(6-4-c)*+3a(«  +  6}cosS, 
a  =  pcostu  +  csînw  — (fr  +  c)cose, 
entre  lesquelles  l'élimination  de  0  donne  l'équation  du  lieu  (M), 

6p  =  a(b  ■+■  c)  cosiu  ±  v^Msiniw-hNsinuH-P, 
M,  N,  P  désignant  des  fonctions  entières  de  a,  b,  e. 

Qn«Btioii  1563. 

Soient  doanèi  deux  points  P,  P|  du  plan  d'un  triangle 
ABC  et  l'on  déligne  de  la  manière  suivante  le*  points  d' in- 
terteetion 

(PA,  BC)=o,  (P,A,  BC)=<i„ 

(PB,  GA)  =  *,  (P,B,  GA)=i„  • 

(PC,  AB)  =  c-,  (PiC,AB)=c,; 

{bci,  c6,)=  A|,  (ic.  iic,)  =  A,, 
(cai,  aci)=  B|,  (ca,  C|0,)  =  B,. 
{abi,  bai)  =  C„         (ab,  a,6,  )  =  C,  : 

1°  Les  cinq  points  P,  P,,  A,,  B,,  C,,  sont  en  ligne  droite; 
■i*  Le*  quatre  points 

A,    A|,     Bi,     Cl  sont  en  ligne  droite 


1.;.  Google 


(  ■4-) 


y  Le*  trois  droites 


CC|  concourent  au  mime  point  O, 
cC,  .  »  Q, 

c,  Cj  B  R  ; 


°  Les  huit  points  c 
;  mém.e  conique. 


;  a,,  6[,  Ci;  Q,  R  sont  situés  tur 

(H.  SCHROETER.) 


SOLUTION. 
Par  M.  Lez. 

Prenons  le  triangle  ABC   pojr    triangle  de  référence,  les 
équations  des  droites  AP,  BP,  CP  sont 

et  celles  de  AP,,  BPi,  GP,  sont 

Dès  lors,  on  trouve  facilement  pour  les  droites 
(  br,.        /7a  —Im-^  -fn-(   =o 


(3) 


\  cft,,        /7a  -fmp    -Iny    ==  c 
I  bc'      l-x     ~  »(9      -rtv      =< 


point  A), 
point  B|, 
point  C; 
point  Ai, 
point  El, 


Cela  posé  : 
1°  l'ne  droite  menée  pur  le  point  T  a  pour  équation 
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elle  passera  par  le  point  P|  si  cette  équation  est  vérifiée  par 

de  là  la  condition 

(m-n- „„■);■ 

ce  qui  donne  pour  l'équation  de  la  droite  PPi, 

ll'im'n  -  «/»')«+  mm'(  In'-  nf)^  +  nn^fm.  -  Im!)-^  =  o. 

Cette  droite  passe  par  les  points  K,,  B|,  C(,  car  son  équation 
est  vérifiée  par  les  égalités  (3,  4,  5). 

a°  A  l'aide  des  équations  (3,  4,  5),  on  trouve  que  les  droites 
AA„  BBi,  CCi  sont  représentées  par 

(/m'— /'m)p+(Z'/i  — M')    T  =  Ot 

(en-ln')<L   -f-(mn'-7«'n)p  =  o- 

On  voit  de  suite  qu'elles  passent  ;  la  première,  par  les  points 

C„  B|',  la   deuxième,  par  les  points  A^i,  Ci;  la  troisième,  par 

les  points  A„  B,,  car  les  coordonnées  de  At,  Bi,  C)  sont 

respectivement 

(9)  -„,„.^„,„  = 

(■o)  „„■-„■„  - 

(M)  „„-^w„  = 

3"  L'équalioD  d'une  droite  menée  par  le  point  Ai  étant  de  la 

(■a)  U-mf-„^-^t,-m■^-n■^)  =  ,^. 

cette  droite  passera  par  le  point  A,  si  son  équation  est  satis- 
faite par  'Y  =  o,  ^  =  o;  de  là  la  condition  A  :^  ^,  ce  qui  doitne 
pour  l'équation  de  la  droite  AjA 

De  même,  on  trouve  pour  les  droites  BiB,  CiC 

+  ((/»'-/'«<):<-('«"'- '«■«)-r  =  «- 


Im- 
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Ces  trois  droites  sont  coocouraDtes,  car  on  obiienL  une 
somme  nulle  en  ajoutant  les  trois  équations  préalablement 
multipliées  :  la  première,  par  {mn' — m'n);  la  deuxième,  par 
(l'n  —  In');  la  troisième,  par  (Im' — Tm). 

De  même  la  droite  (13)  passera  par  te  point  a,  si  son  équa- 
tion est  véririée  par  a  =  o,  nf  —  m^  =  o,  ce  qui  donne 


:,  ponr  l'équation  de  A|a, 


n(lm'—l'm)x—m(l'n  —  ln')% 

On  trouve  aussi  pour  B,6,  Cic 

Hl'n  —  ln')K—  n{lm'—  l'm)  ? 

+  /(m«'--m'/.)3-n(r«-/«')ï  =  o, 
—  l{im'—  l'm)a-t-  m{lm'—  V m)  ^ 

Ce»  trois  droites  sont  encore  concourantes  et  les  c 
nées  de  leur  point  de  rencontre  Q  sont 


Enfin,  la  même  droite  (la)  passera  par  le  point  ai  si  son 
équation  est  vérifiée  par  a  =  o,  n'f  —  m'P  =  o,  ce  qui  donne 


«m-,-  m'n 

Par  suit«,  l'équation  de  A,  ai  sera 

rt'Cfm  — fm')a  — m'(M'— /■)« 

—  m\m'n  ~  mn')  p  +  n'Çm'n  —  m 

i')Y-o; 

c'est  du  reste  celle  de  A^a  dans  laquelle 

on  a  permu 

/'(M'— r/i)a  — /i'(/'ffi— /ni')3 
+  r{m.-n  -  mn')  p  -  n'(/«'-/'n)ï  = 

—  /■( f  nt  —  /m'  )  a  ^-  in'i  t  m  —  lin')  p 
■+■  m'(  /«'—  /■«)  Y  —  l'(  m-n  —  m/i-)-(  = 
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t  au   point  R,  ayant  pour  coordon- 


4*  Une  conique  représentée  en  général  par 

(i5)      /fa>+î^«+rY'  +  a/^Y  +  a^a7+aAap  =  o, 

passera  par  les  points  a,  b,  c,  «i,  £|,  Cy,  si  les  conditions  su 
vantes  sont  satisfaites 


?«'  +  '•'" 

>-t-a/m/t  = 

o. 

?/!''  + 

-m''-)- 

a/m'« 

pn*  +  /■/' 

-Kaf/«  = 

o, 

pn'ï  + 

■/''  -+■ 

a«-fn 

;,«•+?/ 

-*-aA//n  = 

o. 

/""''-»-?'''  -^ 

2  A/' m 

Ces  relatio 

ns  fournisse 

ntdc 

ouvelks 

ésalit 

es 

^n*  -t-  r/n» 

=  i^ 

«-Hrm'i 

"^ — 

/, 

"       1 

/)/!*  +  /■/> 

^  pn 

=  -. 

ff, 

( 

pm*+ql* 

^£m 

,.,.. 

=  - 

h; 

-  H/'  =  pmm'  —  y/f  = 


),  les  égalités  (i6)  donnent 


>/ 

=  —(mii 

+ 

mn 

a>ï- 

-.-(.l'n 

+ 

In-). 

aA 

--—{Vm 

+ 

fm-) 

l'équa. 

on  (i5 

)  devirni 

'a>-l-/> 

m'P» 

v/in'-''- 

^/î'-i 

— 

fn  + 

//î')  tï  - 

-( 

m  + 
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elle  montre  que  celle  conique  passe  encore  par  les  points 
Q  et  R,  car  son  équation  est  vérifiée  par  les  coordonnées  ((3) 
et  (i4)  de  ces  deux  poiots. 
JV.  B.  —  M.  Emmerich  nous  a  idressi  duc  solution  analogue. 

Qneition  1653. 

Soient  A,  B,  a,  b,  c  des  nombres  entier*  positifs,  et 
100CI  +  106  +  C  divisible  par  loA  +  B;  démontrer  que 
cA* —  éAB  +  aB*  est,  de  même.,  divisible. 

(P.-A.  Mac-Mahon,  R.  a.) 

SOLUTION. 

Par  H.  H.  BaocABn. 

Divisant  cA'— AAB-+- ûB«  par  10A-+-B  (après  avoir  or- 
donné par  rapport  aux  puisïiances  décroissantes  de  B^  on 
trouve  pour  reste 

,(.oon-t-io6-.-cjA'. 


:e  qui  établit  la  proposition. 


Oneatîon  1581- 

Étant  donné  un  quadrilatère  complet,  dont  Jet  six  som- 
mets opposés  sont  a,  a^,  b,  bi,  c,  c,,  on  peut  former  les 
quatre  triangles 

abiCi,     bciai,     caibt,     abc. 

Si  l'on  prend  trois  points  en  ligne  droite 

A,     B,     C, 
les  quatre  coniques 

{BCa*,Ci),  (BCic,n,).  (BCca,b,),  (BGoAc) 
passent  par  un  même  point  Aj  ; 

(CAo6,C|).  {Ckbcxa,),  IG\ca,b,),  (GAaftc) 
passent  par  un  même  point  B|  ; 

(ABaiiCi),  {AOlic,n,),  <Alïca,i,),  (ABa&c) 
passent  par  un  même  point  C,. 
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Les  points  \,  B[,  C|  sont  en  ligne  droite;  et  il  en  est  de 
même  de  B,  C,,  A,,  et  de  C,  A,,  B,.  De  plus,  lei  huit  côtés 
des  deux  quadrilatères  dont  les  sommets  opposés  sont  a,  ai, 
b,  b\,  c,  c,  ei  A,  A),  B,  B%,  C,  C|  touchent  une  mime  conique. 

<H.  SCHROBTER.) 


sait  que,  si  plusieurs  cubiques  oui  huit  poinis  communs, 
>iit  an  neuvième  point  commun. 

n  résulte  que  les  cubiques  suivantes,  formées  d'une  co- 
et  d'une  droite 

(BCafr,c,,  a,bc), 

{BCbctau  bica), 

(BCco,*,,  ciab), 

(BCoéc,  <i|A,c,  ), 
)t  huit  points  communs  :  a,  b,  c,  ai,  bi,  c,,  B  et  C,  en 
n   neuvième  Ai    qui  appartient  forct'ment  aux   quatre 


coniques.   Même    démonstration    pour  B|  et  C(.  Ceci  posé, 
remarquons  que  \es   triangle!!   abyCi   et   ABCj    ont   leurs   si\ 
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cOt£s  tangents  à  une  même  cooiqje  A,  puisque  ces  deux  trian- 
gles sont  inscrits  dans  une  même  conique  {ABabiCi), 

Pour  la  même  raison,  les  triangles  abc  et  ABC|  ont  leurs 
six  cAtés  tangents  à  une  même  conique  i'. 

Mais  A  et  A'  ont  cinq  tangentes  communes,  savoir  :  tes  trois 
cAtés  du  triangle  ABC]  et  les  deux  droites  ab,e  et  ae,  b.  Par 
conséquent  ces  deux  côtés  coïncident,  ce  qui  montre  que  la 
conique  tangente  aux  quatre  cAtés  du  quadrilatère  donné  et  à 
la  droite  ABC  est  tangente  aux  droites  ACi  et  BC). 

Elle  est  aussi  tangente  aux  droites  analogues  BA|  et  CA| 
d'une  part,  CB,  et  AB,  d'autre  part. 

Cette  conclusion  exige  d'ailleurs  que  les  six  points  A,  At, 
B,  B|,  C,  C|  soient  les  sommets  d'un  quadrilatère  complet. 

En  elTet,  la  conique  précédente  devant  être  à  la  fois  tan- 
gente i  AB,  AC,  et  AB,,  deux  de  ces  droites  doivent  se  con- 
fondre, et  comme  A,,  B„  C,  ne  sont  pas  sur  ABC,  les  droites 
AC|  et  ABt  se  confondent  nécessairement;  autrement  dit  A, 
B],  Cl  sont  en  ligne  droite.  Même  démonstration  pour  B,  C|, 
A,  etC,  A,,  B,. 

N.B.—  M,  Demelreo  Valeri,  professeur  à  Modéne  (Italie),  a 
également  résolu  ta  questîan. 


Qneition  1603- 

Soit  ABC  un  triangle  de  surface  maximum  irtserit  dam 
une  ellipse  E.  Démontrer  que  les  cercles  osculateurs  à  l'el^ 
lipte  aux  sommets  de  ce  triangle,  le  cercle  circonscrit  et 
l'ellipse,  ont  un  point  communP.  Soit  P'  le  symétrique 
de  P  par  rapport  au  centre  O  de  l'ellipse.  Prouver  que  les 
droites  P'A,  PB,  P'C  enveloppent  une  développée  d'ellipse. 
(Lemairb.) 


Par  M.  G.  Dahboux,  élève  de  Mathématiques  spéciales 
au  lycée  Louis- le-Grand. 

Un  triangle  maximum  inscrit  dans  une  ellipse  est  la  projec- 
tion d'un  triangle  maximum  inscrit  dans  le  cercle,  c'est-l-dire 
.l'un   triangle  êqullatéral.   Par  suite,    les  angles   d'anomalie 
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excentrique  dei  sommels  d'un  tel  triangle  sont 


On  sait,  d'autre  part,  que,  si  l'on  appelle  f,,<ft,<ft,fi  les 
paramètres  de  quatre  points  d'une  ellipse  situés  sur  un  même 
cercle,  on  a  la  relation 

Oi+  ^1+^1+?»  =  aAit. 

Considérons  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  II  coupe 
l'ellipse  en  un  quatrième  point  dont  nous  allons  chercher  le 
paramétre  f'.  Oo  a 

OQ 

ç'-H3<?  =  a*'Tr. 

On  peut  supposer  f  =  o  et  prendre  ç'  =  —  3ç.  Soit  P  le 
point  ainsi  obtenu. 

Considérons  maintenant  le  cercle  osculaleur  en  un  quel- 
conque des  sommets  du  triangle  :  nous  pouvons  toujours  sup- 
poser que  ce  sommet  est  celui  pour  lequel  l'angle  d'anomalie 
excentrique  est  (p. 

Ce  cercle  coupe  l'ellipse  en  un  quatrième  point.  La  valeur  ç' 
de  l'angle  d'anomalie  excentrique  de  ce  point  est  donnée  par 

ip'+3ç  =  'i*i:. 

On  retrouve  ainsi  le  point  P. 

La  première  partie  de  la  proposition  se  trouve  démontrée. 

Soit  P'  la  symétrique  de  P.  L'angle  d'anomalie  qui  lui  cor- 
respond est  ic  —  3ip.  La  droite  qui  le  joint  au  sommet  déjà  con- 
sidéré du  triangle  a  pour  équation 


I  acos(it  — 3<p)     6sin(7r-3o) 
n  développant  et  divisant  par  a6(cos*<; 
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CbercUons  l'enveloppe  de  cette  droite.  Nous  avons  pour  cela 
à  éliminer  o  entre  l'équation  (i)  et  sa  dérivée  par  rapport  à  ^, 


Oa  déduit  de  là 


Par  suite,  l'équation  de  l'enveloppe  est 


C'est  bien  l'équation  de  la  développée  d'ui 
trique  à  l'ellipge  E  et  dont  l'équation  est 


AlTflE    SOLUTION. 
ParM.  BABiaiEN. 

On  sait  que  les  triangles  d'aire  manimum  inscrits  dans  une 
ellipse  jouissent  de  la  propriété  d'avoir  Icura  tangentes  aux 
sommets  A,  B,  C,  parallèles  aux  côtés  opposés.  On  sait  aussi 
que  les  coriles  communes  à  un  cercle  et  à  une  ellipse  sont  éga- 
lement inclinées  sur  tes  axes  de  l'ellipse. 

Ces  propriétés  étant  rappelées,  si  P  est  le  quatrième  point 
de  rencontre  avec  l'ellipse  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
ABC,  les  droites  PA  et  CB  sont  également  inclinées  sur  les 
axes  de  l'ellipse.  Comme  CB  est  parallèle  à  la  tangente  à  l'el- 
lipse en  A,  il  en  résulte  que  PA  et  cette  tanj^cnte  en  A  sont 
aussi  également  inclinées  sur  les  axes  de  l'ellipse.  Or,  le  cercle 
osculaleur  en  A  ayant  en  ce  point  trois  points  confondui,  son 


r,.siiirrx..i.C00glc 


(  ^3*) 
quatrième  point  d'interaection  avec  l'ellipse  est  fe  point  P.  Les 
cercles  oscuiaieurs  en  B  et  C  ont,  pour  la  mime  raison,  leurs 
quatrièmes  points  d'intersection  avec  l'ellipse  en  P.  Par  consé- 
quent, les  cercles  osculaleurs  eo  A,  B.  C,  le  cercle  circonscrit 
A  ABC  et  l'ellipse  ont  pour  point  commun  le  point  P. 

(I  reste  à  trouver  l'enveloppe  des  droites  telles  que  P'A, 
laquelle  sera  évidemment  la  même  que  celle  des  droites  P'B 
et  P'C.  AP  et  la  tangente  en  A  étant  également  inclinées  gur 
les  axes,  il  en  résulte  que  les  droites  AI''  et  OA  dont  les  di- 
rections sont  respectivement  conjuguées  des  précédentes,  so'nt 
aussi  également  inclinées  sur  les  axes. 

L'équation  de  la  droite  AP'  s'obtiendra  donc  en  exprimant 
que  son  coefficient  angulaire  est  égal  et  de  signe  contraire  à 
celui  de  OA.  Si  f  est  l'angle  excentrique  en  A,  cette  équation 
de  AP'  est  donc 

^  —  *  sin  ip  =  -  j-^  (a:  —  a  cos»  ). 

C'est  l'équation  (i)  de  M.  Darboux,  et  la  solution  s'achève 
comme  ci-dessus.  Ajoutons  toutefois  cette  remarque  : 

Les  normales  à  l'ellipse  en  A,  B,  C  se  coupent  en  un  même 
point  ui,  puisque  ce  point  est  aussi  le  centre  du  cercle  circon- 
scrit au  triangle  formé  par  les  pôles  A',  B',  G'  des  côtés  du 
triangle  ABC.  La  quatrième  normale  abaissée  de  ce  point  m 
sur  l'ellipse  est  la  droite  luP'.  En  eflet,  les  quatre  points  A,  B. 
C,  P  étant  sur  un  même  cercle,  il  résulte,  du  théorème  de 
Joachimsthal,  que  le  symétrique  P'  de  P  par  rapport  uu 
centre  de  l'ellipse  est  le  pied  de  la  quatrième  normale  abaissée 


Soient  a  et  &  les  dcmi-axcs  de  E;  appelons  E,  le  cerrlc  qui, 

lorsque  l'on  réduit  ses  ordonnées  dans  le  rapport  -,  reproduit  E, 

les  axes  coordonnés  étant  les  axes  de  E.  Soit  A,R,C,  le 
triangle  correspondant  à  ABC;  P|  et  P',  les  points  qui  corres- 
pondent a  P  et  i  P'. 

On  sait,  d'après  un  ihéorème  célèbre  de  Stcincr.  que  par  tout 
point  P  d'une  ellipse  E  passent,  en  outre  du  cercle  osculateur 
en  P,  trois  autres   cercles  osculaleurs  qui  coupent  l'ellipse  en 
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trois  points  A,  B,  C;  on  sait  aussi  que  les  points  A,  B,  C  ont 
pour  correspondants  sur  le  cercle  E  trois  points  A|,  B|,  C| 
qui  sont  les  sommets  d'un  triangle  ëquilatéral,  c'est-à-dire  que 
ABC  est  un  des  triangles  à  aire  maxima  inscrit  à  E. 

La  première  partie  de  la  question  est  la  réciproque  évidente 
de  cette  proposition. 

Soient  K  et  J  les  points  où  la  droite  A|P',  coupe  les  axes 
des  X  et  des  y,  A|P|  étant  la  droite  symétrique  de  la  tan- 
gente en  A|  au  cercle  E|  par  rapport  à  l'ordonnée  de  A| 
(puisque,  d'après  une  propriété  connue,  AP  est  symétrique 
de  la  tangente  en  A  au  cercle  E  par  rapport  à  l'ordonnée 
de  A),  on  a  facilement  :  angle  A,  KO  =  7;  donc  AïK^OA,, 
de  même  A]  J  =  OA|. 

Donc  JK  est  une  droite  de  longueur  constante  aa  qui  appuie 
ses  exiréinilcs  K  et  J  sur  les  axes  des^cet  des^;  elle  engendre 
donc  une  hypocyclolde  à  quatre  rebroussements  cl  la  courbe 
correspondante,  c'est-à-dire  l'enveloppe  de  P'A,  est  la  déve- 
loppée de  l'ellipse  qui  a  pour  demi-axes  — — t^>  ^  - , ^'  1  te 
grand  axe  étant  dirigé  comme  l'axe  des^.  CO-F.  d. 


«insmiis  pnoposiBs. 

1609.  Etudier  les  courbes  enveloppées  par  les  droites 

^■cosX-H^sinl-i-Pn  =  o. 

P„  est  un  polynôme  de  degré  n  en  i,  et  \  un  paramétre  va- 
riable. Montrer  que  l'on  peut  disposer  des  constantes  du  po- 
lynôme Pn  de  manière  que  pour  n  pair  les  nourbes  n'aient 
aucun  point  de  rebroussement  et  que  pour  n  impair  elles  en 
aient  un.  Que  peut-on  dire  des  points  de  rebroussement 
lorsque  les  constantes  demeurent  quelconques? 

(Lucien  Lêvï.) 

1610.  Trouver  le  lieu  des  pieds  des  normales  abaissées  d'un 
point  donne  !>ur  les  coniques  d'un  faisceau.         ('Darrodx.) 

IfSM.   On  donne  deux  faisceaux  de  coniques,  et  on  di^mande 


1.;.  Google 


(  I.5-  ) 

le  lieu  des  points  où  une  conique  de  l'un  des  faisceaux  louche 
les  diverses  coniques  de  l'autre  faisceau,  (Darboui.) 

1612.  Démontrer  que  le   poioL  où  U  normale   en   un  point 
quelconque  M  d'une  conique  rencontre  l'axe  non  focal  appar- 
tient à  la  droite  qui  joint  un   foyer  de  la  conique  à  la  projec- 
tion du  poinl  M  sur  U  directrice  correspondant  i  ce  foyer. 
(E.  RovciiÉ.) 

i613.  Démontrer  que  le  côté  de  l'heptagone  régulier  est 
égal,  i  moins  de  7^  de  sa  valeur,  à  la  moitié  du  cAté  du 
triangle  équilatéral  inscrit  dans  le  même  cercle. 

(J.  JoFVBOI.) 

1614.  Dans  l'espace,  deux  figures  corrélatives  peuvent  tou- 
jours être  placées  de  manière  k  élre  polaires  réciproques  par 
rapport  à  une  quadrique  réelle.  (G.  Tabry.) 

1615.  A,  B,  C  étant  trois  points  d'une  conique,  les  paral- 
lèles menées  par  C  auK  tangentes  en  A  et  B  coupent  respec- 
tivement les  rayons  OA  et  OB  issus  du  centre  O  aux  points  D 
et  E;  démontrer  que  DE  est  parallèle  à  la  tangente  en  C. 

(W.-G.  Gbeenstreat  M.  A.) 


OlIESTIONS  RBSOLUES. 


QaeiUon  1587. 

On  tait  que  le  lieu  des  points  d'où  l'an  peut  mener  à  une 
eilipie  des  tangentes  faisant  entre  elles  un  angle  donné 
est  une  courue  de  quatrième  degré. 

Démontrer  que,  si  d'un  point  quelconque  de  celte  courbe 
on  abaisse  les  quatre  normales  à  l'ellipse,  réelles  ou  ima- 
ginaires, si  Ni,  N],  Nj,  Nj  sont  les  distances  du  point  aux 
pieds  des  normales,  p,,  pi,  p,,  pi  les  rayons  de  courbure 
correspondant  aux  pieds  des  normales,  on  a  la  relation 
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SOLUTION. 
Par  M.  L.  Bosr,  profestenr  au  Ijcée  de  Chiavari  (Italie). 


l'équaiion  de  l'ellipse.  Le  lieu  des  points  d'où  l'on  peul  mener 
à  l'ellipse  des  tangentes  faisant  entre  elles  un  angle  donné  i|i 
a  pour  équation 

(i)     4{Ai{i  +  air,'-at*i)  =  (et+V  — «'-*')' tang'4.. 

oit  Ç,  1]  sont  les  coordonnées  courantes. 
L'équation 

■)--'-^^ 

oùc'=a' — 6',  donne  les  abscisses  «i,  x,,  âr,,  ^4  des  pieds 
des  normales  à  l'ellipse,  abaissées  d'un  point  P(£,  r,). 
Les  projections  de  fit,  N,,  N,,  N|  sur  l'axe  X  sont 

i—3?„  £— II,  î— »j,  E— ^ti 

et  celles  de  pi,  p,,  pt,  p»  sur  le  même  ane 

'm'^-'^y  ^(s-4 


D,g,t,.,.d.i.GOOglC 


=/(f)- 


<»7') 

-(!'+,.+o.-,cS), 
(7-^"")(7-")(f-^'-)(T-^"") 

(i-»i)(ï-».)(!-«.)(S-^.) 

et,  en  substituant  dans  (3),  on  obtient 
P.  P.  P.  P.         a'f(;'-i-l'-t-g'-ati)(f-i-t,'-t-e'-i-2ci) 

ou,  réductions  faites. 

Si  le  point  P(î,ï])esi  pris  sur  la  courbe  (i),  l'égalité  (4) 
devient 

PiPipiPt     _     4i*ft'  r  rt   »   n 

N,N,N,Nt        c*siD'if'  «-v-F-it. 

QaBstion  1598. 

Le  lieu  de»  centres   des    hyperboles   êguilalères   oscula-' 

teurs  en  chaque  point  d'une  ellipse  donnée  est  une  courbe 

du  quatrième  ordre  qui  peut  être  considérée  comme  ta  po- 

daire  du  centre  d'une  ellipse   concentrique  à  la  première. 

(Babisien.) 

solution. 

Par  M.    AuDinBHT- 

Soit 

(i)  a'/ï-i- *«:[■'=  a^b^ 

une  ellipse  rapportée  à  ses  a\e!>.  Rapportons-la  à  la  normale  et 
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à  la  tangenle  en  un  de  ses  points  M,  son  équation  snra 

x*+  idxy  +  cy*+  ley  =  o, 
et  celle  de  l'hyperbole  osculatrice  en  M, 

X*  +  ■id xy  —  y^ -\-  ïey  =  o. 
Le  centre  de  celte  hyperbole  est  donné  par  les  relations 

(3)  ù-^H-.  =  o. 

L'équation  (a)  représente  le  rayon  vecteur  qui  passe  par  le 
centre  O  de  l'ellipse  ([)et  par  le  point  M.  On  voit  qu'il  coupe 
normalement  la  droite  (3).  Il  en  résulte  que  le  lieu  des  cen- 
tres des  hyperboles  osculatrices,  quand  le  point  M  se  déplace, 
eit  la  podaire,  relative  au  centre  O  de  l'ellipse,  de  l'enveloppe 
de  la  droite  (3). 

On  détermine  l'équation  de  (3)  rapportée  aux  a«S  de  l'el- 
lipse,  en  remarquant  que  celte  droite,  perpendiculaire  au  rayon 
vecteur  OM,  coupe  la  normale  à  l'ellipse  en  un  point  ex.té~ 
rieur  B  tel  que 

MB  =  e  =  rayon  de  courbure  en  M(i,  y). 

Cette  équation  est 

et  celle  de  l'enveloppe 

a<Xi+fc'Y>  =  (««-(-6')'. 


QnestiDn  1605. 

%^^  et  SP\  lont  des  tangentes  à  une  parabole  de  foytrV  \ 
des  pointa  de  contact  P|  et  P,  on  abaisse  des  perpendicu- 
laires sur  la  directrice;  les  pieds  de  ces  perpendiculaires 
étant  pi  et  pi,  montrer  que  les  triangles  P|FPi  et  ptSpt 
ont  la  même  aire. 


F  et  Pi  étant  symétriques  par  rapport  à  SP|,  les  triangles 
SFPi  et  SpiP,  sont  égaux.  Il  en  est  de  même  des  triangles 
SFPjet  Sp,P,. 
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Donr 

aireS/>,P,FP,/>,=  a<aire5;.iP,  +  aireS/>,P,l 
=  3XaheP,p,ptPi. 

Les  parties  non  cominuDes  à  ces  deuK  polygones  sont  équi- 
valentes, ce  qui  démontre  la  proposition. 

A'.  B,  —  M.  Lcmoine  nous  a  envoyé  aussi  une  solution  géomé- 
trique. Quant  i  la  Térificalion  analytique,  elle  n'offre  aucune  difû- 
cullé  :  elle  a  été  eiïectuëe  par  MIW.  Audiberl,  Lez,  Baudran,  Louis 
Bardelli,  Barisien  et  W.-J.  Greenstreet  H.  A. 

QoeBUon  1606- 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  M  de  la  lemniscale  de 
Bernoulli  est  égal  au   tiers  de  la  normale  limitée  à  la 
perpendiculaire  au  rayon  vecteur  OM  menée  par  te  point  0. 
(  d'Oc*gnb,) 

solution. 

Par  M.  LauiB  Bardelli,  étéve  ingénieur  à  l'Institut  technique 

de  Milan. 

Désignons  par  r  et  fl  les  coordonnées  polaires  d'un  point  M 
d'une  courbe  plane,  par  p  le  rayon  de  courbure  en  ce  point, 
par p  la  distance  du  pôle  0  à  la  tangente  en  M,  enfin  par  nia 
normale  en  M  limitée  à  la  perpendiculaire  menée  par  le  pâle 
sur  le  rayon  vecteur  OM  ;  on  a 

,  ^  >-'  ,  dr 

L'application  de  la  première  formule  A  l'équation 

de  la  lemniscatc  de  Bernoulli  donne 

r'  j.    ,  dr         n« 

cl,   en    portant   res    valeurs    dan?    le?    deui    dernières   équa- 
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N.  B.  —  Onl  aus!i  résolu  Ta  question  :  MM.  Lez,  Audibert, 
Balitrand,  Barbien,  Dertoux  et  W.-J,  Greenslreet  M.  A.  M.  Barisien 
fait  observer  que,  pour  la  courbe  plus  géD^rale, 


pour  m  =  1,  on  a  le  théorème  énoncé.  Pour 
une  hypertiole  équiiatére,  et  l'on  a 


»  =—  a.  Il  courbe  est 


Question  1602. 

Par  le>  lommeta  A,  B,C  d'un  triangle  inscrit  dan»  une 
conique,  on  mine  à  la  courbe  des  tangentes  qui  rencon- 
trent les  côtés  opposés  en  A',  B',  C;  les  milieux  de  AA', 
BB',  ce  sont  en  ligne  droite. 

Dans  le  cas  particulier  du  cercle,  cette  droite  est  t'cure 
radical  du  cercle  circonscrit  et  du  cercle  des  neuf  points, 
(F.Fawoh.) 


Par  M.  E.  LmoiNE. 
Soit 

(i)  L_J'.^^-M*r^-^J^r  =  o 

l'équation  en  coordonnées  normales  de  ta  conique  circonscrite 
à  ABC. 
Les  coordonnées  de  A',  B',  C  seroni 

o,     —M.     N;     L.     o,     — N;     — L,     M,     o: 

celles  des  milieux  A,.  B,,  G,  de  AA'.  BB',  GC  seront 

fc.M-cN,    «M,     — aN. 

-6L,     rN-nL,     6N, 

cL,     -cM.    «L-6M, 
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S  trois  points  sont  sur  la  droite 

l  ax(_bM  +  cN  ~  aL) 


A^tcN  +  aL  — ÔM)+cs((iL  +  ÔM  — <:N)  =  o. 
Si  la  conique  est  le  cercle  circonscrit,  L,  M,  N  sont  a,  6,  c,  et 
cette  droite  devient 

X cosA  -H^ cosB  +  a cosG  =  o, 

qui  représente  l'axe  orthiquedu  triangle  ABC,  qui  est,  en  effet, 
l'axe  radical  du  cercle  circonscrit  et  du  cercle  de  Feuerbach. 


Remarques.  —  Sî  les  équations  (l)  représentent  des  hyper- 
boles équilatères,  la  droite  (2)  passe  par  le  point 

^cos.\(icosB  +  ccosC),     .... 

Si  les  équations  (1)  représentent  des  paraboles,  la  droite  (x) 
enveloppera  l'ellipse  de  Steiner  inscrite  au  triangle. 

SOLUTION    GBOHÉTRIQUE 
Paru.  W.-J.   Greenstreei  H.  A. 

Soient  A,  B",  C,  A',  B,  C  si\  points  sur  une  conique.  En 
supposant  que  A',  B',  C  s'approchent  de  A,  B,  C,  nous  obte- 
nons, à  la  limite,  le  triangle  inscrit  ABC  avec  les  tangentes  aux 
sommets.  Le  théorème  de  Pascal  nous  donne  : 

Les  tangentes  AA',  . . .  rencontrent  BC,  ...  en  trois  points 
en  ligne  droite.  Donc  BCB'C  est  un  quadrilatère  complet,  et 
les  milieux  des  diagonales  AA',  BB',  CC  sont  en  ligne  droite. 

On  peut  remarquer  que  la  droite  sur  laquelle  ces  milieux  se 
trouvent  est  le  lieu  des  centres  de  toutes  tes  coniques  inscrites 
dans  BCB'C  (A'oui'.  Ann.,  t.  I,  p.  i4;  1662). 

Le  cas  particulier  du  cercle  ne  présente  aucune  diflîculté. 

Qnestloii  1607. 


Trouver  les  trajectoires  orthogonales  d'une  sphère  de 
rayon,  constant  dont  le  centre  parcourt  une  ligne  droite. 
(LcciE\  LÉlTf.) 


Par  M.  Dehioux. 

Soit  0^  la  ligne  droite  parcourue  par  le  centre  de  la  sphère. 

Les   trajectoires  orlhosonale?  ont    leurs    tangentes  normales 
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aux  plans  tangents  de  la  sphère  mobile;  ces  tangentes  passent 
donc  coDStamment  par  le  centre  de  la  sphère,  c'est-à-dire  ren- 
contrent la  droite  0:i:.  Si  nous  considérons  les  plans  oscuU- 
leurs  déterminés  par  trois  tangentes  infiniment  voisines,  on 
voit  que  ces  deu\  plans  ont  une  tangente  commune  et  cod- 
.  tiennent  aussi  la  droite  O^;  donc  ils  se  confondent  et  l'on  en 
conclut  que  la  courbe  est  plane.  Le  segment  de  la  tangente 
intercepté  entre  le  point  de  contact  et  Oxest  constant  et  égal 
au  rayon  de  la  sphère. 

Les  trajectoires  orthogonales  sont  donc  des  tractrices. 

Traitons  la  question  par  l'Analyse. 

Soit  a  la  distance  du  centre  de  la  sphère  à  l'origine  O, 

L'équation  de  la  sphère  est 

I  diflerentielles   des  trajectoires  orthogonales 


ce  qui  est  l'équation  différentielle  de  la 

[l^s  deux  dernières  équations  (i)  donnent  y  =  Cs  et  mon- 
trent que  la  courbe  est  plane.] 

Qnestioii  1608. 

Démontrer,  par  des  considéraliont  géométriques  et  par  le 

calcul,  que  les  trajectoire!  orthogonalet  d'une  tphère  de 

rayon  contlant,  dont  le  centre  parcourt  une  circonférence, 

sont  des  courbes  sphériques. 

SOLUTION 

Par  M.  Dkbtoi;\, 
l*s   tangentes  au\    trajectoires  orlhoponalcs   rcncootrent 
ronstammcnt    ta  i-irrnnfércnec  C  que   dérril  le   rentre    de   \a 
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Sphère,  et  le  segment  iniercepté entre  le  point  de  contact  et  la 
circonférence  C  est  toujours  égal  à  R  (rayon  de  la  sphère). 

Les  trajectoires  orthogonales  sont  doac  des  courbes  équi- 
taagentielles. 

OA,  EB  deux  tangentes  à  une  trajectoire,  ioGniment  voisines; 

D,  E  les  points  de  contact; 

A  et  B  les  points  de  rencontre  avec  la  circonférence  C. 

Menons,  dans  le  plan  ADB  des  deux  tangentes,  les  normales 
DO,  EO  qui  se  rencontrent  au  centre  de  courbure  O. 
Les  triangles  rectangles  DOA,EAB  sont  égaux  et 


Le  point  0  c^t  donc  sur  la  perpendiculaire  élevée  dans  le 
plan  ABD  sur  le  milieu  de  AB;  et,  à  la  limite,  le  centre  de 
courbure  est  sur  la  normale  à  la  circonférence  C  menée  en  A 
dans  le  plan  osculatcur  correspondant  de  la  trajectoire. 

Le  plan  osculateur  étant  tangent  en  A  i  la  circonférence  C, 
l'axe  de  ce  plan  mené  en  O  se  trouve  dans  le  plan  normal  en  A 
à  la  circonférence  C;  il  rencontre  donc  la  perpendiculaire  m 
au  plan  de  cette  circonférence  menée  par  le  centre. 

On  voit  que  les  axes  des  plans  oscutateurs  d'une  trajectoire 
orthogonale  rencontrent  constamment  la  perpendiculaire  m. 
Deux  plans  normaux  quelconques  de  la  trajectoire  infiniment 
voisins  rencontrent  donc  la  perpendiculaire  7n  au  même  point, 
et  comme  chacun  n'a  qu'un  point  sur  cette  ligne,  il  est  facile 
d'en  conclure  que  tous  la  rencontrent  au  même  point  et  que  la 
trajectoire  orthogonale  est  sphérique. 

Traitons  la  question  par  l'Analyse. 

Prenons  pour  arOy  le  plan  de  C,  et  la  perpendiculaire  éle- 
vée au  centre  pour  Oz. 

Soient  a  et  ^  les  coordonnées  du  centre  de  la  sphère. 

L'équation  de  la  sphère  est 

Les  équations  différentielles  des  trajectoires  sont 
dx     _     dy     _  da 
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L'équation  du  plan  Donnai  à  une  trajectoire  est 

(I)  (X-jr)d;F+(ï-/)d7+(Z-,)rf<  =  o 

ou 

(a)     (X-:p)Cj:-«)  +  {Y-^)(j'-p)  +  (Z-*)a=iO. 
L'équatioD  du  plan  normal  infiniment  voisin  est 

(î)  +(Y-r-rfy)(j'-p+<r-rfp) 

!  -^(2-x~dt){s  +  dx)  =  Q. 

Les  équations  (a)  et  (3)  déterminent  l'axe  du  plan  oscula- 
teur  au  point  (x,  y,  s). 

En  tenant  compte  de  (i)  et  de  (3),  l'équation  (3)  devient 

.^)dx-^(y^^)dy  +  Md»  =  o. 

Or,  en  différentiant  l'équation  de  la  sphère,  on  obtient,  en 
remarquant  que  a  lia  +  ^  (/^  =  o, 

{x  —  <i)dx  +  {y~^)dy  +  ids  —  xd<i.  —  yc^  =  0. 

L'équation  (4)  se  réduit  donc  à 

Xrf«+Yrfp  =  o. 

Ce  qui  montre  que  l'axe  du  plan  oscnlateur  rencontre  O^, 
condition  suffisante  pour  que  la  courbe  soit  sphériquc. 


Trouver   le  lieu  des  piedt  det  normales  abaittiet  d'un 
point  donné  lur  le$  coniques  d'un  faisceau.       (Dabboux.) 


SOLUTION 
Par  M.  Barisibn. 

Le  faisceau  des  coniques  passant  par  les  points  d'intersec- 
tion de 

S  =  d^'  -H  tbxy  ■+■  cy*  +  tdx  -^%ey  +/  =  o, 
S'=  a'j?'+  ib'xy  ■+■  c'y*+  -idx  -t-  %e'y  -hf  =  o 
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a  pour  équation 

(  S  +  XS'  =  [(a-+-Xa')ar'-+-a(i-i-Xé')ar>' 

D'autre  part,  l'hyperbole  des  pieds  des  normales  abaissées 
du  poÎDt  donni  (a,  ^}  a  pour  équation 

'"     1       =[(o  +  la-)«'+(«  +  »S')^->--i+l'i')<P-n 

Pour  avoir  le  lieu  demandé,  il  faut  éliminer  X  entre  (r)  et 
(3),  ce  qui  donne      1 

_  =  S[{b-x  +  cy  +  e-)(>i-x)-(a'x  +  by  +  d')(p-}r)]. 

Or  les  quantités  entre  crochets  représentent  les  hyperboles 
des  normales  abaissées  de  (a,  p)  sur  les  coniques  S  et  S'.  Si 
nous  représentons  ces  hyperboles  par  H  cl  H',  l'équation  du 
lieu  peut  s'écrire 

(3)  S'H-Sir=o. 

C'est  donc  une  quartique  passant  par  les  seize  points  d'in- 
terseetîon  de 


Si  a  =  a',  b  =  b',  e=c',  c'est-à-dire  si  les  deun  coniques 
S  et  S'  ont  mêmes  directions  et  mêmes  longueurs  d'axes,  la 
quartique  (3)  se  réduit  à  une  conique. 

QnuUon  1612. 

Démontrer  que  le  point  N,  oïl  la  normale  en  un  point 
quelconque  M  d'une  conique  rencontre  l'axe  non  focal, 
appartient  à.  la  droite  qui  joint  un  foyer  F  de  la  conique 
à  la  projection  D  du  point  M  sur  la  directrice  correspon- 
dant à  ce  foyer.  (E.  RoccHÉ.) 
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SOLUTION 
Par  H.  H.  BnocARD. 


Soit  P  la  projeclion  da  poiot  H  i 
O  étant  le  centre  de  ia  conique,  on  a 


0N  = 


gi^- 


La  propriété  énoncée  sera  établie  si  l'on  a  la  proportion 

OF  _        ON 
PD  ~ON-i-OP 
au 

Si  -     ^^ 

a*  ~  ON-t-^" 

Elle  donne  pour  ON  la  même  valeur 't;^. 
/V.  B.  —  SotutioD  analogue  de  M.  H.  Lez. 


Démontrer  que  le  câté  de  l' heptagone  régulier  eit  égal, 
à  moint  de  jjjf  de  la  valeur,  à  la  moitié  du  côté  du  triangle 
équilatéral  intcrit  dan*  le  mime  cercle.        (J.  JorFBOT.) 

SOLUTION 
Par  M.  H.  Brocard. 

Cette  construction  fournit  une  solution  approchée  du  pro- 
blème proposé  et  résolu ,  il  y  a  quarante  ans,  dans  ce  Journal, 
et  attribué  à  Victe  : 

Soit  une  circonférence,  A  le  centre,  CAB  un  diamètre. 
Sur  CB  prolongé  prenez  un  point  D  tel  que  l'on  ait 

db.dg*  =  ad.âb'. 

Du  point  D  comme  centre,  et  d'un  rayon  AB,  décrives 
une  circonférence  coupant  en  E  une  circonférence  donnée. 
L'arc  BE  ett  la  septième  partie  de  la  circonférence.  (Ques- 
tion 226,  t.  IX,  p.  i5i  eti33;  i85o.) 
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once  1613  dontu 


6  donnerait 


Nota.  —  1.  Sur  le  même  sujet,  voir  loe.  cit.,  p.  5i  et  179. 
1.  Viiile  a  également  indiqué  une  conitructioD  de  l'ennéagone  ri 
eu1icr(RiTTBn,  Ati.fr.  Congrès  de  MùntpellUr,  p.  i^g;  1H79). 


Qnettloii  1662  (<). 


SULIITION  G ÉOH ETHIQUE. 

Par  M.  p.  Sondât. 

1.  Les  pasrales 

ABfcicCc,,                                 rr,A,, 

aAaicCc,,         savoir           rr,Bi, 

aAa,AB6,,                             rr,C,. 

laladi 

r/-,A,B,G,. 

/gB  6C  cA\  /oijî  6,G  CjA\  _ 
\aG  bfi.  cB/  \a,C  J^A  c,B/  -■^'' 

puisque  chacun  des  produits  entre  parenthèses  est  égal  à  — i, 
l'hexagone  abeaibiCi  est  inscriptibie  dans  une  conique,  d'où 


s  pascales 


(■)  Vnir  l'énonce,  p.  i3'. 


I  A,B,G„ 
!  B,A,C,, 
(  CiA,B,. 
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Désignons  par 

X,   \x,  V  les  poinis(B,C,,  *c),  (A,C,,  ac),  (A,B,,  ab), 
ii,(i„v,         .  (B,Gï,6,c,),(A,C,,a,c,),  {A,B,,  a,t,). 

L,  M,  N         »         (BG,  B,C,),  (AG,  A,C,),  (AB,  A,B,), 
I,  H,  K         1.         <BG,    *c),(AG,    ac),(AB,    ab), 
li,Hi,Ki        .         (BC,fr,c,),  (AC,<i,c,),  (AB,a,«,)- 
Il  résulte  des  pascales 

icaABA.C,  (   r[iv, 

cAaAB,C,        savoir         j  rlv, 
acéBC,A,  (  rXfi, 

que  Xfiv  est  une  droite  passant  par  r,  d'où  le  système  homo- 
logique 

I  A,     B,    G,  i 

(centre  Q)|    ^      ^     ^      (ase  X|jiv). 

Il  est  évident  qu'on  a  de  ménie 

I  A,    B,    G,  I 

(centre  B)  (axeX.ix.v.) 

I  "i     o,     c,  I 

et  que  X,(X|V,  passe  par  r,. 

En  considérant  le  triangle   A,  BiCi  comme  coupé  par  les 
deux  sécantes  X[ilv  et  X|[j.|V|,  on  voit  que  les  pascales 


jv^.B 
Xv,  C, 

G., 
A„ 

(  A|x,G 

^X 

A„ 

forment  un  triangle  inscrit  dans 
n'est  autre  que  ABG,  les  points 
tivement  aux  droites  (i). 
On  a  alors  les  pascales 

A,B,C,,et,  comme  ce 
A,  B,  G  appartiennen 

triangle 
respec- 

G,A,B,ÔAe, 
G,R,A,aBc. 
A,G,B,6Ga, 

.., 

1  QMN. 

oir        î  QLN, 

(  QLM; 

I.MN  est  donc  une  droite  passant 

parQ,  et  l'on  aie 

systèmc 
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honiologique 

1  A      B      C   1 

{centre  0)                          ( 

j   A,      B,      Ui    1 

axe  LMN; 

Lus  pascales 

CABB,aC,, 

OKH; 

CBAA16C],          savoir 

OIK, 

AGBB.cA,, 

01 H 

montrent  aussi  que  IHK  est  une  droite  passant  par  0. 

On  prouverait  de  même,  en  remplaçant  a,  b,  c  par  a,,bi,Ct, 
que  LMN  passe  par  R  et  IiHiKi  par  0. 
4.  Od  voit  par  1i-s  hexagones 

1  a  Q66,  c,a„ 
j  a,Rfr,6c  a, 

dont  les  cAtés  opposés  se  coupent  au:i  points  An  B,,  d  en 
ligne  droite,  que  la  conique  abca,l>iCi  passe  par  les  points 
QUE. 

Il  est  évident  que  si  les  points  r  et  r,  sont,  l'un  l'orthocentre 
de  ABC  et  l'autre  le  centre  de  gravité,  cette  conique  devient 
le  cercle  des  neuf  points,  qui  passe  de  plus  par  les  points  Q 
et  R. 

QDestion  15S0. 

Trouver  te  rayon  d'un  cercle  passant  par  les  points  dont 
les  coordonnées  trilinéaires  sont 


SOLUTION. 
Par  M.  Barisieh. 

Soit  ABC  le  triangle  de  référence  dont  les  côtés  ont  p 
longueurs  a,  p,  -f,  et  dont  la  surface  est  S. 
Nous  avons  les  trois  relations 


ép  + 

cy  = 

aS, 

■6p  + 

CY  = 

2S, 

6P- 

Cf  - 

iS, 
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!  qui  indique  que  les  longueurs  a,  b,  c  sonl  l'galus 
lurs  (lu  triangle  de  référence. 


Si  donc  nous  menons  par  les  sommets  A,  B,  G  des  parallèles 
X  eûtes  opposés,  il  est  évident  que  les  sommets   A'B'C  du 
■cspectivemenl  pour  eoordonnécs 

A',    (-a,b,c). 


triangle  ainsi  formé  o 


(-* 


c). 


C,     i-c,a,b). 

Si  R  et  If  sont    les  rayons  des  ccrclei 
triangles  ABC  et  A'B'C,  on  aura 


4S' 
;,  dans  le  triangle  A'B'C,  les  eûtes  sont  le  double  de 
triangle  ABC,   et  la   surface  le   quadruple,   on  aura 


ce  qui  indique  que  le  rayon  du  cercle  passant  par  les  points 
définis  par  l'énoncé  est  égal  à  deuse  fois  le  rayon  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  de  référence. 

N.  B.  —  M.  Victor  de  Strélakof  nous  a  cnvnyé  une  solution  ana- 


D,s,t,..d:,i.  Google 


(4.-) 

Qoeition  1M3  (wotV  l'énoncé  p    35"). 

SOLUTION    GÉOHKTKIQUB 
Par  H.  DuroBCO. 

Soient  A  et  B  les  points  où  l'axe  non  focal  coupe  respectîv 
ment  la  normale  et  la  tangente  au  point  M. 


L'angle  AFB  étant,  comme  on  sait,  droit,  la  droite  AF  est 
conjuguée  de  la  droite  BF  :  elle  passe  donc  par  son  pAle  qui 
est  évidemment  ta  projection  P  de  M  sur  la  directrice  corres- 
pondant au  foyer  F. 

Qnastion  1615. 

A,  B,  C  étant  trou  points  d'une  conique,  tet  paraîlèîet 
menéei  par  C  aux  tangentes  e/i  A  e(  B  coupent  respective- 
ment les  rayons  OB  et  OA  iisut  du  centre  O  aux  points  D 
et  E  ;  démontrer  que  DE  est  parallèle  à  la  tangente  en  C. 
(W.-J.  Ghebnstheat,  m.  a.}. 


Par  M.  DuPORCo- 

La  conique  homothétique  de  la  conique  donnée  par  rapport 
au  point  C,  qui  passe  par  le  centre  0,  passe  évidemment  aus^i 
par  les  points  d'intersection  a  et  p  des  droites  OE  et  CD,  OD 
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et  CE.  Il  suffit  d'appliquer  le  ihéorème  de  Pascal  k  l'hexagoue 
inscrit  OaCC^O  pour  véritier  que  la  droite  Dlî  est  parallèle 
aux  tangentes  au&  points  0  et  C. 

A'.  B.  —  MM.  Brocard,  Barislen  et  Lez  nous  ont  euTOjé  une  solu- 
tion anlljtîqae  de  la  même  question. 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1616-  La  tangente  en  un  point  de  la  développée  d'une  co- 
nique coupe  cette  développée  en  quatre  points,  outre  le  point 
de  contact.  Démontrer  que  les  tangentes  en  ces  points  sont 
concourantes  et  se  coupent  sur  le  cercle  décrit  sur  la  distance 
focale  pour  diamètre.  (Ernest  Oiipoucq.) 

1617.  Si  les  normales  à  une  parabole  aux  points  A,  B,  C 
concourent  en  un  même  point  P,  et  que  les  normales  PA,  PB, 
PC  rencontrent  la  parabole  en  A',  B',  C,  les  cercles  décrits 
lur  PA',  PB'  et  PC  comme  diamètres  sont  tangents  respecti- 
vement à  BC,  CA,  AB.  En  outre,  si  a,  ^,  f  sont  les  points  de 
contact  corre<ipondants,  les  droites  A'n,  B'^,  C'v  sont  tangentes 
il  la  parabole  en  A',  B',  C.  (D'OcAGNE.) 

1618.  On  donne  trois  points  dans  un  plan  divisant  respecti- 
vement les  Irois  côlés  d'un  triangle  dans  des  rapports  donnés 

—  r  ~r  —.->  construire  le  triangle.  (F.  Farjon.) 

1619.  Si  deux  surfaces  S  et  £  se  correspondent  point  par 
point,  suivant  une  loi  déterminée,  et  si  o,  a,  b,  c  sont  quatre 
points  infiniment  voisins  de  la  première  S  et  ui,  a,  p,  7  les 
quatre  points  correspondants  de  la  seconde  —,  on  a  les  analo- 
gies ■ 


<G20.   En  un  poinl  quelconque  M   d'une  ellipse,  i 
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s  (ocau\  MF  et  MF' qui  ont  leurs  seconds  points 
c  l'ellipse  en   P  et  P.  Montrer  que  : 
1°  Les  cercles  ayant  pour  djamètre  FM,  F'M,  FP,  F'P'  sont 
tangents  au  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse  comme 
diamètre. 

2"  Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  communes 
extérieures  aux  cercles  de  diamètres  FM  et  FF  est  une  ligne 

3*  Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  communes 
extérieures  aux  cercles  de  diamètre  FM  et  F'M  est  une  quar- 
tique.  Montrer  que  la  portion  d'aire  comprise  entre  la  courbe 
et  ses  asymptotes  est  égale  aux  trois  quarts  de  l'aire  de  l'el- 
lipse. {Babisien.  ) 


QUESTIONS  RÉSOLIESC). 


Question  1S93. 

n  appelle  O  et  R  le  centre  et  le  rayon  du  cercle 
a  triangle  ABC,  1  et  r  le  centre  et  le  rayon 
du.  cercle  inscrit,  H  l'orthocenlre,  a,  b,  c  les  côtés,  a/»  le 
périmètre  et  S  la  surface  du  triangle  0(H(a>6  >  c)  : 


•  On  a 


.     B  — C 


i6S>=-/>'-i-a{aR>-+-10Rr-/-«)p»— r(4R-i-r)». 

2»  Si  V  et  r'  sont  le  centre  et  le  rayon  du  cercle  ex-inscrit 
dans  l'angle  intérieur  A  et  S'  la  surface  du  triangle  0 1' H, 
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(44*) 
R  — C         A  — C         A— B 


^- 87^ ' 

S  +  S'=R'sin(B  — G). 
3"  La  condition 

/i»  —  2(B»+ioR/-  — /■')/)• +  r(4B+r)'io 

exprime  que  le  triangle  ABC  est  possible  avec  les  élémenls 
p,R,  r.  (R.  SoNDiT.) 


Les  coordunnées  normales  absolues  de  0,  I,  H  sonl  respec- 
RcosA,     RcosB,    RcosC; 

.îRcosBcosC,    aRcosCcosA,    îRcosAcosC. 
On  aura  doDC,  en  appelant  T  l'aire  CBA, 

I         RcosA  BcoaB  RcosC 


c  0111  =  S= = 


"4T 


aRcosBcosC    aRcosCcosA     aRcosAc 


tacosA(c  — 6)-4-écosB(« 


d'où 

&  =  -^^  la'(à*  +  c^~,i^Xc~b)  +  b^e*+a^-A'Xa-e) 
-i-c'(a»  +  6'  — c«)(6— «)); 

il  est  facile  de  mettre,  dans  le  polynôme  entre  crochels,  b-~e, 
a  —  c,a  —  b  en  facteurs,  et  l'on  aura  alors 
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Au  moyen  des  valeurs  de  sin  —,  cos  —  <  ■  • .  en  fonction  des 


d'où  l'on  déduit  immédiatement 


2R*s)n 


- C    .     A  — C    .     A  — B  _  {b-c)(a~c)(a-b) 


L'équation 

X«~(o  +  *  +  c)X>-t-(6c  +  ca+aA)X-<iAc  =  o, 

qui  peut  s'écrire 

(i)        X"-a/jXt+[;)»+;-(4R-t-/-)]X-4/'Rr=o, 

a  évidemment  a,  b,  c  pour  racines. 

Le  dernier  terme  de  l'équation  aux  carrés  des  dilTérences  de 
eette  équation  est 

-4[;j'/-'(4R'-l-MRr-a/-'-;j»)-r>(4R+r)»l, 

il  est  aussi 

_(i_c)i(„_c).(a_ft)i; 
on  en  déduit 

i6S»  =—/.»-+- 2(/-R>  +  ioRr—r')/>'—r(4R +  /■)>, 

En  Ruivant  exactement  la  même  marche,  on  obtiendrait 

^,_{b-c)(a  +  c)ia-hb) 


S'^aR»! 
Enfin  on  a 


.     B  — C         A  — C         A- 


B  — G/  .     A  — C    .    A— B  A  — C         A  -  B\ 
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Ajoutons  à  l'énoncé  qu'on  obtiendrait  aussi  réquali'j 
BS''=-(f-o)'  +  »(iR'-.ollr'-r'')(f-a)'  +  , 

en  suivant  la  mâme  marche  que  pour  obtenir  i6S',  n 
eniplovani,  au  lieu  de  l'équation  (i),  l'équation 
X'-n(/.-o)Xt 

-t- [(/>-»)■ -r-(4l<-''')]X- 4  (f^o)Br'  = 

^ui  a  pour  racines  a.  —  b,  —  c. 
Considérons  l'équation 


avoir  de  racines  négatives;  donc,  si  ti: 
réelles,  c'est-à-dire  si  l'on  a,  d'après  ii 
-dea  racines  de  l'équation  du  troisième  di 

^t  —  a(3R*-Hionr— /•*)/>' T-r 

On  pourra  former  un  lrian>;li:avec  les  r 
p  —  a,  p  —  b,p~-c  étant  positifs,  un  côté    quelconque  spra 
plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres. 

De  même,  la    condition   pour  qu'il  y  ait  etTeclivcment  un 
triangle  avec  les  données  R,  r',{p  —  a)  est 

(j,_a)v_j(aRi-,oR/^ -/■'»)(/'- «)»-'''(4R-'-')'<o. 
Bemarquf.  —  Si  S' et  S"  sont  les  aires  des  triangles  OI'H, 
OI'H,  r  et  1~  étant  les  centres  des  cercles  existants  dans  les 
angles  intérieurs  B  et  C,  on  aura 

S-T-S'-t-S'-HS*=o. 
La  condition 

^i_  a(aRi-H  loRr- /-'j/t'-h  r(i  R -t- ;■)'<  o 

exprime  que  l'équation 

a  SCS  trois  racines  réelks;   on  voit  facilement  qu'elles  sont 
toutes  trois  positives. 

Appelons-les  ff. /f,  c,  et  soit  n   la   plus  jurande  et  c  la   plus 
petite. 


et  te 

équ 

lion  ne   peut 

a  co 
cgré 

ndic 

on  de  réalité 

(4R 

-t-r 

'^o- 

acin 

s/». 

l,r,  puisque, 
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(  4--  ) 

Four  qu'it  y  ait   cITecti ventent   un   triangle   qui   pui^e  ^tr 
formé  avec  a,  b,  c,  il  suflira  que  l'on  ait  a  <  i  +  c  ou  que 

8i)it  positif. 
Mais  ce  produit  peut  s'écrii'e 

4(6ic'-t-c'n'-H(ï'*")  — («'+ 6' -^- -;')', 

nu.  en  remarquant  que  rcs  fonctions  symétriques  sont  égale 
i'efi|)eclivcment  à 

.([/"-/•(4R  +  r)|*-.-,6/.V', 
et  à 

.i[/''-r(4R4-r)]', 
<e  pro<luit  est 

toujours  posiiif.  c.  Q.  ¥.  n. 

Si 

lu  triangle  est  isosccle. 

iV.  B.  —  U.  Alcxanilur  Andersen,   professeur  au  Cnllège  Itojil  ri 
Calway  (Irlande],  nous  a  envoyé  une  solution  aoalngup. 


Qneition  1611. 

On  donne  deux  faUceaax  de  coniques,  et  l'on  demande 
le  lieu  des  points  oïl  une  conique  de  l'un  des  fai 
touche  les  diverses  coniques  de  l'autre  faisceau. 

(DlRROUS.  ] 


Par  M.  Barisien. 
G  conique  de  chaque  faisceau   peuvei 
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dans  lesquelles  À  et  X,  sont  de»  paramétres  variables,  et  où 

T  =a3fl  ■*-...-*-/, 
S,  =  A(ic»-t-  ...  +F,, 
T,  =  a,a;»+...  +/,. 

Pour  avoir  le  lieu  des  points  de  contact  de  deux  coni- 
ques (i),  (3),  il  faut  éliminer  Xt  et  Xi  entre  les  équations  (i)  et 
(a)  et  la  suivante 

!  =  §;• 

Cf  et  C^  désignant  les  dérivées  de  G  par  rapport  à  j^  et  à^. 
En  effet,  désignons  par 

(4)  D  =  o 

l'équation  de  la  tangente,  laquelle  contiendrait  les  paramétres  X 
et  Xf  Une  conique  quelconque,  tangente  à  la  droite  D  au 
même  point  que  la  conique  C,  a  pour  équation  C  +  t'D  =  o. 
Exprimons  que  cette  conique  est  un  système  de  deux  droites 
dont  le  point  de  concours,  c'est-à-dire  le  centre,  est  à  la  fois 
sur  C  et  sur  D.  Les  équations  du  centre  sont 

Ci-H  (xD;  =  0,        c;  -H  (il>>=  o. 
d'où 


(5) 


Ci 

5r  = 


Il  faudrait  donc  éliminer  X  et  Xi  entre  les  équations  (t),  (4) 
et  (5).  En  appliquant  le  même  raisonnement  à  la  conique  G, 
on  aura  aussi  la  relation 


et  la  comparaison  de  (5)  et  (6)  donne  bien  la  relation  (3). 
Gela  posé,  écrivons  l'équation  (3)  sous  la  forme 
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En  y  remplaçaDt  X  et  i.,  par  les  valeuDi 

X--S-,  i,-_S., 

tirées  de  (i)  et  (3),  od  a,  pour  l'équation  du  lieu  demandé, 

ts;-st;     t,s;j:-SiT'i, 
"'  Ts;— st;     TiS'.j.— SiT;^" 

C'est  une  courbe  du  sixième  ordre,  qui  passe  par  : 
Les  4  points  d'intersection  des  coniques 

S=o,         T  =  o; 

les  4  points  d'intersection  des  coniques 


les  g  points  d'intersection  des  cubiques 

TS;-  STi  =  o,        TS;—  ST>=  o; 

les  g  points  d'intersection  des  cubiquei 

TSi— STi=o,        T,S',„— S,T'„  =  o; 

les  9  points  d'intersection  des  cubiques 

T,S',j— S,l',j,  =  o,        TS;— ST;  =  o; 

les  g  points  d'intersection  des  cubiques 

T,S',j,-S,T'„=o,       t,s;,-s,t;j.=  o; 

en  tout,  44  points. 
Une  cubique  telle  que  TS^—  STi  =  o  passe  par  : 

les  3  points  d'intersection  de  la  droite  S^  =  o  et  de  la  conique  S  =  o 
les  i  points  d'intersection  de  la  droite  Ti=  o  et  de  la  conique  T  =  o 
le  point  de  rencontre  des  deux  droites  Si  =  o  et  Ti=  o 

les  i  points  de  rencontre  des  coniques  S    =  o  et  T   =  0 

en  tout  g  points. 

Remarque.  —  La  quatrième  partie  de  la  question  proposée 
au  Concours  d'agrégation,  en  1891,  résulte  immédiatement  de 
la  formule  (7). 
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Trouver  le  lieu  du  pied  des  normales  abaîsséet  d'un  pair 
donné  sur  les  coniques  d'un  faisceau.  (Dabboux-) 


SOLUTION    GEOMliTilIQUK 
Par  M.  le  capitaine  E.  Malo. 


Pour  av 
le  nombre 


qui 


;de  I 


7  l'ordre  du  liei 
i%  points  (lu  lie 


iuflit  (le  compter  exaclcmcnt 


telle  conique,  il  y  a  êvidenimenl  quatre  points 
du  lieu  qui  résultent  du  clioix  particulier  auquel  on  s'est  ar- 
rête; s'il  en  existe  d'autres,  ils  sont  les  pieds  des  normales 
abaissées  du  point  fixe  O  sur  d'autres  coniques  du  faisceau; 
par  conséquent,  ils  ne  peuvent  se  trouver  qu'aux  points  A, 
6,  C,  D,  communs  à  toutes  les  coniques,  et  il  est  clair  que 
chacun  des  points  A,  8,  C,  D  iloit  être  compté  une  fois,  et  une 
seule,  car,  si  l'on  joint  OA,  par  exemple,  la  perpendiculaire 
AT  est  déterminée,  ainsi  que  la  conique  du  faisceau  admettant 
ngente  ;  il  est  non  moins  clair  que  la  tangente  au 


lieu  en  A  est  AT, 

Puisque  buit  points  du  li 
quelconque  du  faisceau,  l'or 
lieu  est  une  quartique. 

On  a  déjà 


ge   trouvent   sur   une   conique 
est  4;  en  d'autres  termes,  le 


points  de  passage  obligés  pour 


t  facile  d'en  reconnaître  quatre  autres  à 
ce  finie,  ainsi  que  les  quatre  qui  sont  à  l'infini, 
mi  les  premiers  se  trouvent  d'abord  le  point  0  lui-même 
direction  de  la  tangente  en  ce  point  est  évidente  :  c'est 
■maie  en  O  à  la  conique  du  faisceau  qui  passe  parO.  En- 
lest  claiKque  tes  sommets  P,Q,  Rdu  triangle  auiopolaire 
ites  les  coniques  du  faisceau,  c'est-à-dire  les 
des  coniques  évanouissantes  du  faisceau,  font 
lîn  effet,  en  ces  points,  la  direction  de  la  tio- 
eimince,  et,  par  suite,  OP,  par  exemple,  peut 


points  double: 
partie  du  lieu. 
gente  est  indé 
être  considéré 


es  directions  des  tangentes  à  la  quartique  aux  points  P,Q,  Ft 
t  aisées  à  reconnaître.  Il  suffit  pour  cela,  considérant,  par 
mple,  Ir  point  V  et  les  points  inlinitnenl  voisins,  d'exaoïi- 
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(Si-  ) 

sisscment  indénDÎnient  croissanl.  Les  coniques  de  l'ënoncé 
comprise!!  dans  la  région  envisagée  se  présentent  alors  comme 
des  coniques  concentriques  cl  homothctïqucs,  et  le  lieu  de- 
mandé comme  celui  du  pied  des  normales  parallèles  à  une 
direction  lixe,  c'est-à-ilire  comme  le  lieu  des  points  de  contact 
des  tangentes  parallèles  à  la  direction  perpendiculaire  ;  c'est 
le  diamètre  conjugué  à  celle-ci.  Donc,  revenant  à  la  figure  pri- 
mitive,on  tirera  OF  et  la  perpendiculaire  PS,  puis  on  prendra 
la  droite  conjuguée  de  l'S  par  rapport  à  l'angle  APB. 

Des  points  à  l'infini  deu:^  sont  réels,  deuK  imaginaires.  Les 
deux  réels  appartiennent  aux  deux  paraboles  comprises  dans 
le  faisceau;  les  deux  imaginaires  sont  les  points  cycliques  m, m'. 
En  effet,  la  droite  isotrope  Oui,  pouvant  être  considérée  comme 
perpendiculaire  à  toute  droite  isotrope  de  la  même  série,  peut 
en  particulier  être  regardée  comme  normale  en  u  à  la  conique 
(ABGDu)). 

Un  problème  voisin  par  son  énoncé  du  prcscni  problème,  et 
auquel  on  a  même  déjà  fait  allusion  chemin  faisant,  est  celui 
(le  i  trouver  le  lieu  <les  points  de  contact  des  tangentes  me- 
nées d'un  point  donné  0  aux  coniques  du  faisceau  ABCD  a. 
On  sait  que  ce  lieu  est  une  cubique  passant  par  les  points  A, 
B,  C,  D,  O  et  y  admettant  comme  tangentes  les  droites  OA, 
OB,  OC,  CD  et  la  tangente  à  la  conique  du  faisceau  qui 
passe  par  O.  La  cubique  en  question  et  la  quartique  précédente 
sont  donc  rectangulaires  en  ces  cinq  points  qui  leur  sont  com- 
muns. Les  trois  points  P,  Q,  R  appartiennent  également  aux 
deux  courbes;  mais  elles  ne  s'y  coupent  point  à  angle  droit, 
car  la  tangente  à  la  cubique  en  P  est,  comme  on  l'a  remarqué, 
la  conjuguée  par  rapport  à  l'angle  APB  de  la  ilroite  OP,  con- 
juguée qui  n'est  généralement  pas  perpendiculaire  à  la  conju- 
guée, par  rapport  au  même  angle  APB,  de  la  droite  PS  per- 
pendiculaire à  OP. 

Les  quatre  derniers  points  communs  â  la  cubique  et  à  la 
quartique  sont  sur  les  droites  isotropes  Ou,  0(o'  :  ils  sont, 
par  conpéqueiit,  toujours  imaginaires. 

Sauf  relation  de  position  spéciale  entre  les  points  A,  B,  C,  D, 
O,  ni  la  cubique  ni  la  quartique  n'admettent  éviik-mment  de  sin- 
gularilés  ponctuelles. 
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T»U  nS  «TIEiES  HS  KXnCHXS. 


(•ntùit  fnfMm. 


QnesUons  1595  i  1600.. 
QoesUoDS  1601  à  1G02  .. 
QaestioDi  1603  &  1606.. 
QdcsUobs  1G09  i  1615  . 
QMMUona  1616  t  1620.. 


QoestioD  1398 

Qnesl 

on  145! 

Mnest 

OQ  IITT 

0»«i 

on  1550 

Va»l 

OD  1553, 

Qaest 

OQ  tSSB 

Qaesl 

on  1560 

Ouest. 

on  156! 

Quest 

on  1575 

(^am 

on  1577 

yoMt 

on  1578 

VUMt 

on  15BI 

yacsi 

OQ  ISHT 

yucïl 

on  m3 

yuci 

on  I5a4 

pron,B 

Vuest 

on  1595 

Vucsl 

on  1598 

V«sl 

on  1602 

.^nest 

on  1603 

po«i 

on  1605 

Oncs. 

on  1606 

Que5[ 

on  1607 

Quest 

on  1608 

ya«i 

oo  1610 

yuest 

OD  1611 

yuest 

on  1612 

Oatsi 

on  1613 

Qnciil 

on  1615 

par  \l.  H.  Brocard 

par  M.  H.  Brocard. 

par  M.  Lemairt 

par  M .  H.  Brocard 

par  M.  H.  Brocard 

par  M.  H.  Brocard 

par  SI.  Baritien 

par  .M.M.  Ui  el  P.  Sondât i3*  < 

par  M.  Sereaù 

par  M.  Servait 

par  MM.  Serwtiê  et  Lemaire 9* 

par  M .  Ltmaire 

par  M.  Boti 

par  M.  E.  Lemoine 

par  MM.  E.  Lemoine,  A.  Anderien,  J.   Cha- 

ittdiau  et  de  AfoniUU 

par  M.  B.  de  Cris 

par  M.  Audibert 17* 

par  >I.M.  E.  Lemoine  el  Grteiatrtet . , .    3o*  ( 
par  MM.  G.  Darboux,  Daritienet  lemoine 

par  M.  Leraaire 

par  M.  Bardelii ag* 

par  M.  Derloux 

par  M.  Dertoux 3i* 

par  MM.  Baritien  et  E.  Mato 3)*  e 

par  M.  Bariâien ^7* 

par  MM.  B.  Brocard  tl  Duporcg 35*  et    ^i* 

par  M.  H.  Brocard 36* 

par  M.  Duporcg 
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LIBRAIRIE  fiAUTHIKR-VlLLARS  ET  FILS, 

A  PARIS. 


M.  G.   SALMON, 


Traité  de  Goométrie  analytique  à  deux  diiaanrioiis  (SectioasconlçiieB). 

TraduiL  de  l'anglais  par  M.  H.  Resnt  et  par  M.  raucheret.  i.'  édition 
française,  publiée  d'après  la  6*  éditiuu  anglaise,  par  U.  Vaacheret,  ancien 
ÉlèTB  de  l'Ëcole  Polytechnique,  Lieu  tenant- Colonel  d'Artillerie,  Professeur 
à  l'Ëcole  supârieure  de  Guerre.  In-S;  18S4 la  fr- 

«niTlSUHUIT  DI  L'IoiTiom. 

Nous  publions  aujourd'hui  la  deuxième  éditioo  Traoçaise  du  Traité  des 
tectiom  coniques  de  M,  G.  Salmon.  Cet  ouvrage  forme  avec  le  7'raiié  des 
courbes  planes  et  la  Géoméirie  à  trois  dimensions  du  mâme  auteur  un 
traité  complet  de  Géométrie  analytique.  On  y  trouve  non  seulement  le 
résumé  des  priacipales  recherches  auxquelles  a  donné  lieu  la  théorie  des 
courbes  da  deuxième  degré,  mats  encore  l'eiposé  à  peu  près  complet  des 
principes  fondamentaux  de  la  Géométrie  analytique,  et  toutes  les  donnéM 
essentielles  de  l'emploi  des  coordonnées  cartésiennes,  trilinéaires  et  tangen- 
tietlei. 

L'examen  de  la  table  dsj  matières  snfSt  amplement  pour  donner  une  idée 
de  la  richesse  des  matériaux  qu'il  renrerme,  et  de  l'ordre  méthodique  suivant 
lequel  ils  sont  distribués.  Nous  nous  contenterons  de  citer  ici  :  la  théorie 
des  notations  abrégées  et  ses  nombreuses  applications;  la  théorie  des 
systèmes  de  cercles;  l'étude  analytique  et  géométrique  du  principe  de 
dualité  ;  la  théorie  des  polaires  réciproques;  l'exposé  des  propriétés  lutrmo- 
Btque  et  anharmoniqae  des  coniques;  les  principalea applications  de  l&mclhade 
des  projections  et  de  la  méthode  des  infiniment  petits;  et  enfin  la  théorie 
des  Invariants  et  covarîanls  des  systèmes  de  coniques  qui  transporte,  dans 
ledomaiue'géométrique,  toutes  les  ressources  f&ondea  de  la  théorie  des 
formes  algébriques. 

Mais  ce  que  ne  du  point  la  Table  des  matières  et  ce  que  nous  tenons  i 
noter,  ce  sont  les  qualités  qui  font,  du  Traité  des  stctions  coniques  du 
savant  professeur  de  Dublin,  un  livre  éminemment  classique,  la  sage  pro* 

trossion  avec  laquelle  sont  exposées  les  théories,  le  choix  gradué  de  nom- 
roux  Exercices,  l'emploi  systématique  de  problèmes  numériques  pour 
Eréciser  les  applications,  et  surtout  la  netteté  des  démonstrations  et  la 
auteur  vraiment  philosophitjue  des  apergus  généraux. 
La  dernière  édition  française  du  Traité  des  Sections  coniques  ne  diffère 
de  la  première  que  par  les  développements,  peu  étendus  dn  reste,  donnés  à 
la  théorie  des  coniques  confocales,  à  ta  théorie  des  systèmes  de  coniques 
et  à  l'exposé  des  recherches  concernant  l'hexagone  de  Pascal.  Bile  a  été 
faite  d'après  la  sixième  édition  anglaise,  dont  elle  eet  ta  reproduction  ausei 
exacte  que  possible,  le  traducteur  ayant  cherché  avant  tout  à  rendre  Bdèle- 
ment  toute  la  pensée  de  l'auteur,  et  rien  que  la  pensée  de  l'wttenr. 
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Aussi  eepérons-nous  qoo  le  pnblic  voudra  bien  continuer  à  cette  deuxième 
MilioD  le  bienveillant  accueil  qu'il  a  fait  à  la  pr«niÈre. 

Traité  de  Géométrie  analjtj^e  (Courbes  planes],  destiné  k  faire  auiio 
au  Traité  des  Srciions  coniques.  Traduit  de  l'aD^lais,  sur  la  3'  édition, 

Sar  O.  Chemin,  Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  Professeur  i  l'Êcolé 
es  Ponts  et  Ciiaussécs,  et  augmenté  d'une  Étude  sur  lei  pninit  tinguliem 
des  courbes  algébriques  planes,  par  G.  Halphen.  In-8;  i884-.-.     la  fr. 


Pidële  au  programme  que  nous  nous  étions  tracé,  nous  publions  aujour- 
d'hui la  traduclion  du  Traité  de  Génméirie  analytique  (Courbet //lûncs)  de 
U.  Salmon.  Cet  Ouvrage  forme  la  suite  naturelle  du  Traité  des  Sections 
coniques,  et  sa  lecture  est  nécessaire  pour  la  complète  intelligence  du 
Traité  de  Géométrie  analytique  à  trois  dimensiant  du  mSme  auteur.  On  y 
trouvera  au  mâme  degré  les  remarquables  qualités  d'élégance  et  de  clart<'. 
et  la  hauteur  de  vues  qui  caractérisent  l'œuvre  entière  de  H.  Salmon.  La 
traduction  en  a  été  faite  avec  le  même  soin  jaloux  de  se  rapprocher  de  la 
correction  de  l'original. 

M.  G.  Halphen,  dont  tous  les  géomètres  connaissent  les  beaui  et  nom- 
breux travaux  sur  <les  différentiLS  branches  de  l'Analyse,  a  bien  voulu 
rédiirer  pour  nous  une  étude  sur  les  points  singuliers.  Cette  Note  coDslituc 
un  Mémoire  absolument  original  dans  lequel  il  résume,  en  les  compléUml, 
sus  propres  travaux  ot  ceux  des  géomètres  qui  se  sont  occupés  de  colte 
dirficileet  délicate  question.  Nos  lecteurs  le  remercieront  avec  nous  d'avoir 
abandonné  un  instant  ses  recherches  personnelles  pour  combler  une  lacune 
regroUable  qui  existe  jusqu'à  présent  dans  lee  Ouvrages  de  Géométrie 
analytique. 

Traité  de  Géométrie  analrtiqne  à  trois  dimensions.  Traduit  de  l'anglais 

sur  hi  4'  é<tiLion,  par  0.  Cheuin,  Ingénieur  di'.s  Ponts  et  Chaussées. 

I"  Partik  :  Li-^iies  et  surfaces  du  i" et  du  a'  onlre.  lu-8,  avec  lîguro.- 
dans  la  loxle:  i68a 7  fr. 

11'  Partik.  :  Théorie  des  surfaces.  Courbes  gauches  et  surfaces  déoe- 
loppables.  Famille  de  surface.<.'ln-S,  avec  (is-AB^o8Ïei6Xle;  1891.     6  fr, 

in*  Partie  :  Surfaces  particulières.  Théorie  généraie  des  surfaces. 
{Scux  presse.  ) 

L'accueil  favorable  qu'ont  rencontré  en  France  les  traductions  du  Traiti- 
des  sections  coniques  et  (ies  Leçons  d'Algèbre  su/térieure  de  H.  G,  Salmon 
a  justifié  les  espérances  que  l'on  avait  pu  concevoir  sur  leur  succès. 

Fidèle  au  programme  que  nous  nous  étions  tracé  dès  le  principe,  nous 
publions  aujourd'hui  la  première  Partie  du  Traité  de  Géométrie  analj-tiquc 
à  trois  dimensions,  du  môme  auteur.  Les  matières  contenues  dans  ce  Vo- 
lume en  font  pour  noire  oiiseignoment  classique  la  suite  directe  et  néces- 
saire du  Traité  des  Sections  coniques.  On  y  trouvera  la  théorie  générale 
du  point,  de  la  lignr  droite  et  du  plan,  celle  des  surfaces  du  second  ardri 
et  des  coniques  splirriqucs ;  en  un  mot,  toutes  les  questions  développée? 
dans  les  cours  de  MutliÉmatiqucs  spéciales.  11  est  à  peine  besoin  de  dire 
que  ces  sujets  sont  traités  avec  celle  clarté  d'cxpositian,  cette  hauteur  de 
vues  et  ce  mélange  heureux  et  habile  do  Géométrie  et  d'Analyse  qui  carae- 
térisent  si  bien  tous  les  écrits  de  l'émineat  professeur  de  Dublin. 

Ajoutons  quû  des  Exorcicos  nombreux  et  choisis  accompagnent  les  tbéo- 
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ries  les  pins  importantes,  pour  en  bien  (ain  comprendre  l'eaprii  et  les 

ressources. 

Ce  Volume  est  publié  d'après  la  quatrième  édition  anglaise,  qui  contient 
de  nombreuses  et  importantes  additions. 

Lee  coordonnées  de  droites,  ima^nées  par  PlQcker,  y  tiennent  une  large 
place,  bien  en  rnpport  avec  leur  importance.  En  traitant  par  leur  moyen 
un  assez  grand  nombre  de  questions,  l'Aulenr  a  mis  nettement  en  évidence 
le  r6le  pour  ainsi  dire  nécessaire  qu'elles  jouent  dans  l'étude  des  sur- 
faces. lÂ  théorie  des  invariants  et  des  covariants  des  quadriques  a  été 
aussi  notablemonl  améliorée  et  augmentée. 

Le  traducteur,  en  interprète  respectueux,  n'a  eu  qu'un  objet  en  vue  : 
rendre  avec  la  plus  grande  e}:actilude  ui)e  œuvre  dont  la  concision  et  la 
correction  peuvent  être  citées  comme  un  modèle.  [I  s'estimera  heureux  si 
ce  nouveau  Volume  reçoit  le  mâme  accueil  et  rend  les  mèmea  sarvioee  que 
ses  aînés. 

ITERriSSEMin    DU    ËDIIEITIIB. 

La  deuxième  ParUe  de  la  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions  com- 

trend  trois  Cliapitrea  importants,  qui  portent  les  numéros  XI,  XI!  et  XIU. 
3  Chapitre  XI  est  relatif  a  la  théorie  générale  des  surfaces.  On  y  traite 
toutes  les  notions  générales  applicables  aux  surfaces  d'ordre  quelconque 
et  en  particulier  ce  qui  .se  rapporte  A  leur  courbure. 

Le  Chapitre  Xl[,  courbes  et  surfaces  dévoloppables,  embrasse  une  série 
de  stijcis  qu'on  ne  rencontre  généralement  pas  dans  les  Ouvraï;os  de  Calcul 
inrmitésimal,  où  l'on  étudie  ordinairement  ces  questions.  Les  deux  premières 
Sections  :  propriétés,  projections  et  classification  dos  courbes,  offriront 
cortaiDoment  un  intérêt  particulier  aux  lecteurs;  dans  laqualrième,  courbes 
tracées  sur  les  surfoces,  on  trouve  l'exposé  de  la  mélliodo  de  Gauss,  les 
propriétés  des  courbes  géodéstques,  les  coordonnées  elliptiques  et  géodé- 
siques  polaires. 

Dans  le  Chapitre  XIII,  la  première  Section  est  consacrée  fi  la  formation 
des  équations  ditîérenti elles  des  surfaces;  la  seconde  [raite  des  complexes, 
des  eongruences  et  des  surfaces  réglées;  elle  constitue  une  introduction 
toute  iiaiurelle  pour  l'étude  ultérieure  et  plus  spéciale  des  beaux  travaux 
de  PlHcker,  Klem,  etc.,  sur  ce  sujet. 

D'une  manière  générale  la  plupart  des  résultats  que  contient  la  présente 
publication  sont  connus  des  Géomètres;  ils  on  retrouveront  néanmoins  avec 
plaisir  l'ensemble  présenté  d'une  manière  méthodique  et  avec  cette  simpli- 
cité de  moyens  et  celte  clarté  d'exposition  qui  caractérise  l'œuvre  entière 
de  M.  Salmon. 

Traité  d'Algèbre  supérieure,  a*  édition  française,  publiée  d'après  la  i'  ùdi- 
lion  anglaise,  par  O.  Cliemin.  In-B;  1890 10  fr. 


La  nouvelle  édition  française  de  l'Algèbre  tup^riaiuv  de  M.  Salmon  que 
nous  publions  aujourd'hui  est  la  traduction  complote  de  la  quatrième  édi- 
tion anglaise. 

Dans  celle  qui  l'a  précédée,  on  avait  cru  devoir  faire  différentes  suppres- 
sions pour  en  diminuer  l'étendue  et  la  restreindre  aux  proportions  d'un 
Ouvrage  élémentaire.  Ces  considérations  n'ont  plus  leur  raison  d'èlre  an- 
jourd'huL 

La  publication  successive  des  autres  Ouvrages  de  M.  Salmon  a  démontré 
la  nécessite  de  conserver  le  texte  de  chacun  d'eux  dans  son  intégrité,  afin 
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(Tr«lBlénie  Série. >  -  Décembre  1891.  /    - 

NOUVELLKS  ANNALES 

DE 

MATHÉMATIQUES 

JOURNAL  DES  CANDIDATS 

AUX  ÉCOLES  SPÈaALES,  A  l-A  LICENCE  ET  A  L'AGRÉGATION. 
M.  Ch.  BRISSE, 

M-  E.  ROUCHÉ, 


Publication  fondée  en  1842  par  MX.  Gerono   et  Terqnem, 
st  continnée  par  HH.  Gorono,  FrBnliat,  Bonrget  et  Brisse. 


TROISIEME   SEKIË.  -  TOME  X. 


DECEMBRE  1891. 


PARIS. 

GAUIHIER-VILLABS  ET  FILS,  IMPIUMEURS-UBR AIRES 

RL'flRAlI    DKS   LO>GtTVDKS,    Bi;    T.'ÉCOLE    P0LÏTKCHNIQ1 
Quai  ârs  GrandM-AnRnilin».  T.i. 

1891 


Ce  Ri>ciiiiil  parut!  chaque  noii. 

Me-isiuurs  les  Sou^iciiplriirs  qui  dtsircnl  ne  point  tprouvcr ili;  icI.ti'iI  il»!!- 
In  réception  <ln  nuiiic-ro  d.;  Janvier  iSiju  sont  priil'i  'le  reimm-i-lei-  i\içi,ii' 
dialenieni  leur  ulxinncnifiii. 


LIBRAIRIE  GAUTHlER-ViLLAftS  ET  FILS, 

QDAI  DES  GHANDS-AUGUSTINI,  55,  A  PABI9. 

tlOUVEllES  AliMlES  DE  HTgÉliTiQUeS, 

JOUnNAt  DBS  CANDIDATS 

km  ÉCOLES  SPECIALES,  A  LA  LICBKCE  ET  A  L'AGRÉGATION, 

M.  Ch.  BRISSE. 


M.  E.  BOCJCHË, 


Publia ■tton    fbndéa    en    184 A    par   MM.   Oerono   et   Terqnraii 

et  ooBtlnuia  par  MM.  Oenno,  Vronhet,  Bonrget  et  Bri*»e. 


Les  N'iiifetles  Annales  de  Matkématiqaei  paraisseDl  chaque  mois  ot 
"ormenl  par  an  un  volame  in-S  de  38  feuilles,  avec  figares  dans  le  teitc. 

PRBMZËKB  SËELIE  ;  20  volumes  io-B  (1842  ï  I86t  ) 300  fr. 

U>  lomes  1  II  VII,  X  et  XVI  ■  XX  (iS4l-i8'|8,  i85i,  iB57-[86() 

no  te  vendent  pat  «eparfraenl, 
Los  auirea  tomes  de  li  première  série  as  rendent  aéparéiDent JS  fr. 

SBOXlilMB  SitlUE  :  ^0  volumes  in-»  (  ISGÎ  à  1881) 300  fr. 

Les  (ornes  I  à  III  ot  V  ii  VIII  (id'ii  à  iSfif,)  ne  se  rendent  pa»  «éperémeni. 

Ou  pirul  le  pra~nrer  i'uttr  det  Séries  ou  Ut  deux  Série»  au  iHojta  de  payeaieni 
men.uet,  de  30  A, 

La  TROISIÉIMB  HËHXE,  camnieii-:cc  cii  IS8-:>,  irontinue  de  paraître  chaqiii- 


Los  abonnements  sonr  annuels  et  parlem  de  janvier. 
Prix  pniir  un  an  (la  niiméron)  : 

P"i« «fr. 

Déparlements  el  Pays  faisant  partie  de  IX'niun  postale 17 

Autrci  pays 30 
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LIBRAIRIE  GAUTHIER-VILLAKS  ET  FILS, 

QUAI  DES  aRANDS-AUClUSTINS,  55,   A  PAIII8. 


CHAPFDIS  (J.)i  Agrégé,  Docteur  es  Sciences,  Professeur  de  Physique  fi'- 
néralo  à  l'Ëcole  Centrale,  et  BERGET  (A.),  Docteur  es  Sciences,  allachiS 
au  laboratoire  dos  Heclierches  physiques  de  la  Sorbonne.  —  Leçons  do 
Phyiimie  générale.  Courx  professé  à  l'Ecnie  Centrale  des  Arts  et 
Maniijaclares  et  complété  suivant  Ir.  programme  de  la  Liecnre  es  seieitee» 
physiques.  3  volumes  grand  in-S,  se  vendant,  séparément  : 

Tome  I.  —  Instruments  de  mesure.  Chaleur.  Avec  175  figures  dans  le 
texte;  1891 i3  fr. 

Tome  II.  —  Electricité  et  MagrtétUnte.  Avec  3oS  Hgures  dans  le  to^tte; 
1891 i3  fr. 

TOMR  HT.  —  /tcousiique.  Optique.  Electro-optique.  Avec  igS  figures 
dans  le  texte;  1891 : 10  fr. 

LOCAS  (Edouard),  Professeur  de  Mathématiques  au  Lycée  Saint-Louis. 
^  Théorie  des  nombres.  Le  calcul  des  nombres  entiers.  Le  calcul  des 
nombres  rntiiinneU.  Lit  divisibilité  arithmétique.  Grand  in-S,  avec  fig. 
dans  le  lexle;  1891 i5  fr. 

PICARD  (£mile),  Membre  de  l'Institut,  Professeur  â  la  Faculté  des  Sciences. 
"  Traité  d'Analyse  (Cours  de  la  Faculté  des  Sciences).  Quatre  volumes 
grand  in-8,  se  vendant  séparément. 

Tome  I  :  Intégrale!:  simples  et  multiples.  —  V équation  de  Laplace  ri 
SCS  applications.  —  Dévelojypemenls  en  séries.  —  JppUcationt  géomé- 
triques du  Calcul  infinitésimal.  Avec  fig.  dans  te  texte;  1891...     i3  fr. 

Tome  II  :  Fonctions  analrtiques.  —  Principes  généraux  de  la  tbiforic 
des  équations  différentielles (.Çoui  presse.) 

ToXE  m  -.Equations  différentielles  ordinaires..     (  En  préparation.) 

Tome  IV  :  Equations  aux  dérivées  partielles (^Ea  préparation.) 

POIKCARË  (H.),  Membre  de  l'Institut,  Professeurâla  Faculté  des  Sciences. 
—  Les  Hétbodea  nonveUes  de  la  Mécanique  céleste.  Deux  volumes 
grand  in-S,  se  vendant  séparément  : 

Tome  I  :  .Solutions  périodiques.  —  Non-existeiirc  des  intégrales  uni' 
formes.  —  Solutions  a^mptatiques.  Avec  figures;  1893...,     la  fr. 

Tome  II {Sous  presse,  i 

Le  but  de  la  Mër.anique  célcsle  n'tst  pas  alLeînt  quand  ou  a  calculé  des 
i-ph£inérides  plus  ou  moins  3npruchiïrs<<ans  pouvoir  se  rendre  coniple  du  de 
fTè  d'approiimalion  obtenu.  Il  a  fallu  instituer  des  Méthodes  nouvelles  per 
■[lettant  de  donner  la  limite  supérieure  des  cireurs  et  de  coDsialer,  en  cas  de 
diverRence  entre  c:es  éphémcnrtps  el  les  observations,  si  la  loi  de  Newton  es:. 
en  diïiaut  on  si  tout  peul  s'expliquer  par  l'i  m  perfection  de  la  tbi:orïe.  L'Au 
leur,  particulièrement  autorise  par  ses  recherches  antérieures,  a  entrepris  re'. 
Ouvrage  pour  réunir  dans  une  sorte  de  synthèse  les  Méthodes  nouvelles  rccem* 
ment  proposées  par  de  savants  ^iéumètrcs  ainsi  que  ses  propres  travaux. 

G. 
VILLl£  <E.).  —  Traité  de  Cinématique  â  l'usage  des  cnndidats  à  la  licence 
et  à  l'agrégation,  ln-8,  avec  figures  dans  le  lexle;  1888 4  fr-  5o  c. 

VIEILLE  (  J.),  Inspecteur  général  de  rinslrnclion  publique.  —  Eléments  de 
Méoaniqae.rédigésconformémentau  programme  du  nouveau  i^an  d'études 
des  Lycées.  4'édit.  Id-8,  avec  146  fig.  dans  le  texte;  1883.     4  fr.  5o  c. 
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